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Vorwort 


Das  von  der  königl.  belgischen  Akademie  der  Wissenschaften  preis- 
gekrönte, im  Buchhandel  \9>agst  vergriffsne  Werk  von  Mansion:  „ThioHe 
deg  eguoHons  auz  derivees  partieües  du  premier  ordre"  erscheint  hiermit 
in  neuer  und  zwar  deutscher  Ausgabe.  Da  das  vortreffliche  Buch  auch 
in  Deutschland  ungetheilte  Anerkennung  gefunden  und  hinlänglich  bekannt 
ist,  so  dürfte  es  überflüssig  sein,  die  Vorzüge  desselben  nochmals  be- 
sonders hervorzuheben.  Es  mag  nur  darauf  hingewiesen  werden,  dass  das 
Mansion 'sehe  Buch  bisher  das  einzige  geblieben  ist,  welches  in  so  ein- 
gehender Weise  die  verschiedenen  Methoden,  welche  zur  Integration  der 
partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  vorgeschlagen  wurden, 
historisch-kritisch  beleuchtet,  ihre  Beziehungen  zu  einander  klarlegt,  ihre 
Vorzüge  und  Mftngel  gegenseitig  abwägt  und  jedem  der  Begründer 
dieser  Methoden  das  Verdienst  Iftsst,  welches  ihm  zukommt.  Es  ist  das 
einzige  Werk  dieser  Art  geblieben,  ein£EM3h  aus  dem  Grunde,  weil  es 
seine  Aufgabe  gleich  in  vollkommener  und  unübertrefflicher  Weise 
löste.  Allerdings  hat  die  Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung  seit  dem  ersten  Erscheinen  des  Mansion'schen  Buches 
viele  wichtige  Erweiterungen  und  Verbesserungen  erfahren  und  es  sind 
auch  seitdem,  besonders  in  allemeuester  Zeit,  einige  hochbedeutsame  Werke 
über  jene  Theorie  hervorgetreten;  zum  Theil  aber  sind  dieselben  mehr  als 
Lehrbücher  im  engeren  Sinne  zu  betrachten,  denen  es  weniger  auf  die 
Hervorkehrung  des  historisch-kritischen  Standpunktes  als  auf  eine  syste- 
matische Verarbeitung  und  Zusanmien&ssung  des  vorhandenen  Materials 
ankommt,  zum  Theil  sind  dieselben,  wie  das  hervorragend  wichtige  Werk 
von  Sophus  Lie:  „Zur  Theorie  der  Transformationsgruppen",  dazu  be- 
stimmt, der  gesammten  Theorie  eine  einheitliche  Grundlage  zu  geben,  sie 
auf  ein  einziges  Prinzip  zu  stellen,  aus  welchem  die  Resultate  der  früheren 
Arbeiten  von  selbst  hervorgehen.  Diese  Werke  machen  daher  eine  historisch- 
kritische Untersuchung  der  älteren  Arbeiten  auf  diesem  Gebiete,  wie  sie  in 
dem  Werke  von  Mansion  enthalten  ist,  nicht  überflüssig.  Infolge  dieses 
kritischen  Standpunktes  ist  das  Mansion 'sehe  Buch  ein  vorzüglicher  Weg- 
weiser für  das  Studium  der  grundlegenden  Arbeiten  über  die  Theorie  der 
partiellen   Differentialgleichungen    erster  Ordnung,    so  dass  ich   mich    der 
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IV  Vorwort. 

Hoffnung  hingeben  darf,  dass  eine  Nenausgabe  dieses  Werkes,  die  unter 
Zustimmung  des  Verfassers  und  mit  thfttiger  Mitwirkung  desselben  in 
deutscher  Sprache   erscheint,  nicht  ungünstig  aufgenommen  werden  wird. 

Bezüglich  der  grosseren  Veränderungen  und  Erweiterungen,  welche 
diese  neue  Ausgabe  der  ersten  gegenüber  aufweist,  kann  ich  mich  mit 
einem  Hinweis  auf  die  „Vorbemerkungen^*  des  Verfassers  begnügen.  An 
vielen  Stellen  sind  kleinere  Verbesserungen  vorgenommen,  die  nicdit  n&her 
aufgeführt  zu  werden  brauchen.  Der  Druck  des  Werkes  wurde  fortlaufend 
sowohl  vom  Unterzeichneten,  wie  auch  vom  Verfasser  selbst  sorgfältig  con- 
trolirt,  so  dass  die  Übersetzung  nicht  nur  äusserlich  correct,  sondern  auch 
dem  Sinne  des  OriginaLs  entsprechend  sein  dürfte. 

Wahrend  die  Theorie  der  partiellen  Differentiaigleichungen  erster  Ord- 
nung im  Grossen  und  Ganzen  als  abgeschlossen  betrachtet  werden  darf, 
liegt  die  Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung 
noch  sehr  im  Argen.  In  der  That  kann  trotz  der  zahllosen  kleineren  und 
grösseren  Abhandlungen,  welche  hierüber  bereits  geschrieben  sind,  von 
einer  Theorie  der  Integration  dieser  Gleichungen  noch  kaum  gesprochen 
werden.  Die  wichtigste  Arbeit,  in  welcher  ein  Versuch  zur  Begründung 
einer  solchen  Theorie  gemacht  wird,  ist  immer  noch  die  grosse  Abhand- 
lung von  Ampöre  im  17.  und  18.  cahier  des  Jimrnal  de  V£cole  JMff- 
technique^  deren  Resultate  Imschenetsky  im  54.  Bande  von  Grunert's 
Archiv  in  einem  vorzüglichen  Besum6  zusammengefasst  hat.  Um  zum 
gründlichen  Studium  dieser  Resultate  und  damit  vielleicht  zur  Erweiterung 
und  Bereicherung  der  Theorie  der  Integration  der  partiellen  Differential- 
gleichungen zweiter  Ordnung  neue  Anregung  zu  geben,  hielt  ich  es  für 
zweckmftssig,  die  Imschenetsky 'sehe  Abhandlung,  zumal  dieselbe  in  einem 
grossen  Abschnitte  eine  Anwendung  der  Prinripien  der  Theorie  der  par- 
tiellen Differentialgleichungen  erster  Ordnung  giebt,  dem  Mansion'schen 
Werke  anzufügen,  wobei  ich  mich  der  vollen  Zustimmung  und  Ermun- 
terung des  Herrn  Mansion  erfreute.  Eine  kleine  ebenfalls  noch  angefügte, 
wenig  bekannt  gewordene  Abhandlung  von  G.  Darboux  Iftsst  klar  die 
Schwierigkeiten  erkennen,  welche  bei  der  Integration  der  partiellen  Diffe- 
rentialgleichungen zweiter  Ordnung  auftreten,  und  deutet  zugleich  einen 
Weg  an,   auf  dem  man  vielleicht  etwas  weiter  kommen  kann   als  bisher. 

Berlin,  im  October  1891. 

H.  Maser. 
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Vorbemerkungen  des  Verfassers. 


I.  Gegenstand  dieses  Werkes. 

Die  vorliegende  Arbeit  wurde  unternommen  anlässlich  einer  von 
der  kgl.  belgischen  Akademie  in  den  Jahren  1870  und  1872  gestellten, 
auf  die  Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen  erster  und  zweiter 
Ordnung  bezüglichen  Preisfrage. 

Imschenetsky  und  Oraindorge  haben  beide  ausgezeichnete  Mono- 
graphieen  über  diesen  Gegenstand  veröffentlicht,  die  es  uns  gestatteten, 
unsere  Untersuchung .  auf  die  Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung  zu  beschränken.  In  der  That  geben  ihre  Schriften  eine 
gute  Übersicht  über  die  Arbeiten  der  Geometer  bezüglich  der  Differential- 
gleichungen zweiter  Ordnung,  abgesehen  von  den  neueren  Studien  von 
Darboux  und  Lie,  die  übrigens  nur  bruchstückweise  veröffentlicht 
worden  sind. 

Die  Abhandlungen  von  Imschenetsky  und  Graindorge  sind  da- 
g^^n  unvollständig  hinsichtlich  der  Theorie  der  partiellen  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung. i)  Wir  haben  daher  den  Wünschen  der  Akademie 
zu  entsprechen  geglaubt,  indem  wir  es  versuchten,  die  hauptsächlichsten 
Untersuchungen  der  Mathematiker  über  diesen  Gegenstand  von  Lagrange 
an  bis  auf  Lie  und  Mayer  darzulegen. 

n.  Plan  des  Werkes  nnd  historische  Bemerkungen. 

Die  vorliegende  Schrift;  enthält  den  Hauptinhalt  der  Untersuchungen 
von  Lagrange,  Pfaff,  Jacobi,  Bour,  Clebsch,  Eorkine,  Boole, 
Mayer,  Cauchy,  Serret  und  der  ersten  Abhandlungen  von  Lie  (bis 
ca.  1875)  über  die  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung. 


^)  Die  Abhandlung  von  Graindorge  enthält  ausser  der  Theorie  der 
partiellen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  die  in  den  §§  1  (theilweise), 
3,  6,  16,  17,  18,  19,  20,  21  unseres  Buches  behandelten  Gegenstände.  Die  Ab- 
handlung von  Imschenetsky  enthält  überdies  unsere  §§  9  und  29  und  ein 
Kapitel  über  die  kanonischen  Gleichungen  der  Dynamik.  Graindorge  hat 
daneben  auch  eine  Übersicht  der  Arbeiten  der  Geometer  über  die  Integration 
der  Gleichungen  der  Mechanik  veröffentlicht. 
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Die  Arbeiten  dieser  Geometer  haben  wir  in  den  folgenden  Abschnitten 
zusammengestellt : 

Einleitung.  Entstehung  der  partiellen  Differentialgleichungen  erster 
Ordnung  (§§  1—4). 

Buch  L     Methode  von  Lagrange  und  Pfaff  (§§  5 — 15). 

Buch  n.     Methode  von  Jacobi  (§§  16—27). 

Buch  m.     Methode  von  Cauchy  und  Lie  (§§  28 — 32). 

Schlus  s.  Methode  von  Lie  als  Zusammenfassung  der  früheren  Methoden. 

Diese  Anordnung  ist  streng  didaktisch,  d.  h.  wir  dringen  vom  Äja&ng 
bis  zum  Ende  tiefer  und  tiefer  in  unsem  Gregenstand  ein.  Sie  ist  zu  gleicher 
Zeit  historisch  in  ihren  grossen  Umrissen,  bis  auf  eine  Ausnahme:  Die 
Methode  von  Cauchy  bestand  viel  früher  als  alle  in  unserm  zweiten  Buche 
angefahrten  Arbeiten.  Wir  sahen  uns  genöthigt,  die  Methode  von  Cauchy 
an  das  Ende  unserer  Abhandlung  zu  setzen  neben  diejenige  von  Lie,  weil 
diese  letztere  die  natürliche  Fortsetzung  der  ersteren  ist  und  weil  sie  zu- 
sammen eine  weit  tiefere  Untersuchung  der  Frage  der  Integration  der 
partiellen  Differentialgleichungen  bilden  als  die  Methode  von  Lagrange, 
Pfaff,  Jacobi  und  Bour. 

In  unserer  Einleituiig  geben  wir  zunächst  nach  Lagrange  (1772 
und  1774)  und  Lie  (1872)  die  Definition  des  Problems  der  Integration 
der  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung.  Sodann  deuten  wir 
nach  Jacobi  zwei  allgemeine  und  sehr  einfache  Hül&mittel  an,  durch  welche 
man  die  abhängige  Veränderliche  aus  den  in  Rede  stehenden  Gleichungen 
entfernen  kann.  Wir  zeigen  im  Gegensatz  zu  der  Ansicht  Bertrand's  und 
anderer  Geometer,  dass  das  zweite  Transformationsverfahren  Jacobi 's 
nicht  illusorisch  ist  (§  1).  Die  beiden  folgenden  Paragraphen  enthalten  die 
Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen  mit  3  oder  n  -{-  1  Veränder- 
lichen, wie  sie  von  Lagrange  im  Jahre  1774  mittels  seiner  fruchtbaren 
Methode  der  Variation  der  willkürlichen  Constanten  entdeckt  worden  ist. 
Der  Auseinandersetzung  von  Lagfange  haben  wir  jedoch  verschiedene 
Jacobi  entliehene  Bemerkungen  und  eine  sehr  einfache  Methode  der  Er- 
zeugung der  simultanen  Gleichungen  hinzugefügt.  Der  letzte  Paragraph 
ist  den  Ansichten  Lie's  über  den  in  den  vorhergehenden  Paragraphen  be- 
handelten Gregenstand  und  der  Erklärung  des  auf  die  überschüssigen  Con- 
stanten bezüglichen  Paradoxons  gewidmet. 

Das  erste  Buch  enthält  die  Analyse  der  Arbeiten  von  Lagrange 
und  Pfaff.  Wir  haben  diese  schon  alten  Untersuchungen,  mit  einer  ge- 
wissen Vorliebe  auseinandergesetzt,  einmal  weil  sie  den  Keim  mancher 
weiteren  Entdeckungen  enthalten,  sodann  weil  sie  eine  Menge  von  An- 
wendungen zulassen,  die  man  einfacher  nach  diesen  Methoden  als  nach  den 
künstlicheren  Methoden  von  Jacobi  und  Cauchy  behandelt. 

Das  erste  Kapitel  handelt  von  den  linearen  Gleichungen,  deren  Theorie 
Lagrange  in  den  Jahren   1779   und    1785  gefunden   hat.     Unsere   Dar» 
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legnng  unterscheidet  sich  nur  dadurch  von  derjenigen  unserer  Vorgänger, 
dass  wir  uns  mehr  der  Theorie  der  Fonctionaldeterminanten  bedienen.  Im 
letzten  Paragraphen  geben  wir  die  von  Jacob i  im  Jahre  1827  gemachte 
Erweitenmg  der  Lagrange'schen  Theorie.  Es  ist  erstaunlich  genug,  dass 
diese  Untersuchungen  des  Berliner  Geometers  in  beinahe  allen  Lehrbüchern  und 
selbst  in  den  neueren  Abhandlungen  von  Graindorge  und  Imschenetsky 
mit  Stillschweigen  übergangen  worden  sind,  denn  sie  allein  lassen  den  engen 
Zusammenhang  erlLennen,  welcher  zwischen  den  partiellen  Differential- 
gleichungen und  den  Systemen  von  Differentialgleichungen  erster  Ordnung 
besteht  (Siehe  Nr.  32.).  Beil&ufig  zeigen  wir,  unter  welchem  Gesichts- 
punkt Lie  die  linearen  Gleichungen  betrachtet  (Nr.  28). 

Das  zweite  Kapitel  enth&lt  die  Analyse  der  Arbeiten  von  Lagrange 
über  die  nicht  linearen  Gleichungen.  Der  Turiner  Geometer  erfand  das 
Verfiihren,  die  Integration  der  nichtlinearen  Gleichungen  mit  drei  Ver- 
änderlichen auf  diejenige  der  linearen  Gleichungen  mit  yier  Veränderlichen 
zurückzuführen,  im  Jahre  1772.  Im  Jahre  1774  kam  er  auf  denselben 
Gegenstand  zurück,  um  auf  die  Versohiedenartigkeit  der  Integrale  der 
partiellen  Differentialgleichungen  au£aierksam  zu  machen,  und  im  Jahre 
1806  nochmals,  um  ein  eigenthümliches  Paradoxon,  welches  die  Theorie  des 
allgemeinen  Integrals  darbietet,  darzulegen.  Wir  geben  die  Methode  von 
Lagrange  unter  ihren  verschiedenen  Formen.  Zunächst  bemerkt  der  aus- 
gezeichnete Geometer,  dass  die  Integration  der  Gleichung 

q  =  h{x,  y,  e,  p) 

in  nichts   Anderem  besteht   als   in  der  Ermittelung  eines  solchen  Werthes 

von  p^  dass 

dz  s=5  pdx  +  Kay 

integrirbar  ist.  Sodann  giebt  er  das  allgemeine  Verfahren  an,  um  einen 
Werth  von  p  mit  einer  willkürlichen  Constanten  zu  finden,  welches  der  Kern 
ist,  aus  dem  die  Jacobi'sche  Methode  hervorgegangen  ist  Endlich  zeigt 
er,  wie  man  aus  dem  allgemeinsten  Werthe  von  p  den  allgemeinsten  Werth 
von  e  ableiten  kann,  was  den  Ausgangspunkt  for  die  P  f  äff 'sehe  Methode  bildet. 
In  der  That  wurde  Jacobi,  indem  er  die  Methode  von  Lagrange 
unter  ihrer  letzten  Form  auf  die  Gleichungen  mit  n  unabhängigen  Ver- 
änderlichen anwandte,  im  Jahre  1827  dahin  geführt,  alle  Rechnungen  von 
Pf  äff  im  umgekehrten  Sinne  zu  wiederholen.  Wir  legen  diese  merkwürdige 
Arbeit  von  Jacobi  in  unserm  dritten  Kapitel  dar.  Der  Berliner  Geometer 
führt  die  Integration  einer  nichtlinearen  Gleichung  auf  diejenige  eines 
Systems  von  simultanen  Gleichungen  zurück,  dessen  Lösung  allgemeiner  ist 
als  diejenige  der  gegebenen  Gleichung,  um  diese  Lösung  zu  particulari- 
siren  und  daraus  das  gesuchte  Integral  herzuleiten,  ist  er  gezwungen,  eine 
Änderung  in  den  Veränderlichen  eintreten  zu  lassen:  Die  2n  —  1  Ver- 
änderlichen x^,  . . .,  Xn,  Piy  .  .  .,  p„^i  werden  ersetzt  durch  die  Integrations- 
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constanten  der  simultanen  Hfil&gleichiingen  und  die  Aufgabe  reducirt  sich 
hiemach  auf  die  Integration  einer  totalen  DiflPerentialgleichung  mit  2n  —  1 
Yerftnderlichen. 

Pf  äff  hatte  seit  1814  genau  einen  umgekehrten  Weg  verfolgt,  wie 
wir  im  folgenden  Kapitel  zeigen,     um  die  Gleichung 

zu  integriren,  betrachtet  er  die  totale  Differentialgleichung 

mit  2n  Verftnderlichen  jp,  d^,  .  • .,  x^,  p^,  .  .  .,  p^^^  und  transformirt  sie 
in  eine  andere  von  derselben  Form  mit  2n  —  1  Veitederlichen.  Diese  ist 
genau  dieselbe,  welche  Jacobi  durch  Verallgemeinerung  der  letzten  Unter- 
suchungen von  Lagrange  gefunden  hat,  und  Pf  äff  gelangt  dazu  durch 
Integration  desselben  Systems  von  Gleichungen,  wie  das  von  Jacobi.  Die 
beiden  Methoden  sind  daher  identisch,  nur  dass  die  eine  deutlicher  als  die 
andere  die  Verallgemeinerung  der  Lagrange'schen  Methode  ist  und  Pf  äff 
das  seinen  Namen  tragende  allgemeine  Problem  der  Integration  der  totalen 
Differentialgleichungen  behandelt.  In  xmserer  Auseinandersetzung  der  Ar- 
beiten von  Pf  äff  benutzen  wir  verschiedene  Abhandlungen  von  Gauss, 
Jacobi  und  Gayley.  Der  letzte  Paragraph  des  vierten  Kapitels  enthält 
ausser  dem  umgekehrten  Problem  von  Pf  äff  die  Vereinfachung,  welche 
in  diese  Theorie  durch  die  Anwendung  der  Anfangswerthe  der  Verftnder- 
lichen als  willkürlicher  Constanten  eingeführt  wird.  Das  allgemeine 
Pf  äff 'sehe  Problem  fährt  auf  die  Integration  von  n  Systemen  simultaner 
Gleichungen,  deren  jedes  erst  nach  der  vollständigen  Integration  aller  vor- 
hergehenden gebildet  werden  kann.  Nutzen  ziehend  aus  einer  Idee  von 
Hamilton,  zeigte  Jacobi  1836,  dass  man  diese  n  Systeme  unmittelbar 
bilden  kann,  wenn  man,  wie  wir  soeben  bemerkt  haben,  die  Anfangswerthe 
der  Verftnderlichen  als  willkürliche  Constanten  nimmt;  überdies  hat  man, 
wenn  es  sich  um  die  Integration  einer  partiellen  Differentialgleichung 
bandelt,  nicht  mehr  als  ein  System  zu  integriren.  Schon  lange  vorher, 
im  Jahre  1818,  war  Cauchy  zu  diesem  letzteren  Resultat  gelangt,  indem 
er  ebenfalls  die  Anfangswerthe  der  Verftnderlichen  als  Constanten  benutzte. 
Übrigens  gebührt  ihm  die  Einführung  dieser  Idee  in  die  Wissenschaft,  doch 
scheint  Jacobi  die  Arbeiten  von  Cauchy  nicht  gekannt  zu  haben. 

Dies  ist  der  Cyklus  der  in  unserm  ersten  Buche  auseinandergesetzten 
Untersuchungen.  Wir  haben  jeder  Theorie  die  Anwendungen,  welchen  man 
gewöhnlich  in  den  Lehrbüchern  begegnet,  imd  ausserdem  diejenigen,  welche 
sich  in  den  Abhandlungen  von  Lagrange  finden,  hinzugefügt.  Femer 
haben  wir  in  einem  besonderen  Paragraphen  die  Integration  einer  sehr  be- 
merkenswerthen  Gleichung,  welche  von  Schlftfli  herrührt  und  von  ihm 
im  Jahre  1868  veröffentlicht  worden  ist,  gegeben. 
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Das  sweite  Buch  ist  der  Methode  Ton  Jacobi  und  Bour,  den  Ver- 
vollkommnungen dieser  Methode  durch  C  leb  seh,  endlich  den  Methoden 
von  Eorkine,  Boole  and  Mayer,  welche  damit  in  engem  Zusammen- 
hange stehen,  gewidmet. 

Die  Nova  methodus  von  Jacobi  wurde  von  ihm  im  Jahi*e  1888  ge- 
funden und  von  Clebsch  im  Jahre  1862  veröfifentlichi  Wir  legen  sie 
in  unsem  beiden  ersten  Kapiteln  dar.  Unsere  Auseinandersetzung  unter- 
sdieidet  sidi  nur  dadurch  von  derjenigen  von  Oraindorge  und  Imsche- 
netsky,  dass  wir  in  einem  besonderen  Kapitel,  dem  ersten,  alles,  was  sich 
auf  die  Integrabilitätsbedingungen  bezieht,  vereinigt  haben.  Indem  wir  uns 
in  Bezug  auf  diesen  Punkt  ein  wenig  von  unsem  Vorgängern  und  von 
Jacobi  entfernen,  wird  man  vielleicht  den  zu  ausgedehnten  Grebrauch  der 
symbolischen  Bezeichnungen  nicht  billigen.  Indessen  wird  der  Leser,  welcher 
sich  mit  diesen  Bezeichnungen  vertraut  gemacht  hat,  erkennen,  dass  nur 
sie  in  natürlicher  Weise  zum  Beweise  der  Principien  der  Jacobi'schen 
Methode  fuhren  können.  Im  dritten  Kapitel  geben  wir  die  von  Bour  her- 
rührende Ausdehnung  dieser  Methode  auf  simultane  Gleichungen  und  be- 
richtigen dabei  den  kleinen  Irrthum,  welcher  in  der  Auseinandersetzung 
von  Bour,  sowie  in  derjenigen  der  Autoren,  die  ihm  gefolgt  sind,  unter- 
gelaufen ist.  Auf  diesen  Irrthum  hat  Mayer  im  Jahre  1871  aufiuerksam 
gemacht.  In  historischer  Beziehung  ist  die  Bemerkung  von  Wichtigkeit, 
dass  die  Arbeiten  von  Bour  nicht  aus  denen  von  Jacobi  hervorgegangen 
sind,  welche  letzteren  erst  im  Jahre  1862  veröffentlicht  wurden.  Liou- 
ville,  Bour  und  Donkin  hatten  um  1853  und  1854  die  Fundamental- 
sfttze  der  Nova  methodus  gefunden,  ohne  Kenntniss  von  der  letzteren  zu 
haben.  Im  vierten  Kapitel  geben  wir  die  bewundemswerth  eleganten,  von 
Clebsch  herrührenden  und  im  Jahre  1866  veröffentlichten  Rechnungen 
wieder,  in  denen  der  ausgezeichnete  Algebraiker  eine  bemerkenswerthe  Ver- 
einfachung der  Jacobi'schen  Methode  kennen  lehrt. 

Das  fünfte  und  sechst«  Kapitel  sind  Methoden  gewidmet,  welche  eine 
Änderung  der  Vei&iderlichen  zur  Voraussetzung  haben.  Bei  der  Methode 
von  Kork  ine  (1868),  welche  auf  die  nichtlinearen  simultanen  Gleichungen 
Anwendung  findet,  verfügt  man  über  die  willkürliche  Function,  welche  in 
das  allgemeine  Integral  einer  der  gegebenen  Gleichungen  eingeht,  derart, 
dass  dadurch  den  andern  Gleichungen  genügt  wird;  man  transformirt  so 
das  System  in  ein  anderes,  welches  eine  Gleichung  und  eine  Veränderliche 
weniger  enthält.  Die  Rechnungen,  zu  denen  wir  beim  Beweise  der  Principien 
dieser  Methode  geführt  worden  sind,  würden  ausserordentlich  weitläufig 
sein,  wenn  wir  nicht  ausgedehnten  Gebrauch  von  der  Theorie  der  Deter- 
minanten gemadit  hätten.  Die  Methode  von  Boole  (1863),  welche  nur 
auf  lineare  Gleichungen  anwendbar  ist,  geht  ungefähr  in  derselben  Weise 
vor,  wie  diejenige  von  Korkine.  Sie  ist  im  letzten  Paragraphen  des 
fünften    Kapitels   auseinandergesetzt.     Die   Methode    von    Mayer    (1872), 
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welche  sodann  folgt,  ist  ebenfalls  nur  auf  lineare  Gleichangen  anwendbar, 
deren  Integration  sie  auf  diejenige  gewisser  Systeme  von  totalen  DüFerential- 
gleichnngen  zurückfährt.  Jedesmal,  wenn  es  gelungen  ist^  eine  Gleichung 
des  einen  von  diesen  Systemen  zu  integriren,  transfonnirt  man  es  in  «in 
anderes  System,  welches  eine  Veränderliche  weniger  enüüüt.  Die  neuen 
Veränderlichen  sind  die  Anfangswerthe  der  ursprünglichen  Veränderlichen. 
Ausserdem  kann  man  mittels  einer  Transformation  der  VeranderHdien  Ton 
ganz  verschiedener  Art  bewirken,  dass  man  nur  ein  einziges  System  zu 
betrachten  hat  Wenn  es  sich  um  die  linearen  Gleichungen  handelt,  zu 
welchen  die  Jacobi'sche  Methode  führt,  führt  ein  Satz  von  Mayer,  wacher 
dem  von  Poisson  und  Jacobi  analog  und  von  diesem  eine  Folgerung  ist, 
neue  Vereinfachungen  ein. 

Die  Methoden  von'  Jacobi,  Glebsch  und  Mayer  führen  darauf,  ein 
Integral  von  Systemen  von  2(n  —  1),  2(n  —  2),...,  2  gewöhnlichen 
Differentialgleichungen  zu  suchen,  und  zwar  betr&gt  die  Anzahl  dieser 
Systeme  für  die  drei  Methoden  respective: 

1,  2,  3 (n  — 2),  (n— 1) 

1,  2,  2,  .  .  .,        2,  2 

1,  1,1,..  .,        1,  1. 

Dabei  wird  vorausgesetzt,  dass  die  Gleichungen  die  abhftngige  Veränderliche 
nicht  explicit  enthalten.  Die  Methode  von  Lie,  von  der  wir  weiter  unten 
sprechen  werden,  erfordert  genau  dieselbe  Anzahl  von  Integrationen,  wie 
diejenige  von  Mayer. 

Das  dritte  Buch  enthält  zunächst  die  Auseinandersetzung  der  Methode 
von  Cauchy.  Der  berühmte  Geometer  hatte  sie  1818  ausgehend  von  zwei 
Hauptgedanken  gefunden;  der  eine  besteht  in  der  Veränderung  der  Ver- 
änderlichen, ein  Gedanke,  den  er  wohl  eher  Ampere  als  Lagrange  oder 
Pf  äff  entliehen  hat,  denn  er  scheint  die  Untersuchungen  des  letzteren  nicht 
gekannt  zu  haben;  der  andere  besteht  in  der  unmittelbaren  Einführung 
der  Anfangswerthe  der  Veränderlichen  in  die  Rechnung,  wie  es  in  der 
Theorie  der  bestimmten  Integrale  geschieht  Wenn  die  Untersuchungen 
von  Cauchy  denen  von  Jacobi  über  die  Pf  äff  sehe  Methode  nicht  vorher- 
gegangen wären,  würde  man  sie  für  eine  vereinfachte  Darstellung  aller  in 
unserm  ersten  Buche  analysirten  Arbeiten  einschliesslich  der  Theorie  der 
linearen  Gleichungen  von  LagrangQ  halten.  Wenn  es  sich  um  die  Au&uchung 
der  Integrale  dieser  Gleichungen  bei  Voraussetzung  von  drei  Veränderlichen 
handelt,  suchen  Lagrange  und  Monge  zuerst  die  Kurven,  welche  die 
durch  die  Integrale  dargestellten  Flächen  erzeugen  können.  Ein  analoger 
Gedanke  giebt  Cauchy  die  Kurven  oder  Mannigfaltigkeiten  von  einer 
Dimension,  von  Lie  Charakteristiken  genannt,  welche  gewissermassen  das 
Integral   der   nichtlinearen   Gleichungen   erzeugen.      Pf  äff  und  Jacob 
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waren  im  Verfolg  ilirer  Bechnangen  gezwungen,  n  von  ihren  2  n — 1  Hül&- 
yeränderlicben  Gonstanten  gleichzusetzen.  Ganchy  nimmt  gleich  von 
Anfang  an  nur  n — 1  Hülfsyerftnderliche  an  und  setzt  ohne  Weiteres  voraus, 
dass  dieses  die  Anfangswerthe  der  alten  Veiibiderlichen  seien;  dadurch  ver- 
meidet er  den  Umweg,  auf  dem  später  Jacobi  zu  demselben  Resultate 
gelangte.  Cauchj  hat  im  Jahre  1841  seiner  Methode  eine  allgemeinere 
Form  gegeben;  die  Anfangswerthe  der  Veränderlichen  können  nach  Belieben 
neue  Veränderliche  oder  Integrationsconstonten  sein.  Diese  Arbeit  von 
1841,  welcher  man  nicht  genügende  Beachtung  geschenkt  hat,  bildet  die 
Grundlage  unserer  Auseinandersetzung.  Auf  Grund  derselben  haben  wir 
mit  vollkommener  Strenge  die  Theorie  der  Integration  einer  partiellen 
Differentialgleichung  in  den  singulärsten  Fällen  geben  können,  z.  B.  in  dem 
Falle  der  halblinearen  Gleichungen  von  Lie  (1872),  auf  den  Serret  bei- 
läufig im  Jahre  1861  kam;  das  Integral  dieser  Gleichungen  wird  gegeben 
durch  m  Relationen  zwischen  n  +  1  Veränderlichen  und  n  willkürlichen 
Constanten.  Mayer  hat  1871  gezeigt,  dass  die  von  Jacobi  modificirte 
Pf  äff  sehe  Methode  niemals  das  vollständige  Integral  der  in  Bezug  auf  die 
Grössen  p  homogenen  Gleichungen  giebt;  dasselbe  ist  der  Fall  bei  der 
ursprünglichen  Gauchy'schen  Methode.  Wenn  man  aber  dieser  Methode 
alle  ihre  Geschmeidigkeit,  wenn  man  so  sagen  darf,  lässt,  so  fuhrt  sie  ohne 
Rechnung  zu  den  Abänderungen  der  Methode  von  Pf  äff  und  Jacobi, 
welche  von  Mayer  vorgeschlagen  wurden. 

Die  allgemeine  Methode  von  Gauchy  thut  auch  sehr  gute  Dienste 
bei  einer  strengen  Darlegung  der  Untersuchungen  von  Serret  (1861),  die 
sich  auf  den  Fall  beziehen,  wo  die  Gauchy'sche  Methode  mangelhaft  zu 
sein  scheint.     Wir  geben  diese  Untersuchungen  im  zweiten  Kapitel. 

Das  folgende  Kapitel  enthält  nach  Mayer  eine  Auseinandersetzung  der 
Lie'schen  Methode  (1872),  welche  als  eine  Erweiterung  der  Gauchy'schen 
Methode  betrachtet  wird.  In  dieser  Methode  führt  man  die  Integration 
von  III  +  1  Gleichungen  mit  w  +  wi  unabhängigen  Veränderlichen  auf  die- 
jenige einer  einzigen  Gleichung  mit  n  unabhängigen  Veränderlichen  zurück, 
sei  es  durch  Aufsuchung  eines  Integrals  von  m  Gleichungen,  sei  es  nach 
einer  einfachen  Transformation  der  Veränderlichen.  In  diesem  letzteren 
Falle  sieht  man  deutlich,  dass  die  Lie'sche  Methode  die  natürliche  Fort- 
setzung derjenigen  von  Gauchy  ist.  Verbunden  mit  der  Jacobi'schen 
ist  sie  anwendbar  auf  eine  einzige  Gleichung  mit  n  -f-  1  Veränderlichen 
besonders  in  den  ungünstigsten  Fällen. 

Schliesslich  geben  wir  in  einem  kurzen  SohliissabBohxütte  mittels  der 
Ideen  von  Lie  selbst  eine  zusammenfassende  Übersicht  der  hauptsäch- 
lichen Methoden,  welche  den  Leser  ihre  inzwischen  erfolgte  Verschmelzung 
unter  den  Händen  des  norwegischen  Geometers  voraussehen  lässt. 


Digitized  by 


Google 


Xn  Vorbemerkungen  dee  Verfassers. 

Seit  der  Veröffentlichting  der  französischen  Ausgabe  dieses  Buches  (1875) 
ist  die  Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  der 
Gegenstand  erheblicher  Arbeiten  nach  drei  Terschiedenen  Richtungen  hin 
gewesen.  Frau  von  Kowalevsky,  Darboux,  M^raj  und  Andere  haben 
die  schwierigen  Fragen,  welche  sich  auf  die  Existenz  des  allgemeinen  In- 
tegrals und  der  singul&ren  Lösungen  dieser  Gleichungen  beziehen,  studirt; 
Lie  und  seine  Schüler  haben  die  Theorie  der  Berührungstransformationen 
auf  die  gesammte  Analysis  der  partiellen  oder  totalen  Differentialgleichungen 
ausgedehnt;  endlich  haben  Frobenius,  Darboux,  Morera  das  Pf  äff 'sehe 
Problem,  dasselbe  im  weitesten  Sinne  genommen,  in  überaus  eingehender 
Weise  behandelt.  Wir  konnten  nicht  daran  denken,  so  tiefe  und  so  originelle 
Untersuchungen  in  den  alten  Rahmen  unseres  Werkes  einzufügen;  dazu 
hfttte  der  Umfang  desselben  auf  das  Doppelte  oder  Dreifache  erweitert  und 
sein  Plan  vollständig  geändert  werden  müssen.  Die  kürzliche  Veröffentlichung 
von  drei  bemerkenswerthen  Werken  hat  übrigens  eine  derartige  Erweiterung 
unserer  ursprünglichen  Arbeit  unnöthig  gemacht.  Es  sind  dies  die  folgenden 
Werke:  Le^ons  sur  l'intögration  des  ^quations  aux  d^riy^es  par- 
tielles du  Premier  ordre  von  £.  Goursat  (Paris,  Hermann,  1890), 
welches  eine  ausgezeichnete  Übersicht  über  die  erstgenannte  Gruppe  von 
Arbeiten  enthält;  femer:  Theorie  der  Transformationsgruppen  von 
Sophus  Lie  (Leipzig,  B.  G.  Teubner,  1888,  1890,  der  dritte  Band  ist 
noch  nicht  erschienen),  und  Theory  of  Differential  Equations,  Part.  I 
Exact  Equations  and  Pfaff's  Problem  von  A.  R.  Forsyth  (Cam- 
bridge 1890),  in  welchen  die  beiden  anderen  oben  angegebenen  Gruppen 
von  Arbeiten  in  vollständiger  Weise  auseinandergesetzt  werden. 

Wir  haben  uns  daher  auf  eine  Revision  unseres  Buches  beschränkt 
und  nur  eine  gewisse  Anzahl  von  Verbesserungen,  bibliographischen  Notizen, 
sowie  einige  Erg^zungen  eingeführt,  die  aus  folgender  Au&tellung  er- 
sichtlich werden: 

1)  Am  Schlüsse  der  Einleitung  haben  wir  als  Nachtrag  I  eine  historische 
Übersicht  über  die  auf  die  Existenz  des  allgemeinen  Integrals  der  gewöhn- 
lichen und  partiellen  Differentialgleichungen  bezüglichen  Untersuchungen  ge- 
geben.^) Im  Anhang  I  ist  mit  Genehmigung  der  leider  so  früh  verstorbenen 
Frau  von  Ko wale vskj  deren  auf  diese  Frage  bezügliche  bemerkenswerthe  Ab- 
handlung reproducirt,  wodurch  die  hauptsächlichste  Lücke  der  französischen 


')  Während  des  Druckes  dieses  Buches  ist  über  diesen  Gregenstand  eine 
wichtige  Note  von  Herrn  E.  Picard  erschienen,  die  wir  hier  anfClhren:  Sur  le 
th^or^me  g^n^ral  relatif  ä  Texistence  des  integrales  des  Equations  diffi^rentielles 
ordinaires  (Bulletin  de  la  Society  mathematique  de  France,  1891,  t.  19,  p.  61 — 64 
und  Nouvelles  Annales  de  Math^matiques,  1891,  8fi  Särie,  t.  X,  p.  197—201), 
deren  Princip  er  in  seinem  Memoire  sur  la  th^orie  des  Equations  aux  d^riv^es 
partielles  et  la  m^thode  des  approximations  partielles  (Journal  de  Mathömatiques 
pures  et  appliqnees  de  Jordan,  1S90,  4§  S^rie,  t.  VI,  p.  145—210,  231)  dargelegt 
hatte.  —  Zur  Ergänzung  dessen,  was  wir  Über  die  Existenz  der  Integrale  der 
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Ausgabe  unseres  Buches  ausgefüllt  wird.  2)  In  der  Theorie  der  linearen 
Gleichungen  haben  wir  überall  die  Methode  von  Gilbert  eingeführt,  welche 
die  vordem  durch  Jacobi  in  versteckter  Weise  angedeutete  singulare  Lösung 
giebt.  Femer  haben  wir  im  Nachtrag  11  gezeigt,  wie  auch  die  Methode 
von  Cauchj  zugleich  das  allgemeine  Integral  und  die  singul&re  Lösung 
geben  kann.^)  8)  Im  Nachtrag  m  haben  wir  als  Anwendung  der  Theorie 
der  linearen  Gleichungen  die  partielle  Differentialgleichung  der  Regelflächen 
integrirt  4)  Bei  der  Darlegung  der  Prinzipien  der  Jacobi'schen  Methode 
haben  wir  die  Veränderungen  eingeführt,  welche  unerlässlich  sind,  um  ge- 
wissen Einwürfen  von  Gilbert  zu  begegnen,  und  haben  der  grösseren 
Sicherheit  wegen  im  Nachtrag  IV  die  Darlegung  reproducirt,  welche  dieser 
Greometer  von  der  Jacobi'schen  Methode  gegeben  hat.  5)  Schliesslich 
haben  wir  hier  und  dort  verschiedene  minder  wichtige  Verbesserungen  oder 
Ergänzungen  gemacht,  besonders  in  bibliographischer  Beziehung,  ohne  jedoch 
zu  versuchen,  absolut  vollständig  zu  sein,  und  zwar  dies  um  so  weniger, 
als  die  Werke  der  Herren  Lie,  Forsyth  und  Goursat  eine  derartige 
Vollständigkeit  auf  dem  von  ihnen  gewählten  Gebiete  überflüssig  machen. 

ni.  Bezeichnungen  und  besondere  Festsetzungen« 

L  Wenn  eine  Veränderliche  z  eine  explicite  oder  implicite  Function 
der  unabhängigen  Veränderlichen  x^y  x^,  ...  ist,  so  bezeichnen  wir  ihre 
Ableitungen  in  Bezug  auf  a^^,  ^,  .  .  .  durch 

dz        dz  ,^  V 

dxj"     dx^'  '  " ^^ 

abweichend  von  Jacobi,  der  in  diesem  Falle  die  Bezeichnungen 

^z_     ^z_ 
^x,'    öÄg'  •  •  • 

anwendet  und  die  geraden  d  für  die  Ableitungen  der  Functionen  einer 
einzigen  Veränderlichen  vorbehält. 

Wir  bedienen  uns  der  Bezeichnungen 

In      1$.  (2) 


partiellen  Differentialgleichungen  gesagt  haben,  müssen  wir  noch  die  Inaugural- 
dissertation (1879)  des  Herrn  Poincar^,  die  uns  entgangen  war,  erwähnen:  „Sur 
les  propri^t^  des  fonctions  d^finiee  par  les  ^uations  aux  d^v^  partielles^ 
(Paris,  (jranthier- Villars,  1879,  98  S.  in  4%  sowie  diejenige  des  Herrn  Bourlet, 
die  während  des  Druckes  des  Werkes  erschien  und  noch  gelegentlich  erwähnt 
werden  konnte  (8.  308). 

^)  In  den  Annales  de  la  Soci^t^  scientifique  de  Bmxelles,  1890 — 1891,  t.  XV, 
1.  partie,  p.8 — 6,  in  einer  Note  sur  la  m^ode  de  Lagrange  poor  Tint^gration 
des  ^quations  Unfaires  aux  d^riväes  partielles  haben  wir  gezeigt,  dass  diese 
Methode  von  Lagrange  ebenfalls  die  singulare  LOsang  Gilberts  giebt. 
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Vorbemerkungen  dos  Verfassers« 


um  die  Ableitungen  einer  expliciten  Function  q>  {x^j  x^, . . .)  von  x^  a;,, . . . 
in  Bezug  auf  den  Buchstaben  x^^  in  Bezug  auf  den  Buchstaben  x^,  u.  s.  w. 
darzustellen,  unbekümmert  darum,  ob  x^,  x^,  ...  von  einander  unabhängig 
sind  oder  nicht.  Die  beiden  Bezeichnungen  können  in  gewissen  Fällen 
gleichbedeutend  sein;  die  Bezeichnung  (1)  dient  zur  DarsteUung  eines  Aus- 
druckes, welcher  nicht  von  der  Form  der  zwischen  e,  x^,  x^j  ...  bestehenden 
Relationen  abhängt;  das  Umgekehrte  ist  der  Fall  bei  der  Bezeichnung  (2).^) 
n.    Die  Bezeichnungen 


9{f,.  >..,/'>.)      d{f,. 


fn) 


a(a?i, .  ..,«„/     d(arj, ...,  Xn) 
stellen  resp.  die  Functionaldeterminanten 


D 


/i»  ■■»>/« 


.,  Xn 


dar. 


1 

ifn 

df, 

dXn' 


du 

dXn 


^)  Jacob i  hat  die  Bezeichnung  8  eingeführt  im  §  1  der  Diluddaticmes 
(Ges.  Werke,  FV,  S.  152):  „Differentiationem  vulgarem  symbolo  indicavi  d,  dum 
differentiationi  partiali  symbolo  d  adhibui.  Si  certae  vanabilium  independentium 
functiones  ipsae  pro  rariabilibus  independentibus  sumuntur  earumque  respectu 
differentiationes  partiales  inatituuntur,  haec  nova  di£ferentia1ia  uncis  inclusi,  ut 
a  differentialibus  paiüalibus  variabilium  independentium  propositarum  respectu 
sumtis  distingnerentur/  Diese  «differentialia  uncis  inclusa"  gerade  sind  es,  die 
wir  durch  das  Symbol  ^  bezeichnen.  Was  die  Unterscheidung  der  partiellen 
Differentiale  von  den  gewöhnlichen  Differentialen  anlangt,  so  ist  dieselbe  nicht 
berechtigt;  die  einen  wie  die  andern  sind  ihrer  Definition  nach  gleich  den 
Ableitungen  der  betrachteten  Functionen  nach  den  unabhängigen  Variablen, 
multipHcirt  respective  mit  willkürlichen  GrOssen,  welche  die  beliebigen,  reellen 
oder  imaginären  Zuwächse  dieser  unabhängigen  Variablen  darstellen. 


Gent,  den  10.  October  1891. 


F.  Mansion. 
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Znsatze  nnd  Yerbessenmgen. 


Zu  S.  24.  Anm.  Der  Satz  2  der  Mayer'schen  Note  in  den  Gott.  Nachr., 
1872,  No.  21  liefert  das  Mittel,  aas  einer  gegebenen  vollständigen 
Lösung  nicht  nur  jede  andere  vollständige  Lösung  der  gegebenen 
partiellen  Differentialgleichnng ,  sondern  überhaupt  jede  andere 
Lösung  abzuleiten,  mit  Ausnahme  allein  der  singulären  Lösung. 

Zu  S.  49.  Anm.  Jacobi  hat  bereits  in  den  Dilucidationes  die  all- 
gemeine Grenzbedingung  (14)  behandelt. 

Zu  S.  212 — 213,  No.  97.  In  dieser  No.  ist  nur  bewiesen,  dass  die  Glei- 
chungen (11)  nicht  mehr  x^  enthalten,  nachdem  sie  nach  dc^^ 
dc^,  . .  .,  dcn  aufgelöst  sind. 
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Einleitung. 


Entetelmng  der  partiellen  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung. 

^.  i.  Definition  der  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung. 
Verfahren^  um  die  abhängige  Veränderliche  aus  ihnen  herausjm- 
schaffen,    Geometnsche  Deutung  von  Lie. 

1.  Deflnition  nach  Lagrange.  —  Eine  partielle  Differentialgleichung 
erster  Ordnung 

f(z,  Xi,a^,...,  x„,  Pi,  i?2»  •  •  •»  JPn)  =  0     .     .     .     .     (1) 

ist  eine  Beziehung  zwischen  einer  abhängigen  Veränderlichen  z,  n  unab- 
hängigen Veränderlichen  x^^  a?2,  .  .  .,  x^  und  den  ersten  Ableitungen 

dz  dz  ^__    dz 

Ton  z  nach  x^,  x^,  .  .  .,  x,^.  Sie  heisst  linear ,  wenn  Pi,  p^j  -  -  -,  Pn  darin 
nur  im  ersten  Grade  vorkommen. 

Die  Gleichung  (1)  integriren,  heisst  sämmtliche  Relationen  zwischen 
^>  ^»  ^21  '  "I  ^n  ^^^  solcher  Beschaffenheit  finden,  dass  die  Werthe  von 
^»Aj  JPs?  •  •  y  Pn>  Solche  aus  ihnen  abgeleitet  werden  können,  die  Gleichung 
(1)  zu  einer  identischen  machen. 

Mehrere  Gleichungen  von  derselben  Form  wie  die  Gleichung  (1)  bilden 
ein  simultanes  System  von  partiellen  Differentialgleichungen  der  ersten 
Ordnung,  mag  nun  in  ihnen  nur  eine  einzige  unbekannte  Function  z  mit 
ihren  Ableitungen  vorkommen  oder  mögen  deren  mehrere  vorhanden  sein. 
Da  sich  die  Mathematiker  beinahe  ausschliesslich  mit  dem  ersten  dieser 
H  ansion,  Part.  Differentialgleichnngen.  1 
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2  EniBtehung  der  pari.  Differentialgleichungen.  [Nr.  1—2] 

beiden  Fälle  beschäftigt  haben^),  so  werden  wir  uns  hier,  abgesehen  von  einem 
Paragraphen,  der  gewissen  simultanen  Gleichnngen  gewidmet  ist  (§  7),  auch 
nnr  auf  die  Untersuchung  derjenigen  simultanen  Differentialgleichungen 
beschränken,  welche  nur  eine  abhängige  Yertlnderliche  enthalten. 

Ein  System  von  simultanen  der  Gleichung  (1)  analogen  Gleichungen 
integriren  heisst  ebenfalls  alle  Relationien  tynschen  e^  x^,  x^j  .  .  .,  x^  von 
solcher  Beschaffenheit  finden,  dass  die  Werthe  TOn  £,Pi,P2,  •  •  •,  p^,  welche 
daraus  abgeleitet  werden  können,  diese  Gleichungen  zu  identischen  machen. 

2.  Erste  Transformationsmethode.  —  Es  ist  häufig  vortheilhaft, 
mag  es  sich  um  eine  einzige  Gleichung  oder  um  ein  System  von  solchen 
handeln,  die  gegebenen  Relationen  in  andere  zu  transformiren,  welche  eine 
unabhängige  Veränderliche  mehr  enthalten,  in  denen  aber  die  neue  abhängige 
Veränderliche  nur  vermöge  ihrer  partiellen  Ableitungen  vorkommt.  Um 
dies  zu  erreichen,  hat  Jacobi  zwei  Transformationsmethoden  angegeben» 
die  wir  jetzt  vorführen  woUen,  wobei  wir  uns  jedoch  auf  den  Fall  einer 
einzigen  Gleichung  beschränken.^) 
Es  sei 

f(z,  Xi,  x^,  .  .  .,  rc,„  p^,  p^,  .  .  .,  j?„)  =  0    .     .     .     .     (1) 

eine  partielle  Differentialgleichung  und 


^)  In  Bezug  auf  diesen  Gegenstand  erwähnen  wir  jedoch  zweier  wichtiger 
Abhandinngen  von  Hamburger  (Crelle's  Journal  1882,  Bd.  98,  S.  188--215, 
Bd.  100,  S.  890^404)  und  einer  Note  von  König  (Iffathem.  Annalen,  1884,  Bd.  28, 
S.  520—528).  Jordan  (Cours  d^analyse  Bd.  3,  S.  297— 800,  Nr.  282— 284)  giebt 
an,  wie  man  allgemein  irgend  ein  System  partieller  Differentialgleichungen  auf 
ein  solches  erster  Ordnung,  welches  nnr  eine  abhängige  Veränderliche  enthält, 
zurflckfähren  kann. 

')  Die  erste  Methode  findet  sich  in  der  Abhandlung  von  Jacobi:  Dtlucida- 
tiones  etc,  (Crelle's  J.,  Bd.  23,  S.  18—20),  die  andere  in  seiner  Nova  Methodus, 
§  1,  und  in  seinen  „Vorlesungen  Über  Dynamik",  Vorlesung  81,  S.  287.  Diese  zweite 
Methode  ist  weit  weniger  elegant  wie  die  erste,  doch  ist  sie  nicht  illusorisch, 
wieBoole,  On  ihe  differential  equations  of  dynamics  (Philosophical  Transactions 
1868,  S.  485—501)  S.  489,  Bertrand  in  seinen  Vorlesungen  am  College  de  France 
in  den  Jahren  1852,  1855,  1868  (Graindorge,  Memoire  etc.  S.  16  Anm.)  und  nach 
ihm  Imschenetsky  S.  43,  Graindorge  S.  16  und  Mayer  (Mathematische 
Annalen,  Bd.  8,  S.  487)  behauptet  haben.  Diese  Geometer  haben  Jacobi  einen 
Irrthum  zugeschrieben,  den  er  nicht  begangen  hat,  nämlich  den,  dass  er  hätte  zwei 
Grössen  y  und  t  zwischen  zwei  Gleichungen  eliminiren  wollen.  „Jacobi  war  doch 
nicht  so  kurzsichtig**,  sagte  Clebsch  zu  uns  in  Bezug  auf  diesen  angeblichen 
Irrthum  des  grossen Geometers.  Mayer  (Mathem.  Annal.  1875,  Bd.  9,  S.  866—369) 
hat  später  die  Richtigkeit  der  zweiten  Jacobi'schen  Methode  anerkannt  und  die- 
selbe dargelegt,  indem  er  im  Grunde  ebenso  wie  wir  aus  einem  Gedanken  Nutzen 
zog,  der  ihm  von  Lie  mitgetheilt  worden  war.  Mayer  (a.  a.  0.  S.  868—369) 
verdankt  man  die  wichtige  Bemerkung,  dass  diese  zweite  Methode  nicht  wie  die 
erste  gewisse  singulare  Lösungen  der  ursprünglichen  Gleichung  ausfallen  lässt 
(vgl.  die  Bemerkung  am  Schlüsse  von  Nr.  2). 
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Erste  TraDsformationflmetliode.  3 

F{js,  x^,x„.,.,xj=^0 (2) 

ein  Integral  dieser  Gleichung.     Dann  hat  man: 

dF  9F  9F 

dx.  8x^  9x„ 

Pt 1^'  -P» iF' '  ^" IF- 

9z  9z  9e 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  (1)  ein,  so  kommt: 

(9F  9F. 

-,.a:„...^„,  -^,  ....  -^)=0   .     .     .     (3). 
9z  9z  / 

Die  Gleichung,    welche  man  aus  dieser  erhält,    wenn  man  überall  ö 
mit  d  vertauscht,  nämlich: 

dF  dF> 


\  de  äz    ' 


(4) 


ist  die  transformirte  Gleichung,  die  wir  suchen.     Es  ist  dies  eine  partielle 
Differentialgleichang  zwischen  einer  abhängigen  Veränderlichen  F  und  den 
unabhängigen  Veränderlichen  5,  ^,  .  .  .,  x^^  deren  Integration   unmittelbar 
diejenige  der  Gleichung  (1)  giebt,    wie  wir  jetzt  zeigen  wollen. 
Es  sei 

(5) 


(6) 


irgend  eine  Lösung  der  Gleichung  (4).     Man  hat: 

9fp                           9<p 

«9 

dF  _           9b     dF    _          9x^                  dF 
dz                   9q>*    dXi                   9q>  ^    '  '  '  ''     dXn 

=  — 

9Xn 
9q>'      ' 

9F                           9F 

9F 

und  wenn  man  dies  in  (4)  einsetzt: 

•                                               9q>               9q> 

«9\ 

fh,   a?!,    a?2,    ...,   X„,    —    ^^,              d^'    •••' 

=  0 

^                                          9z              9e 

9z  y 

(7). 


Diese  Gleichung  (7)  enthält  keine  Ableitung  in  Bezug  auf  F,  Ver- 
gleicht man  sie  mit  der  Gleichung  (1),  so  sieht  man  unmittelbar,  dass  die 
Gleichung  (5)  eine  Lösung  von  (1)  ist,  vorausgesetzt,  dass  man  darin  F 
als  eine  Constante  betrachtet.^) 


0  Wie  man  sieht,  braucht  man  nicht  vorauszusetzen,  dass  die  Gleichung 
(5)  nach  F aufgelöst  sei,  wie  es  Imschenetsky,  S.  44,  und  Graindorge,  S.  17, 
geihan  haben^  am  den  Satz  dieser  Nummer  zu  beweisen. 

1* 
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4  Entstehung  der  part.  Differentialgleichungen.  [Nr.  3 — 4] 

Bemerkung.  Die  transformirte  Gleichung  (4)  ist  homogen  in  Bezug 
auf  die  Ableitungen  von  F.  Wie  man  weiter  unten  sehen  wird,  lassen  sich 
die  Integrationsmethoden  der  partiellen  Differentialgleichungen  nicht  immer 
direkt  auf  diese  Art  von  Gleichungen  anwenden.  Dies  ist  zweifellos  der 
Grund,  der  Jacobi  veranlasste,  eine  andere  Integrationsmethode  anzuwenden. 
Da  überdies,  wie  Mayer  bemerkt  hat,  die  erste  Transformation  nur  Lösungen 
von  der  Form  (5)  giebt,  in  denen  eine  willkürliche  Gonstante  F  vorkommt, 
so  kann  sie  nicht  singulare  Lösungen  (Nos.  6,  10,  u.  s.  w.)  ohne  willkür- 
liche Gonstante  liefern,  die  sich  nicht  aus  Integralen  mit  dergleichen  Gon- 
stanten  herleiten  lassen.  Die  zweite  Methode  bietet  keinen  von  diesen 
üebelständen  dar. 

8.  Zweite  Transformatioiismethode.  —  Wir  setzen 

^J  =  zt (8) 

und  nehmen  z  unabhängig  von  t  an,  so  dass 

a  =  « W 

ist.     Aus  (8)  folgt: 

^y  dy     1  dy     1  .^^. 

i  =  ^'  4  "«  =  ^^'  ■  •  ■'  ^  *  =  ^"  •  •  ^^^)- 

Mittels  dieser  Werthe  (10)  geht  die  Gleichung  (1)  über  in: 

r  [^^.  ^v  ^i.  •  •  •'  ^«'    da:,     t'   dx,    t'  ■"'  dx„     tj  ~        ^     ^' 

welche  p  nicht  mehr  explicit  enthält,  in  der  jedoch  eine  Veränderliche  t 
mehr  vorkommt. 

Es  sei 

^(y,  ^  ^v  x.^  •••  x„)  =  0 (12) 

irgend  ein  Integral  dieser  transformirten  Gleichung  (11).  Im  Allgemeinen 
genügt  es,  wie  Bertrand  bemerkt  hat,  nicht,  in  dieser  Gleichung  (12)  y 
durch  zt  zu  ersetzen,  um  eine  Lösung 

F{zt,  f,  X,,  x^,  .  .  .,  X,)  =  0 (18) 

der  Gleichung  (1)  zu  erhalten,  aus  welcher  t  von  selbst  herausfiele.  In- 
dessen darf  man  daraus  nicht  schliessen,  dass  die  zweite  Jacobi'sche  Trans- 
formationsmethode im  Allgemeinen  illusorisch  ist. 

Die  Gleichung  (13)  ist  ein  Integral  nicht  von  Gleichung  (1),  sondern 
von  der  Gleichung 

f[z  +  t   -£-,   Xv    '  '  r    ^ni  Pv  •'  Pn)    ==   ^    •       '       '       (1^)' 

in  welcher  z  als  eine  Function  von  <,  x^^  ....  x^  betrachtet  wird.  Setzt 
man  in  dieser  y  =  zt  und  lässt  s  abhängig  sein  von  t,    so  wird   man  zu 


Digitized  by 


Google 


Zweite  Transformationsmethode.  5 

der  transfonnirten  Gleichung  (11)  geführt  iind  umgekehrt  kommt  man  von 
der  Gleichung  (11)  wieder  zu  der  Gleichung  (14),  wenn  man  bloss  allein 
y  =t  gt  annimmt.  Somit  ist  die  Gleichung  (13)  eine  Lösung  der  Gleichung 
(14),  weü  (12)  eine  Lösung  von  (11)  ist. 

Um  aber  von  der  Gleichung  (11)  auf  die  Gleichung  (1)  zurückzukommen, 
genügt  es  nicht,  nur  y  ^=i  zt  za  setzen,  man  muss  auch  auf  die  Gleichung 
(9),  welche  ausdrückt,  dass  z  von  t  unabhängig  ist,  Rücksicht  nehmen. 
Mithin  findet  man  ein  Integral  von  (1)  mit  Hülfe  von  (13),  wenn  man  t 
zwischen  dieser  Relation  und  der  folgenden 

BF        I     9F 

welche  der  Gleichung  (9)  äquivalent  ist  und  in  welcher  y  durch  zt  ersetzt 
zu  denken  ist,  eliminirt.  Mit  andern  Worten,  man  findet  ein  Litegral  von 
(1),  wenn  man  y  und  t  zwischen  den  Gleichungen  (8),  (12),  (15)  eliminirt. 
Bemerkung.  Ist  die  gegebene  Gleichimg  homogen  in  Bezug  auf 
die  Grössen  p,  so  kann  man  sie  auf  die  Form  bringen: 

Die  transformirte  Gleichung 

enthält  nicht  t  explicit,  was,  wie  wir  weiter  unten  (Nr.  15)  sehen  werden, 
eine  neue  Vereinfachung  ist. 

4.  Definition  einer  partiellen  Differentialgleioliting  nach  Lie^). 
Betrachtet  man  eine  Veränderliche  ic,  welche  von  —  oo  bis  +  oo  variirt,  oder 
allgemeiner,  welche  alle  denkbaren  Werthe  annimmt,  so  sagt  man,  sie  könne 
unendlich  viele  (  oo^)  Werthe  annehmen.  Man  kann  ebenso  sagen,  dass  das 
System  der  beiden  Veränderlichen  Xj  y  co^  Werthe,  femer  dass  das  System 
der  drei  Veränderlichen  x^  y,  z  oo^  Werthe  annehmen  könne  u.  s.  w.  All- 
gemein, wenn  man  sagt,  das  System 

könne  oo  "+^  Werthe  annehmen,  so  bedeutet  dies,  dass  jede  der  Veränder- 
lichen alle  nur  denkbaren  Werthe  annehmen  kann. 


»)  Lie,  Göttinger  Nachrichten,  1872,  Nr.  16,  S.  321—326,  Nr.  25,  S.  473—489 
and  S.  151  n.  ff.  der  grossen  Abhandlung:  „üeber  Complexe,  insbesondere  Linien- 
und  Engelcomplexe,  mit  Anwendung  auf  die  Theorie  partieller  Differential- 
gleichungen" (Mathematische  Annalen  Bd.  5,  S.  145 — 256).  Es  war  Cauchy,  der 
fdch  zuerst  mit  Räumen  von  beliebig  vielen  Dimensionen  beschäftigte  {Compten 
rendus  t  XXIV  p.  885—887). 
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6  Entstehung  der  part.  Differentialgleichangen.  [Nr.  4-^5] 

Wenn  zwei  Yerftnderliche  z,  y  durch  eine  Gleichung 

f(x,  y)  =  0 

verbunden  sind,  so  kann  o;  oo^  Werthe  annehmen  und  jedem  Werthe  der 
Yer&nderlichen  x  wird  darnach  nur  eine  gewisse  Anzahl  von  Werthen  der 
Ver&nderlichen  y  entsprechen;  in  dieeem  Falle  sagt  man,  dass  das  System 
(o;,  y)  nur  oo^  Werthe  habe  und  nicht  oo',  wie  im  vorigen  Falle.  Ebenso 
sagt  man,  n  -{-1  Yerftnderliche,  welche  unter  einander  durch  1,  2,  . . .,  « 
Relationen  verbunden  sind,  haben  resp.  oo",  oo"~*,  .  .  .,  oo^  Werthe. 

Betrachtet  man  x,  y,  e  als  die  Coordinaten  eines  Punktes  im  Baume, 
so  kann  das  Ensemble  der  drei  Coordinaten  x,  y,  z  gleichfitlls  Punkt  ge- 
nannt werden  und  man  kann  sagen,  dass  der  Baum  oo^  Punkte,  eine  Flftche 
00^  und  eine  Kujrve  nur  oo^  Punkte  enthttlt  Im  allgemeineren  Sinne  kann 
man  Funkt  das  Ensemble  von  n  -{-  1  Werthen  (£r,  o^i,  .  . .,  xj,  welche  seine 
Coordinaten  heissen,  und  Baum  von  n  -f*  ^  Dimensionen  das  Ensemble  der 
Punkte  nennen,  welche  allen  überhaupt  möglichen  Werthen  dieser  Coordi- 
naten entsprechen.  Betrachtet  man  unter  den  oo"  +  ^  Punkten  des  Baumes 
von  n  -f-  1  Dimensionen  diejenigen,  deren  Coordinaten  der  Gleichung 

f{e,  rci,  .  .  .,  rcj  =  0 

genügen,  so  hat  man  eine  MannigfaUigkeU  von  n  Dimeneionen,  welche 
00  **  Punkte  enthält.  Das  Ensemble  der  Punkte^  welche  durch  2,  8,  . .  .,  ft 
derartige  Gleichungen  dargestellt  werden,  bildet  eine  Mannigfaltigkeit  von 
resp.  n  —  1,  n  —  2,  .  .  .,  1  Dimensionen.  Die  Punkte  selbst  können  von 
der  0^^  Dimension  genannt  werden. 

Im  Baume  von  8  Dimensionen  unterscheidet  man  unter  den  Fl&chen 
diejenige,  deren  Gleichung  vom  er^n  Grade  ist,  oder  die  Ebene 

pX+qT—Z  +  P  =  0. 

Die  Ebene  ist  bestimmt,  wenn  man  ihre  Bichtungscoefficienten  p,  g,  —  1 
und  einen  ihrer  Punkte  x^  y^  0  kennt.     Ihre  Gleichung  ist  in  diesem  Falle : 

p(X—x)  +  q(T—y)  —  (Z  -  «)  =  0. 

Ein  Punkt  und  eine  durch  diesen  Punkt  hindurchgehende  Ebene  bilden 
ein  Element  des  Baumes.  Ein  Element  des  Baumes  ist  somit  durch  fünf 
Grössen,  welche  seine  Coordinaten  heissen, 

X,  y,  e,  Py  q 

bestinunt  und  somit  enthält  der  Baum  oo^  Elemente. 

Unter  den  Elenaenten  des  Baumes  sind  die,  deren  Coordinaten  der 
Gleichung 

f{x,  y,  *,  p,  «)  =  0 

genügen,   in   der  Zahl  oo^  vorhanden   und  dieselben  werden  die  Elemente 
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Lie's  Auffebssung  der  Integration.  7 

dieser  Gleichung  oder  die  Elemente  der  dnrch  diese  Gleichung  dargestellten 
Figur,  wenn  man  so  sagen  darf,  genannt.  Durch  jeden  Punkt  des  Raumes 
gehen  oo^  Ebenen,  von  denen  nur  oo^  zusammen  mit  diesem  Punkte  oo^ 
Elemente  der  Gleichung  f  bilden.  Diese  oo^  Ebenen  umhüllen  einen  ge- 
wissen Kegel,  welcher  den  gemeinsamen  Punkt  zur  Spitze  hat.  In  gewissem 
Sinne  kann  man  daher  sagen,  dass  die  Gleichung  fsstOoo^  Eegelfiächen 
in  der  Umgebung  ihrer  Spitzen  darstellt,  deren  jede  in  diesen  Punkten  oo^ 
Tangentenebenen  besitzt. 

Im  Baume  von  n  -f-  1  Dimensionen  können  wir  Ebene  die  Mannig- 
faltigkeit von  n  Dimensionen  nennen,  deren  Gleichung  in  Bezug  auf  die 
laufenden  Goordinaten  linear  ist.  Eine  durch  einen  Punkt  (jer,  x^,  .  .  .,  ^„) 
gehende  Ebene  hat  zur  Gleichung 

und  bildet  zusammen  mit  dem  Punkte  selbst  ein  Element  des  Baumes, 
welches  durch  die  2n  -{-  1  Goordinaten 

e,   «1,    .  .  .,   X^,  Pi,      '  '1  Pn 

bestimmt  ist.     Der  Baum  enthalt  oo^+i  Elemente.    Die  durch  die  Gleichung 
f{ß,  a?!,  .  .  .,  x„,  i)i,  .  .  .,  i7„)  =  0 

dargestellte  Figur  ist  das  Ensemble  der  oo'"  Elemente,  welche  dieser  Gleichung 
genügen.  Diese  Elemente  heissen  die  Elemente  der  Gleichung  oder  der 
entsprechenden  Figur. 

5.  Heue  Auffassung  der  Integration  der  partiellen  Differential- 
gleichungen. —  Eine  partielle  Differentialgleichung,  mit  drei  Veränder- 
lichen z.  B. 

f{x,y,e,p,q)  =  0 (16), 

integriren  heisst  nach  Lie  alle  Figuren  finden,  welche  oo*  von  den  oo^  durch 
diese  Gleichung  dargestellten  Elementen  enthalten  und  derart  beschaffen  sind, 
dass  zwei  unendlich  nahe  Elemente  der  Gleichung 

dz  =  pdx  +  qdp (17) 

genügen.     Ebenso,  eine  Gleichung  mit  n  •■{-  1  Veränderlichen 

f(z,  ÄTi,  ...,««,  i>i,  ...,  i>^)  =  0 (1) 

integriren  heisst  alle  Figuren  finden,  welche  oo"  von  den  od'^  durch  diese 
Gleichung  dargestellten  Elementen  enthalten  und  derart  besdiaffen  sind, 
dass  zwei  benachbarte  Elemente  der  Gleichung 

de  =  p^dx^  +  .  .  .  +  Pnäx^ (18) 

genügen. 
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8  Entstehung  der  part.  Differentialgleichungen.  [Nr.  5—6] 

Nimmt  man  in  der  Gleichung  (16)  x^  y,  z  als  konstant,  i?,  q  als  vari- 
abel an,  so  genügen  die  so  erhaltenen  Elemente  der  Gleichung  (17),  da 
man  hat: 

dx  =  0,    f/y  =  0,    dz  =  0; 

solcher  Elemente  aber  giebt  es  nur  einfach  unendlich  viele.  Ebenso  ge- 
nügen die  durch  die  Gleichung  (1)  dargestellten  Elemente,  wenn  man  den 
Punkt  als  fest  betrachtet,  der  Bedingung  (18),  aber  solcher  Elemente  giebt 
es  nur  oo»— i.     Die  entsprechenden  Figuren  sind  daher  keine  Integrale. 

Die  Gleichungen  (5)  und  (6)  von  Nr.  2,  welche  oo»»-hi  Elemente  der 
durch  Transformation  von  Gleichung  (1)  erhaltenen  Gleichung  (4)  geben, 
geben  nur  noch  oo",  wenn  man  F  constant  annimmt  Ebenso  stellen  die 
Gleichung   (12)    von    Nr.  3   und   die   aus   ihr    abzuleitenden  Werthe    von 

dt'  dx'*  '  '  '  dx~  ^"^^  Elemente  der  Gleichung  (11)  dar  und  geben  somit 
ein  Integral  dieser  Gleichung  (11);  nimmt  man  aber  das  Bestehen  der  Re- 
lation (15)  oder  (9)  an,  so  sind  diese  Elemente  nur  noch  in  der  Zahl  oo" 
vorhanden  und  geben  ein  Integral  der  Gleichung  (1). 

g  2.   Entstehung  der  Gleichingen  mit  drei  Veränderlichen.     Theorie 
von  Lagrange.^) 

6.  Entstehung  dieser  Gleichungen  auf  drei  verschiedene  Arten. 
Es  sei 

z  =  F{x,y,a,b) (1) 

eine  Relation  zwischen  x,  y^  z,  in  welcher  zwei  willkürliche  Constanten  a,  b 
vorkommen.     Man  erhält  daraus: 

p  =  F:r  (^,  y,  a,  ö),     q  =  F'y  {x,  y,a,h)       ...     (2). 
Eliminirt  man  a  und  h  zwischen  diesen    drei  Gleichungen,    so  erhält  man: 

fi^y  Vy  ^,  P,a)  =  ^  oder  z  =  (p(x,  y,  p,  q)      .     .     .     (3), 
welches  partielle  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  sind. 

Ersetzt  man  a  und  h  durch  geeignete  Funktionen  von  x  und  y^  so 
kann   es  vorkommen,    dass   die    Gleichung  (1)  zu    derselben  Gleichung  (3) 


')  Die  Unterscheidung  der  drei  Arten  von  Integralen  der  partiellen  Diffe- 
rentialgleichungen erster  Ordnung  rührt  von  Lagrange  her  (Abhandlungen  der 
Berliner  Akademie,  1772,  Oeuvres,  t.  III,  Nr.  2,  p.  572 ;  1774,  Oeuvres,  t.  IV,  Nr.  41, 
p.  65,  Nr.  47,  p.  74;  Legons  etc.,  p.  367  u.  ff.).  Man  vgl.  auch  Pfaff  (Abhandl. 
der  Berl.  Akad.,  1814 — 1815)  an  verschiedenen  Stellen,  und  Jacobi,  lieber  die 
Pfaff  sehe  Methode  etc.  (Crelle's  J.,  Bd.  2,  S.  348—349)  und  vor  Allen  „Vor- 
lesungen etc.",  S.  471—509.  Wir  folgen  hier  hauptsächlich  der  Darstellung  von 
Imschenetsky,  Kap.  I,  S.  9 — 19;  Graindorge  1,  S.  1  —  9  ist  weniger  voll- 
ständig. 

Wir  machen  den  Leser  auf  eine  einfachere  Darlegung  dieser  Theorie  auf- 
merksam, die  weiter  unten  gelegentlich  der  simultanen  Gleichungen  gegeben  wird 
und  die  nicht  bemerkt  worden  zu  sein  scheint. 
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Verschiedene  Arten  von  Integralen.  9 

fahrt.     Es  ist  dazu  nur  nöthig,  dass  die  neuen  Werthe  von  ^''und  q 

P  —  -^  ^-r  ^—^  '^  8h   dx 

^  y  "^    8a  dy    "^    8b    dy 

sich  auf  die  alten  reduciren,  d.  h.  dass  man  hat: 

8a  dx   '^    8b   dx  ^'     8a    dy   "^    8b  dy  ^      •      •     W 

Aus  diesen  letzteren  Gleichungen  folgt: 

I>^.«^=0,      I)5lA.»J:=o       ...     (5), 
x,y     8a  x,y      8b  ^  ^ 

Relationen,  denen  man  genügt:  1)  indem  man  setzt: 
2)  indem  man  setzt: 


It^^«'  f=<> («). 


D^  =  0    oder    h  =  jt  [a) (7), 

^9  y 

wo  Jt  eine  beliebige  Funktion  bezeichnet.  In  diesem  Falle  reduciren  sich 
die  beiden  Gleichungen  (4)  auf  eine  und  dieselbe 

dF         8F8n  _  .  . 

8i^  +  8b    Ta  —  ^ ^^> 

Die  beiden  Gleichungen  (6)  oder  die  Gleichungen  (7)  und  (8)  genügen  zur 
Bestimmung  der  Funktionen  a  und  h. 

Wir  werden  in  der  folgenden  Nummer  sehen,  dass  alle  Lösungen  der 
Gleichung  (2)  enthalten  sind  unter  den  Lösungen,  welche  gegeben  werden 
entweder  durch  die  Gleichung  (1),  das  sogenannte  vollständige  Integral  von 
(2),  oder  durch  die  Gleichungen  (1),  (7),  (8),  in  denen  7t  willkürlich  ist 
und  die  zusammen  das  allgemeine  Integral  bilden,  oder  endlich  durch  die 
Gleichungen  (1)  und  (6),  welche  die  singulare  Lösung  oder  das  sUiguläre 
Integral  liefern. 

Geometrisch  drückt  die  Gleichung  (3)  eine  Eigenschaft  der  Tangenten- 
ebenen an  die  durch  das  vollständige  Integral  dargestellten  Flächen  oder 
der  Enveloppen  dieser,  welche  das  allgemeine  Integral  giebt,  oder  endlich 
der  Enveloppen  von  gewisser  anderer  Art,  welche  durch  das  singulare  Inte- 
gral dargestellt  werden,  aus.  Die  ersteren  Enveloppen  berühren  die  Flächen 
(1)  je  längs  einer  durch  die  Gleichungen  (1),  (7),  (8)  gegebenen  Kurve, 
die  letzteren  in  Punkten,  welche  durch  (1)  und  (6)  bestimmt  werden. 
Darboux  hat  jedoch  gezeigt,  dass  man  häufig  an  Stelle  von  Enveloppen 
geometrische  Örter  von  singulären  Punkten  findet  (Vgl.  seine  in  dem  Nach- 
trage am  Ende  dieses  Kapitels  citirte  Abhandlung:  Menmre  sur  les  söltUions 
singulihres). 
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10  Entstehung  der  part.  Differentialgleichungen.  [Kr.  7—8] 

7.  Bämmtliohe  Integrale  der  Gleiehang  (8)  werden  durch  (1), 
(1)  und  (e)  oder  (1),  (7)  und  (8)  gegeben.  —  Es  sei 

z  =  \p{x,y)  (9) 

eine  Relation,  welche  der  Gleichung  (3)  genügt,  d.  h.  von  der  Art  ist,  dass 

vC^.y)-?'!*,  y,  -g,  ^) (10) 

eine  Identität  ist.     Wir  setzen 

dx  dx'    6y   "^  dy ^  ^ 

und  leiten  daraus  die  Werthe  von  a  und  b  her,  welche  konstant  sein  werden 
oder  nicht.  Für  diese  Werthe  von  a  und  b  hat  man,  da  F  eine  Lösung 
Ton  (3)  isty  identisch: 

F(x,  y,  a,  b)  =  <p[x,  y,  g",  ^)       ....     (12). 

oder  wegen  der  Relationen  (10)  und  (11) 

F{x,y,a,b)  ==  y>{x,y) (18). 

Mithin  wird  die  Gleichung  (9)  identisch  mit  der  Gleichung  (1),  wenn 
a  und  b  die  aus  den  Gleichungen  (11)  ahgeleiteten  Werthe  haben.  Femer 
genügen  diese  Werthe  von  a  und  b,  falls  sie  nicht  konstant  sind,  den 
Gleichungen  (4).    Man  hat  nämlich  für  diese  Werthe  von  a  und  b: 

^         8x    ^  da    dx  '^   db    dx  dx 

^^^i^FdadF^^^d;^ 

*         9y   "^  da  dy   ^    db   dy  ~   dy' 

und  hieraus  mittels  der  Gleichungen  (11): 

BF  da  ,  dFdb  ^  q 

da    dx  *  db  dx 

aF  da  ,  dFd6  ^  Q 

da    dy  *  db  dy 

Dies  sind  genau  die  Relationen  (4).  Somit  ist  die  Gleichung  (9)  in  einem 
der  drei  Integrale,  von  denen  in  der  vorigen  Nummer  die  Rede  war,  ein- 
begriffen. 

Man  wird  bemerken,  dass  zwei  der  Gleichungen  (11)  und  (13)  die 
dritte  zur  Folge  haben,  so  dass  man  a  und  b  mittels  irgend  zweier  von 
diesen  drei  Relationen  bestimmen  kann.^) 

^)  Man  würde  in  dieser  Weise  verfahren  müssen,  wenn  a  oder  b  in  F  linear 
vorkäme  und  aus  den  Gleichungen  (11)  verschwände.  In  diesem  Falle  aber  kann 
man  offenbar  in  jeder  LGsung,  und  somit  auch  in  (9),  z  durch  z — a  oder  durch  z — b 
enetzeai]  femer  enthält  die  gegebene  Gleichung  z  nicht  explicit  (vgl.  Nr.  15). 
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Verschiedene  Arten  von  Integralen.  11 

8.   Aosdelmiiiig   der   vorhergehenden   Theorie   auf   den  Fall 
einer  implioiten  Belation  SEwisohen  x,  y,  0.  —  Die  Gleichung 

F(x,y,js:,a,h)  =  0 (1') 

giebt  durch  Differentiation: 

und,  indem  man  a  und  b  zwischen  diesen  letzten  Gleichungen  eliminirt: 

f{x,y,z,p,q)  =  0 (8'), 

falls  a  und  h  Constanten   oder  Functionen  von  x  und  y  von  solcher  Be- 
schaffenheit sind,  dass 

i9F  äa,BF^\      9F  _  ^      /?^^4.??^\      ?£_n  a'^ 

\9a  dx  "^  9b  dx)  '  de    ~     '      \9a  dy  "^   9b  dy)  '  9t    ~         *     ^^ 

istl     Aus  diesen  letzteren  folgt  wie  oben: 

_9F  _^ 

^x,y    ^  9F         ^'      ^x,y^  9F  —  ^       '     ^^  ^ 

9z  9e 

nnd  diesen  Relationen  genügt  man:  1)  indem  man  setzt: 

9F  9F 


d.  h. 

oder  2)  durch 


9F  '  9F         ^' 

9z  9z 

1  =  0.  S  =  o (n 


d|^  =  0     d.  h.    ^(a,  6)  =  0   .     .     .     .     (7'), 

WO  Jt  eine   beliebige  Funktion  bedeutet.     In  diesem  letzteren  Falle  gehen 
die  Gleichungen  (öQ  wegen  der  aus  (T)  sich  ergebenden  Relationen 

^  .  da 
dy  '  dy 
über  in 


=  0, 


9n 
9a 

9n                ab       da 
'    9b  ~          dx'  dx' 

9n 
9F         9F          9a 
9a          9b    ^    9n 

9b 

9F 

9z 

was  man  auch  schreiben  kann: 


da  ^   db  da  ^ ^^>' 
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12  Entstehung  der  part.  Differentialgleichungen.  [Nr.  8—9] 

Die   beiden   Gleichungen  (6')  oder   die  Gleichungen  (7^  und  (8')  genügen 
zur  Bestimmung  der  Funktionen  a  und  h. 
Jede  Relation 

V(a?.y,£r)  ==  0 (90, 

welche  der  Gleichung  (3^  genügt,  d.  h.  so  beschaffen  ist,  dass  die  aus  ihr 
abgeleiteten  Werthe  ^i,  jPi,  Qi  von 

dz    dz 
^'   dx'  dy 
identisch 

n^^y.^vPvQi)  =  0    .....    .    (100 

ergeben,  gehört  zu  einer  der  drei  oben  angegebenen  Klassen  von  Lösungen. 
In  der  That,  bestimmen  wir  a  und  b  durch  die  Relationen 

P  =  Pv     Q  =  Qu (110» 

wo  p  und  q  die  aus  (20  abgeleiteten  Werthe  sind,  vergleichen  wir  sodann 
die  Gleichung  (lOO  mit 

f(^,¥.^,P,q)  =  0 (80 

und  berücksichtigen  (110»  ^  kommt: 

z  =  z^. 

Man  beweist  sodann  wie  oben,  dass  die  Werthe  von  a  und  6,  welche  durch 
die  Gleichungen  (110  bestimmt  werden,  den  Gleichungen  (40  genügen,  wo- 
durch der  Beweis  des  Satzes  vollendet  ist-O 

Bemerkung.  Das  allgemeine  Integral,  welches  durch  die  Gleichungen 
(10,  (70,  (80  gegeben  ist,  enthält  im  Allgemeinen  nicht  die  durch  (10,  (60 
gegebene  singulare  Lösung.  Denn  die  Gleichungen  (70  und  (80  geben  in 
den  meisten  F&llen 

dz  dz 

da    äft 

8a  8b 

welche  Gleichung  nicht  die  Gleichungen  (60  zur  Folge  hat. 

Das  vollständige  Integral  kann  aus  dem  allgemeinen  Integral  abgeleitet 

^)  Die  Darlegungen  dieser  Nummer  würden  Überflüssig  gewesen  sein,  wenn 
nicht  Imschenetsky  §  6,  S.  18—19  und  Graindorge  Nr.  10,  S.  7 — 9  den  Nenner 

—  weggelassen  h&tten.    Aus  der  Theorie  der  singulären  Lösungen  der  gewöhn- 
8z 

liehen  Differentialgleichungen  ist  bekannt,  dass  man  es  sorgftltig  vermeiden  muss, 
die  Nenner  dieser  Art  wegzulassen,  da  sehr  häufig  nur  sie  allein  zu  der  ge- 
suchten Lösung  führen,  welche  Form  man  auch  der  Function  F  geben  mag,  so- 

8F 

bald  die  Unendlichkeitsstellen  von  -— -  im  Endlichen  liegen. 

oz 
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Beispiele.  13 

werden,   indem   man  in  7i  zwei  willkürliche  Constanten  aufnimmt.     Es  ist 
femer  klar,   dass  man  unendlich  viele  vollständige  Integrale  finden  kann.^) 

9.  Beispiele.^).  —  I.  Die  Gleichung 

e  =  a  +  bx  +  bmy 

giebt: 

j)  r=  ft,     q  =  hm 

q  =  mp. 

Die  singulare  Lösung  existirt  nicht,  da  die  Gleichungen  (6)  sind: 

de  ^  ^     dz  ,  ^ 

di  =  1  =  0,    ^  =  X  +  «,y  =  0, 

deren  erste  absurd  ist.     Das  allgemeine  Integral  wird   gegeben  durch  Eli- 
mination von  a  imd  h  zwischen  den  Gleichungen: 

jßf  =  a  +  ^(^  +  ^y) 
6  s=:  n{a) 

0  =  1+  nf(fl)  {x  +  my), 


und  dies  führt  zu 


^  =  xi^  +  ^y\ 


wo  j(  eine  beliebige  Funktion  bezeichnet. 
n.    Es  sei 

ir  =  a  +  fta?  +  y  f{a,  b). 
Dann  hat  man: 

p  =  b,         q  =  f(a,  b). 

Hieraus  ergiebt  sich  die  Gleichung: 

q  =  f{e  —  px  —  qy,  p), 

III.  Verallgemeinerte  Clairaut'sche  Gleichung.  Wir  nennen 
so    die  Gleichung,  die  man  aus 

z  =  ax  +  by  +  f{a,  b) 

*)  Lagrange  (Abh.  d.  Berl.  Akad.  1774,  Oeuvres  t  IV.,  p.  80).  Die  voU- 
aiändige  Theorie  der  Relationen,  welche  zwischen  den  yoUst&ndigen  Integralen 
bestehen,  ist  von  Jacobi  „Vorlesungen  etc.'*  S.  471—509  und  an  verschiedenen 
Stellen  seiner  Abhandlangen  nnd  von  Mayer,  Math.  Amial.  Bd.  8,  S.  449—452 
und  Göttinger  Nachrichten  1872,  Nr.  21,  S.  405-420  kurz  dargelegt  worden; 
aber  dieser  schwierige  Gegenstand  kann  nur  mit  Hülfe  der  allgemeinen  Theorie 
der  Transformationen  von  Lie  dargelegt  werden  (vgl.  Gott.  Nachrichten  1872, 
S.  484).  Ans  diesem  Grande  begnügen  wir  ans,  den  absolut  nothwendigen  Theil 
der  Untersuchangen  dieser  Geometer  auseinanderzusetzen. 

»)  Lagrange,  (Abh.  d.  Berl.  Akad.  1774,  Oeuvres  t.  IV.,  Nr.  39,  p.  63—64; 
Nr.  49,  p.  75  n.  ff.) 
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14  Entstehung  der  part.  Differentialgleichungen.  [Nr.  9—10] 

erhält,  wenn  man  a  und  b  mittels  der  folgenden  dnrch  Differentiation  er- 
haltenen Relationen 

i>  =  a,     «  =  ö 

eliminirt.     Die  partielle  Differentialgleichung  ist  daher: 

z  =  px  +  qy  +  f{p,  g). 

Das    allgemeine  Integral  dieser  wird  gegeben  durch  die  Gleichungen: 

z  =  ax  -)r  ^y  +  /*(»,  ^)' 
h  s=s  ;r(a), 

0  =  X  4-  ^{a)y  +  ^  +  g  »'(«), 

Dasselbe  stellt  eine  abwickelbare  Flftche  dar,  die  Enveloppe  der  Ebene,  deren 
Gleichung  das  vollständige  Integral  ist. 
Die  singul&re  Lösung 

z  =  ax  +  hy  -[-  f(a,  h), 

-  +  !«==«'  y  +  %  =  ' 

stellt  eine  El&che  dar,  welche  jede  dieser  Ebenen  in  einem  Punkte  oder 
jede  abwickelbare  Fläche  längs  einer  Kurve  berührt  (vgl.  Nr.  21). 

IV.  Als  Beispiel  der  verallgemeinerten  Ol  air aufsehen  Gleichung  sei 
die  folgende  Aufgabe  zu  lösen:  Die  Flächen  zu  finden,  deren  Tan- 
gentialebene eine  konstante  Entfernung  h  vom  Coordinaten- 
anfangspunkte  hat. 

Die  Gleichung,  auf  welche  die  Aufgabe  fuhrt,  ist: 

s  =  px  +  qij  +  äVi  +i>*  +  ^'^. 

Das  vollständige  Integral  ist  die  Gleichung  einer  beliebigen  Ebene, 
welche  in  einem  Abstände  h  vom  Anfangspunkte  gelegen  ist,  also: 


z  =  ax  +  ht/  +  äVI  +  a2  +  b\ 

Die  singulare  Lösung  ist  die  Gleichung  der  Kugelfläche 

x^  +  y^  +  z^  =  Ä», 

welche  alle  diese  Ebenen  berührt 

Das  allgemeine  Integral  stellt  irgend  eine   dieser  Kugel  umschriebene 
abwickelbare  Fläche  dar.     Setzt  man  z.  B. 

am  -{-  hn  =  1, 

so  findet  man  einen  Umdrehungscjlinder;  denn  diese  Relation  ist  im  gegen- 
wärtigen Falle  wegen  p  =  a,  q  =  h  (vgl.  Nr.  20)  äquivalent  mit 

mp  -f-  »(?  =  1. 
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Beispiele.  15 

Setzt  man 

äVi  +  a«  +  62  =  k  —  ma  —  nh, 

so  findet  man  einen  Kegel,  der  ebenfalls  eine  Umdrehungsfläclie  ist,  da  er 
der  Engel  umschrieben  ist.     Man  hat  nämlich  in  diesem  Falle: 

z  =i  ax  -\-  hy  -\-  {k  —  ma  —  nh) 
und 

s  —  k  ^=  p{x  —  m)  +  q{if  —  w), 

welche   einem    Kegel  angehören,  der  den  Punkt  (m,  n,  Tc)  zur  Spitze  hat 
(vgl.  Nr.  20). 

Man   kann   gelegentlich    dieses   Beispiels    mit   Lagrange    bemerken, 
dass  es  unmöglich  ist,  Jt  derart  zu  bestimmen,  dass  das  allgemeine  Integral 

^  =  a^  -|-  yn{a)  +  ä  Vi  +  a*  -f-  ^  (a) 


0  =    a;  4-  yjf{a)  +  h 


Vi  +  a»  4-  ;r«(a) 


die  Kugel  repräsentirt.  Denn  man  kann  nicht  zwischen  den  soeben  hin- 
geschriebenen zwei  Gleichungen  und  derjenigen  der  Kugel  x^  y,  e  eliminiren. 
Übrigens  reprftsentiren  diese  beiden  Gleichungen  eine  abwickelbare  Fläche 
und  es  ist  bekannt,  dass  die  Kugel,  ebenso  wie  alle  Flächen  zweiten  Grades 
mit  einem  Mittelpunkt,  analytisch  gesprochen,  eine  windschiefe  Fläche 
(surface  gauche)  ist;  jede  Erzeugende  ist  imaginär  bis  auf  einen  Punkt. 

§  3.  Entstehung  der  Gleichungen  mit  einer  beliebigen  AnecM  von  Ver- 
änderlichen.   Lagrange'sche  Theorie^), 

10.    Entstehung    dieser    Gleichungen    auf   drei   Yersehiedene 
Arten.  —  Es  bestehe  die  Relation: 

j8  =  F{x^,  x^,  .  .  .,  a?„,  ai,  a^,  .  . .,  a„)  .     .     .     .     (1). 

Aus  derselben  folgt: 

SF  8F  dF  .^. 

^1  =ä^'^2  =  jf^.  ...1^«==;^  .     .     .     -     (2). 

Eliminirt  man  64,  .  .  .,  a^  zwischen  den  Gleichungen  (1)  und  (2),  so  findet 
man  eine  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung 

f(0,  x^,  .  .  .,  x„,  i?i,  .  .  .,  i?„)  ==  0 
oder 

£r  =  q)(x^^  a?2,  .  .  .,  x^,  i?i,  P21  -  -  j  Pn)  •     •     •     •     (3). 


^)  Wir  beechränken  das  anf  die  Gleichungen  mit  n  unabhängigen  Veränder- 
lichen Bezügliche  auf  das  absolut  Nothwendige,  da  die  Prinzipien  im  vorigen 
Paragraph  hinreichend  dargelegt  sind. 
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16  Entstehung  der  part.  Differentialgleichungen.  [Nr.  10] 

Man  findet  dieselbe  Gleichung,    wenn  man  annimmt,  dass  a^,  .  .  .,  a„ 
Funktionen  von  a-^,  ....  Xn  von  solcher  Beschaffenheit  seien,  dass  man  hat: 

Sa,  dx,    "^  '  '  '  '  '^    dan    dx,    ~  ^ v*i; 

da,     dXn     "T"   •   •    •       "T-    ^a„      den      ~       •  ...       \^^n)' 

Aus  diesen  Relationen  erhält  man.  wenn  man 

A  =  D  ^> ''" 

setzt: 

^  4^  =  0,     J  4^'   =  0,  .  .  .,     ^  -f-^  =  0    .     (5). 
da,  'da,  '  San  ^  ^ 

Man    genügt   diesen    Gleichungen    auf  verschiedene    Arten:    1)  indem 
man  setzt: 

f  =  «'  S^  =  «'-'S  =  ö  •  •  •  («). 

welche  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  Funktionen  a  ausreichen;  2)  indem 
man  setzt: 

D  ''y"^''"  =0 (7). 

Jt'i,  .  .  .,  Xn 

Diese  Gleichimg  (7)  ist  jedesmal  erfüllt,  wenn  die  Funktionen  a^,  aj,  .  .  .,  <Zr 
nicht  unabhängig  von  einander  sind.  Es  sei  n  «=  m  -f~  ^  ^^cl  es  werde 
der  Einfachheit  wegen  &|,  2/^,  .  .  .,  1,^  für  a^t-t-ij  ^k+ti  >  •  v  ^n  geschrieben. 
Um  der  Gleichung  (7)  zu  genügen,  schreiben  wir: 

\  =  J€^{a^,  a^,  ...,  ttA.) (7tO 

6,  =  ^(aj,  «2,  .  .  .,  a;t) (7,0 

K  =    -^/«K,    02,  .  .  .,    flyt)    .       ,       .       .       .       .       (7^')- 

Man  hat  somit  für  irgend  eine  der  Grössen  Iß: 

^   dn^  dOj^     .      Sn^  da^     ,  ,     _d«^    dok  ,„„• 

dx  8a^    dx    ^    Sa^  dx    '^  '  '  '  '  '^    dak    dx     '     '     ^     ^' 

Daraus  folgt,  dass  jede  der  Gleichungen  (4)  die  Form  annimmt: 

/  dF  8F     d«,      ,  ,      BF    Önm\    da, 

\  Sa,     '^   'S\     ha,     ■!■  •  •  •  *  ■+"   ~Sbm    Sa,  j     dx 

+ 

"*"  \  Sak    ^     Sb,     Sak    "T"  '  '  *  *  "»"   ßhm     Sak  J    dx  ^    ^' 
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Verschiedene  Arten  von  Int^^en.  17 

Maltiplioiren  wir  die  Gleichungen  (4i'),  (4j'),  (43'),  . .  .,  (4*')  resp.  mit 
dx^,  dx^,  dx^,  . .  ..  dxii  und  addiren  die  Resultate,  so  kommt: 

l»F     ,      8F    Sx^      ,  1      »^    «»<»\  j„ 

+ 

,     l  SF     ,      SF    8«,      ,  ,      8F   9»m\    .  . 

Die  Funktionen  o^,  Oj,  .  .  .,  ^n  sind  von  einander  unabhängig  und  somit 
sind  ihre  Differentiale  willkürlich;  man  erhält  demnach  aus  der  vorstehenden 
Gleichung  die  k  Relationen: 

-_ -_ --J_  -^ -I-  __ _ —  =  0  oder  ^-  =  0   .     .     (8.) 


41:+    «1«?.-    +....  +  .^:|E!5^  =  0oderi*   =0.     .     (8*). 

Die  Belationen  (7)  und  (8)  genügen  zur  Bestimmung  der  Funktionen 
a  und  h.  Die  bemerkenswerthesten  Fälle  sind  diejenigen,  wo  m  =  1  und 
wo  m  ==  «  —  1  ißt.  Ist  w  =  1,  so  ist  ifc  =  »  —  1  und  die  Gleichungen 
(70  nnd  (8)  werden: 

an  =  ^K,  «2,  «3^  •  •  •»  «n-ij (7"0» 

i?    j_  i^  J!L  =  0  -*^  4-  -i^  -^  =  0     m 

da,     "^    San    8a,  '  *  '  '    8a„^   "^    da»    «a„«,  ^    ^ 

Ist  dagegen  w  =  /*  —  1,  so  ist  Ä;  =  1  und  die  Gleichungen  (7') 
and  (8)  werden: 

^  -i' W  +  C  -*' K)  +  •  ■  •  +  £  -'-(«-)  +  ^  =  «• 

Die  Lösung  (1)  der  Gleichung  (3)  ist  das  vollständige  Integral;  die 
durch  die  Belationen  (1)  und  (6)  gegebene  Lösung  ist  die  singulare  Lösung; 
die  durch  die  Belationen  (1),  (7'")»  (8')  gegebene  Lösung  ist  das  allgemeine 
Iniegräl'y  die  andern  Lösungen,  welche  durch  (1),  (7*),  (8)  gegeben  sind, 
haben  keinen  besonderen  Namen  erhalten.  Sie  stehen  in  der  Mitte  zwischen 
der  singulären  Lösung  und  dem  allgemeinen  Integral;  man  könnte  sie  lialb' 
singtdäre  Integrale  nennen. 

Die  Auseinandersetzung  des  Vorhergehenden  macht  ebenfalls  keine 
weiteren  Schwierigkeiten,  wenn  die  Belation  (1)  zwischen  z,  den  x  und 
den  a  in  impliciter  Form  gegeben  ist. 

M  a n  8  i  0  n ,  Part.  DiiViereiitialgleiohimgen .  2 
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18  Entstehung  der  part.  Differentialgleichungen.  [Nr.  11—12] 

11.  Jedes  Integral  der  Gleichung  (3)  ist  in  den  vorhergehen- 
den enthalten.  —  Es  sei 

z  =  tp  (xi,  X.,,  .  .  .,  x„) (9) 

eine  Lösung  von  (3),  d.  h.  wir  nehmen  an,  dass 


V(^l ^'•)    =    «Pi^l-    •  •  •'    ^'"       Z ^n) 


sei. 

Wir  setzen: 

8F 

8^ 

8F    _     Ät^ 

8F 

6x, 

Öx,  ' 

*x.              Öx.^  ' 

■'    Öx„ 

bXn 


(10) 


(11; 


und  leiten  daraus  die  Werthe  von  a^,  rt.,,  .  .  .,  a„  her.  Für  diese  Werthe 
hat  man  identisch,  da  F  eine  Lösung  von  (3)  ist: 

(üF  üV  \ 

^1,   ...,   ^«,  l^-,.-.'    8^-)    •      (12) 

_äF  äF    ^f«^  ,      JF^    (?a,i     atfy 

^  dx,  da,      d-Tj  drtn      c?u:,  dx, 

woraus  sich  mit  Hülfe  der  Gleichungen  (11)  F  =  \p  Und  die  Gleichungen 
(4)  ergeben. 

Die  Lösung  ^  =  y^  ist  somit  unter  denen  enthalten,  welche  in  voriger 
Nummer  angegeben  wurden.  Man  kann  die  Grössen  a  auch  aus  der  Gleichung 
(12)  und  aus  n — 1  von  den  Gleichungen  (11)  herleiten. 

Wäre  die  Lösung  (9)  in  der  Form  einer  impliciten  Relation  zwischen 
z  imd  den  x  gegeben,  so  könnte  man  den  vorstehenden  Beweis  ebenfalls 
leicht  führen. 

Es  ergiebt  sich  übrigens  aus  allem,  was  wir  soeben  bewiesen  haben, 
dass  man  nur  die  vollständige  Lösung  einer  partiellen  Differen- 
tialgleichung zu  haben  braucht,  um  alle  Lösungen  zu  kenneu. 
So  können  z.  B.  alle  Lösungen  der  verallgemeinerten  Gl  air  au  tischen 
Gleichung  (vgl.  Nr.  28) 

^   =   Pl  ^1    +  Ih  ^'1    +      "   +  PnX„  +  f{Pi,  IK Pn) 

aus  dem  vollständigen  Integrale 

z  =  a^x^  -\-  a.,  0-.,  +  . .  .  +  an  x„  +  f{a^,  a.^,  .  .  .,  a„) 
abgeleitet  werden. 

12.  Entstehung  der  simultanen  partiellen  Differentialglei- 
ehtmgen.'^)  —  .Wir  betrachten  die  Relation: 

')  Der  Leser  wird  bemerken,  dass  diese  Nr.  12  in  ausserordentlich  konden- 
sirter  Form  alle  vorherigen  auf  die  Entstehung  der  partiellen  Differential- 
gleichungen bezüglichen  Resultate  enthält. 
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Verschiedene  Arten  von  Integralen.  19 

z  =  F(x^,  x.^,  .  .  .,  Xn,  «1,  «2^  •  •  •»  «/«)»    w  <  w   .     .     .     (1'). 

Aus  derselben  folgt: 

8F                           SF  .^,. 

'  ^1  =   -^-  •  •'  ^''  =  ^ (2  )• 

Eliminirt  man  a^,  Og,  .  .  .,  a,„  zwischen  diesen  w  +  1  Gleichungen, 
so  findet  man  das  folgende  System  von  k  =  n  -\-  1  —  m  simultanen  par- 
tiellen Differentialgleichungen  erster  Ordnung: 

A   =   0,    A  =  0,  .  .  .,  /•*  =  0        .     .     .     .     (3'), 

WO  jede    der   Funktionen  f  von    der  Gesammtheit  oder  einem  Theile   der 
Grössen  z,  x^,  .  .  .,  x„^  p^,  -  '  -j  Pn  abhängt. 

Man  findet  dieselben  Gleichungen  (3'),  wenn  man  annimmt,  dass 
ttj,  a.2,  .  .  .,  a,n  Funktionen  der  Veränderlichen  von  solcher  Beschaffenheit 
sind,  dass 

^äa,  +  ...  +  ^^äa„.=  0       ....     (40 
ist;  denn  in  diesem  Falle  hat  man: 

^'  =  -Sr'^''^  +  ■■■■  +  ^  '^^"" 

welche   Relation    den  Gleichungen  (2')  äquivalent  ist.     Die   Gleichung  (4') 
selbst  ist  äquivalent  den  n  Gleichungen 

SF     da^  ,       8F   dam    ^ 

6a^      dx     T  '  •  '  '  -T    ^v^^^^     ^^ 

Um  der  Gleichung  (4')  zu  genügen,  kann  man  an  erster  Stelle  setzen: 

da^  =  0,  .  .  .,  da„t  =  0 

mid  dies  führt  zum  vollständigen  Integral  (1'). 

An  zweiter  Stelle  kann  man  die  Gleichungen  annehmen: 

und  dies  führt  zu  der  singulären  Lösung, 
An  dritter  Stelle  kann  man  annehmen: 

ö/«    =    ^    («1,   .   .  .,    Ä/;«— i) 

und  dies  giebt: 

IK  _L.  _^  J^  =  0         -^  -I-  --—    ^^    =  0- 

8a,  8am     8a,  ?  •  •  -^    Sa„^_,  8am   8a„t_,  ' 

oder: 

und  dies  giebt: 

2* 
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20  Entstehnng  der  part  Differentialgleichuiigen.        [Nr.  12 — 13] 

9F      ,       dF     S%^      ,     JF^     9n,     ^  ^ 


und  in  analoger  Weise  weiter. 

Schliesslicli  kann  man  auch  Annahmen  machen,  die  zwischen  den  vor- 
hergehenden liegen,  z.  B.  setzen: 

etoj  =  0,    -|~-  =  0,    a,«  ==  ;r(a8,  .  .  .,  a^^-t). 

In  allen  Fftllen  wird   man   zu  einer  Anzahl  von  Gleichungen  geführt,    die 
ausreicht,  um  alle  Ghrössen  a  zu  bestimmen. 
Jede  Lösung 

e  =  y){xi,  a?„ ,  x^) 

ist  unter  den  vorhergehenden  enthalten.  Die  Werthe  von  ß  und  der  ans 
dem  Werthe  von  e  abgeleiteten  Grössen  p  genügen  den  Gleichungen  (S') 
und  somit  den  Äquivalenten  Gleichungen  (1^,  (2').     Man  hat  somit: 

y){xj^,  .  .  .,  x„)  =  F{x^,  .  .  .,  x„,  a,,  .  .  .,  a«)  .     .     .     (10') 

dX^  dXj^'    '  '  '    '       dXm  dXn        -       •       '       '       \        h 

Aus  der  ersten  von  diesen  Gleichungen  erhalten  wir  durch  Differentiation 
die  folgende: 

+   __  d„,   +   ...+  _   da«. 

Die  Werthe  der  Grössen  a,  welche  man  aus  m  von  den  Gleichungen 
(lO')  und  (110  herleiten  kann,  genügen  auch  den  übrigen  Gleichungen  (lO') 
und  (11')  und  somit  der  Gleichung  (18^).  Nun  reducirt  sich  diese  wegen 
der  Relationen  (11')  auf 

f  ^»^  +••  +  £*»"  = «  •  •  •  •  W' 

mithin  ist  schliesslich  die  Lösung  is  =^  y)  unter  denen  enthalten,  zu  welchen 
diese  Belation  (4*)  führt. 

Bemerkung.  Zwischen  den  Funktionen  f  des  simultanen  Systems 
(3')  bestehen  identische  Relationen,  wie  man  bei  Gelegenheit  der  Jacobi'schen 
Methode  sehen  wird. 
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Theorie  von  Lie.  21 

§  4.  Entstehung  der  Gleichungen  mit  einer  hdiebigen  AnsoM  von  Ver- 
änderlichen.    Theorie  von  Lie. 

18.  Entstehung  einer  partiellen  Differentiftlglelohung  mit  Hülfe 
melirerer  primitiven  Gleichungen^).  —  I.  Wir  betrachten  eine  Mannig- 
Mtigkeit  von  n  —  m  -{-  1  Dimensionen,  die  durch  m  Gleichungen  definirt 
wird,  welche  ausser  den  Veränderlichen  n  willkürliche  Oonstanten  enthalten: 

F^{z,  «1,  .  .  .,  Xn,  a^,  .  .  .,  a„)  =  0  .     .     .     .     (IJ, 


^m  i^j  i^i,  .  .  .,  ^m  a^,  . .  .,  a,)  =  0        ...     (1„). 

Wir  suchen  die  Gesammtheit  der  Elemente,  welche  durch  die  Ptmkte  dieser 
Mannigfaltig'keit  hindurchgehen  und  so  beschaffen  sind,  dass 

dg  =  p^dxj^  +  .  .  .  +  p^dx^ (2) 

ist.  Zu  dem  Zwecke  betrachten  wir  die  Mannigfaltigkeit  von  n  Dimen- 
sionen, deren  Gleichung  ist: 

F=Ä,F,+.,.  +  A^,F^,+F^=0.     .     .     (3), 

wo  Jl^y  ^Ig,  .  . .,  Jim-'i  willkürliche  Oonstanten  sind.  Alle  Punkte  der  Mannig- 
faltigkeit (1)  gehören  zu  der  Mannigfaltigkeit  (3).  Wir  suchen  in  diesen 
Punkten  von  (3)  die  Elemente,  welche  der  Bedingung  (2)  genügen.  Dazu 
müssen  wir  die  Gleichungen  hinschreiben: 

Eliminirt  man  a^,  .  .  .,  a^,  A^,  .  .  .,  ^.^  zwischen  den  Gleichungen  (1)  und 
(4),  so  findet  man  eine  partielle  Differentialgleichung 

f{z,  Xj,,  .  .  .,  a?«,  i>i,  .  .  .,  i>«)  =  0 (5)^ 

deren  s&mmtliche  Elemente  der  Bedingung  (2)  genügen  und  ihre  Pimkte 
in  der  Mannigfaltigkeit  (1)  haben. 

Umgekehrt  stellt  die  Gleichung  (5)  alle  Elemente  dar,  welche  durch 
die  Gleichungen  (1)  und  (2)  definirt  werden.  Man  erhält  nämlich  aus  der 
Gleichung  (1),  wenn  man  den  Werth  (2)  von  da  benutzt: 

^)  SophnsLie:  Zur  Theorie  partieller  Diffisrentialgleichmigen  erster  Ord- 
nung, insbesondere  über  eine  Klassifikation  derselben  (GOttinger  Nachrichten 
1872,  8.  473—489,  Nr.  25)  S.  480—482. 
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22  Entstehung  der  paxt.  Differentialgleichungen.        [Nr.  13 — 15] 

Man  ersieht  hieraus,  dass  nur  n  —  m  von  den  Differentialen  dx^,  . .  .,  dx„ 
willkürlich  sind  für  die  durch  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  dargestellten 
Elemente.  Um  m  Differentiale  aus  den  Gleichungen  (6)  zu  eliminiren, 
multipliziren  wir  diese  Gleichungen  respective  mit  ilj,  A^,  .  .  .,  Äm—\  ^^^ 
1  und  addiren  sie  dann;  darauf  setzen  wir  die  Coefficienten  der  m  Diffe- 
rentiale, welche  eliminirt  werden  sollen,  und  sodann,  weil  die  übrigbleiben- 
den Differentiale  von  einander  unabhängig  sind,  die  Ooefficienten  dieser 
letzteren  gleich  Null.  Diese  Rechnungen  führen  uns  zu  den  Gleichungen  (4). 
Dies  sind  die  nothwendigen  Bedingungen  dafür,  dass  die  Elemente,  welche 
den  Gleichungen  (1)  genügen,  auch  der  Gleichung  (2)  Genüge  leisten. 

Mithin  stellen  schliesslich  die  Gleichungen  (1)  und  (4)  die  gesuchten 
Elemente  dar  und  die  Resultante  (5)  dieser  Gleichungen  ist  die  einzige 
Gleichung  dieser  oc^«  Elemente. 

n.  Wir  denken  uns  die  Gleichungen  (1)  aufgelöst  nach  m  von  den 
Constanten  und  nennen  die  n  —  m  =  k  übrigbleibenden  &^,  &2'  *  -  *)  ^a- 
Wir  nehmen  femer  an,  dass  die  neuen  auf  diese  Weise  erhaltenen  Gleichungen 
die  folgenden  seien: 

i/l  (e,  X^,  .  .  .,    Xn,    frj,  .  .  .,    6)fc)    —    öj    =   0    .      .      .      (Ij'), 


I^m  i^y  ^11  .  •  .,  ««,  ^1,  •  •  .»  ^a)  —  a^  =  0        .     .     (!',„). 

Schliesst  man  nun  wie  im  vorhergehenden  Falle,  so  wird  man  dahin 
geführt,  die  Grössen  a,  h  und  A  zwischen  diesen  m  Gleichungen  (1')  und 
den  folgenden 

-s^ +^i-ör  =  ^--'^ +^^-sr  =  ^  •  •  (^^ 

zu    eliminiren.     Die   Funktion  H  wird  bestimmt  durch  die  Gleichung: 

oder  durch 

wenn  gesetzt  wird: 

0  =  x^  a^  +  yl,  0^2  +  •  •  •  +  'iw-i  «^/i-i  +  ö«  +  Ä- 

Die  Grössen  a^,  .  .  .,  a,„  kommen  in  den  Gleichungen  (4*)  nicht  vor; 
mithin  kommt  die  Elimination  der  Grössen  a^}>^  X  zwischen  den  Gleichungen 
(1'),  (4')  zurück  auf  diejenige  der  Grössen  h,  X  zwischen  den  Gleichungen  (4'). 

Betrachtet  man  schliesslich  die  eine  Beziehung 

if_Ä==0 (1") 

und  sucht  man  die  entsprechende  partielle  Differentialgleichung  erster  Ord- 
nung, so  wird  man  ebenfalls  die  Constanten  b  und  X  zwischen  den  Gleichungen 
(4')  zu  eliminiren  haben. 
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Folglich  ist 

f{z,  xi,  .  .  .,  a;„,  jpj,  .  .  .,  i?„)  =  0 (5) 

die  Gleichung  der  Elemente,  welche  durch  die  Gleichungen  (1)  und  (2), 
oder  (1')  und  (2),  oder  (1")  und  (2)  dargestellt  werden,  und  man  braucht 
nur  eine  Lösimg  (1")  dieser  Gleichung  (5)  zu  finden,  um  implicite  auch 
die  Lösung  (1')  oder  (1)  zu  kennen. 

14.  Klassifikation  der  partiellen  Differentialgleichungen.  — 
Aus  den  vorstehenden  Betrachtungen  ergiebt  sich  die  folgende  Eintheilung 
der  partiellen  Differentialgleichungen  in  Klassen^). 

I.  Die  Gleichung  (5)  geht  aus  w  +  1  ^ör  Gleichung  (1)  ana- 
logen Relationen  hervor.  In  diesem  Falle  kann  man  die  Constanten  a 
zwischen  diesen  Gleichungen  eliminiren  und  gelangt  dadurch  zu  einer  Relation 

f{z,  x^,  a?2,  .  .  .,  Xn)  =  0, 

welche  die  p  nicht  enthält.  Diese  Gleichung  stellt  in  gewissem  Sinne  oo"* 
Elemente  dar,  nämlich  in  jedem  der  oo"  Punkte  dieser  Mannigfaltigkeit  von 
n  Dimensionen  die  oo''  Elemente,  welche  man  erhält,  wenn  man  p^^  •  •  .,  i'n 
auf  alle  möglichen  Weisen  variiren  lässt.  Diese  Elemente  genügen  der 
Gleichung  (2),  da  die  Grössen  dz^  dx^,  .  .  .,  dXn  sämmtlich  null  sind. 

n.  Die  Gleichung  (5)  geht  aus  n  der  Gleichung  (1)  analogen 
Relationen  hervor.  In  Nr.  23  werden  wir  sehen,  dass  man  in  diesem 
Falle  zu  einer  linearen  Gleichung  gelangt. 

ni.  Die  Gleichung  (5)  geht  aus  n — 1,  n — 2,  .  .  .,  2  der  Glei- 
chung (1)  analogen  Relationen  hervor.  Man  findet  auf  diese  Weise  w — 2 
Klassen  von,  wenn  man  sie  so  nennen  darf,  halblinearen  Gleichungen.  Lie 
giebt  an,  dass  es  ihm  gelungen  sei,  dieselben  auf  lineare  Gleichungen  zurück- 
zuführen, indessen  war  es  uns  nicht  möglich,  nach  seinen  Andeutungen  den 
Beweis  zu  rekonstruiren^).  Die  Cauchy'sche  Methode  in  der  Form,  wie 
wir  sie  auseinandersetzen,  lässt  sich  direkt  auf  diesen  Fall  anwenden,  wie 
im  Falle  der  linearen  Gleichungen  (vgl.  Nr.  109). 

rV.  Die  Gleichung  (5)  geht  aus  einer  einzigen  der  Gleichung 
(1)  analogen  Relation  hervor.  Dies  ist  der  gewöhnliche  Fall  der  nicht 
linearen  Gleichungen. 

Einfacher  ausgedrückt,  kann  die  Gleichung  (5)  hervorgehen  aus  einer 
Relation  von  der  Form  (1"),  welche  l.  n  Constanten,  II.  n — 1  Constanten, 
III.  n — 2,  n — 3,  .  .  .,  1  Constante  linear  oder  endlich  IV.  gar  keine  Con- 
stante  enthält. 

15.  Überschüssige  Constanten.  ^)  —  Es  kommt  häufig  vor,   sagt 


*)  Lie,  Zur  Theorie  etc.  (Nachrichten  S.  485). 

=)  Lie,  Zur  Theorie  etc.  (Nachrichten,  S.  486—487). 

')  Jacobi,  Vorlesungen  S.  475 — 4SI,  ist  beinahe  der  einzige,  der  sich  mit 
dieser  Frage  beschäftigt.  £r  behandelt  dieselbe  analytisch.  Wir  haben  es  für 
vortheühaftcr  und  deutlicher  gehalten,  unter  Benutzung  der  Fundamentalideen 
von  Lie  kurz  auf  die  Sache  einzugchen. 
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Jacobi,  dass  die  Bechoongen,  welche  zur  AofiBUchimg  einer  vollst&ndigan 
Lösung  einer  partiellen  Differentialgleichung  dienen,  in  natürlicher  Weise 
dazu  nöthigen,  in  diese  Lösung  eine  Anzahl  von  Constanten  einzuführen, 
welche  grösser  ist  als  die  Zahl  der  unabhängigen  Variablen,  und  man 
würde  die  Symmetrie  der  Rechnung  zerstören,  wenn  man  eine  gewisse 
Anzahl  der  überschüssigen  Constanten  gleich  null  setzte.  Es  wird  übrigens 
angenommen,  dass  sich  diese  Constanten  nicht  dadurch  auf  eine  geringere 
Anzahl  reduciren  lassen,  dass  man  Funktionen  der  ersteren  als  neue  Con- 
stanten einführt.  In  diesem  Falle  ist  es  praktisch  am  besten,  die  über- 
schüssigen Constanten  als  Constanten  zu  betrachten,  welche  einen  sped- 
eUen  aber  gleichgültig  welchen  Werth  haben.  Ein  Beispiel  hierzu  wird  man 
weiter  unten  bei  der  Integration  von  Schlaf li's  Gleichung  (§  12)  finden. 

Die  Art,  wie  Lie  die  partiellen  Differentialgleichungen  auffasst,  ge- 
stattet es,  die  Einführung  dieser  überschüssigen  Constanten  zu  erklären, 
wie  wir  an  einem  sehr  einfachen  Beispiel  zeigen  wollen.  Dieses  Beispiel 
wird  uns  zugleich  Gelegenheit  geben  zu  zeigen,  dass  für  eine  und  dieselbe 
partielle  Differentialgleichung  mehrere  vollständige  einander  absolut  äqui- 
valente Integrale  existiren  können.^) 

Eine  Fläche  zu  finden,  deren  Tangentialebene  mit  einer 
gegebenen  Ebene  einen  constanten  Winkel  r  bildet.  Ninunt  man 
die  gegebene  Ebene  zur  a?f/-EbeDe  und  eine  Senkrechte  zu  dieser  Ebene  als 
ir- Achse,  so  ergiebt  die  Aufgabe  die  Gleichung: 

Man  findet  leicht,  dass  die  Ebenen,  welche  durch  die  Gleichung 

z  -  c  =  Ax-\-  By (2), 

m  welcher 

^2  -^  B'i  =  lc^—\ 

ist,  dargestellt  werden,  der  Aufgabe  genügen.  Die  Gleichtmg  (1)  stellt  oo^ 
Elemente  dar,  welche  mit  der  jcy-Ebene  einen  Winkel  r  bilden;  die  Gleichung 
(2)  und  die  daraus  abgeleiteten 

p^Ä,    q^B (20 

stellen  dieselben  oo^  Elemente  dar. 

Nimmt  man  an  Stelle  der  Gleichung  (2)  die  Gleichung 

z  —  c  =  A{x-a)  +  B{y  —  h\ (3), 

so  lässt  sich  diese  Gleichung  (8)  auf  die  Form  (2)  reduciren  und  sie  ge- 


*)  Jacobi,  Vorlesungen,  S.  491—509,  beschäftigt  sich  mit  diesem  noch  nicht 
völlig  aufgeklärten  Gegenstande.  Man  vergleiche  weiter  miten  (§  32)  gelegent» 
lieh  der  Methode  von  Lie  einige  der  Untersuchungen  von  Mayer,  auf  denen  die 
Auseinandersetzung,  welche  er  von  der  Methode  des  norwegischen  Geometers 
gegeben  hat,  beruht. 
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nügt  der  Gleichting  (1).  Man  kann  aber  die  Sache  auch  so  auffassen,  dass 
man  sagt,  diese  Gleichung  (3)  und  die  daraus  abgeleiteten 

p  =  A,  q  =  B (30 

stellen  oo^  mal  die  durch  (2)  und  (2')  dargestellten  oo^  Elemente  dar.  In  der 
Tbat  hat  für  jeden  Werth  von  a  und  h  die  Gleichung  (3)  dieselbe  Aus« 
dehnung  wie  die  Gleichung  (2). 

Die  Enveloppe  der  durch  die  Gleichung  (3)  unter  der  Bedingung 

A^  +  J9»  =  Ä«— 1 

dargestellten  Ebenen  ist  der  Kegel,  dessen  Gleichung  ist: 

(;,-c)2  =  (fc2_l)  [(a;-a)»  +  (y  — »)»]  .     •     •     (4). 

Dieser  Kegel  ist  eine  Fläche,  welche  der  Aufgabe  genügt.  Betrachtet 
man  a  und  h  in  der  Gleichung  (4)  als  willkürliche  Constanten,  so  ist  es 
eine  vollständige  Lösung;  zusammen  mit  den  Gleichungen 

(0-c)p  =  ik*-l)  (x-a),  (*-c)?  =  (*»-l)  (y-b)      (40 

stellt  die  Relation  (4)  die  oo^  Elemente  der  Gleichung  (1)  dar.  Setzt  man 
aber  voraus,  dass  c  auch  eine  willkürliche  Constante  ist,  so  stellen  die 
Gleichungen  (4)  und  (4')  unendlich  vielmal  dieselben  oo^  Elemente  dar. 

In  gewissem  Sinne  stellen  die  Gleichungen  (4)  und  (4')  oo^  Elemente 
des  Raumes  dar,  ebenso  wie  die  Gleichungen: 

js^  +  d  =  (h^-l)[(x-a)^  +  (y  —  h)^     .     .     .     (6), 
^p  =  (ä;2  —1)(x  —  a),  0q  =  (Ä«  —l)(y  —  h)     .     .     (50. 

Aber  die  oo^  durch  die  Gleichungen  (5)  und  (50  dargestellten  Elemente 
sind  sämmÜich  von  einander  verschieden  und  unter  ihnen  befinden  sich  nur 
00  ^  welche  durch  die  Gleichung  (1)  dargestellt  werden,  nämlich  diejenigen, 
für  welche  £?  =  0  ist.  Die  durch  die  Gleichungen  (4)  und  (40  dargestellten 
Elemente  genügen  sämmÜich  der  Gleichung  (1),  aber  sie  sind  nicht  alle  von 
einander  verschieden;  es  sind  vielmehr  oo^-mal  die  oo^  Elemente  der  Glei- 
chung (1). 

Allgemein  stellt  jede  Gleichung 

F{z,  x^,  .  .  .,  x„,  ai,  .  .  .,  a„,  a„+i,  .  .  .,  a„^,)  =  0     .     .     (6), 

welche  Lösung  einer  partiellen  Differentialgleichung 

f{z,  ^1,  .  .  .,  x„,  i?i,  .  .  .;  i?„)  =  0 (7) 

ist  und  s  überschüssige  Constanten  enthält,   zusammen  mit  den  Relationen 

^  +  ^•-  f  =  0 («') 

oo'-mal  die  oo^«  Elemente   der  Gleichung  (7)  dar.     Wir    setzen,    wohlver- 
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standen,  voraus,  dass  die  Relationen  (6)  und  (6')  die  Gleichung  (7)  zu  einer 
identischen  machen,  sonst  würden  in  (6)  nicht  s  überschüssige  Constanten, 
sondern  nur  eine  geringere  Anzahl  von  solchen  vorkommen. 

Insbesondere  existirt  ein  Fall,  in  welchem  es  immer  leicht 
ist,  in  eine  vollständige  Lösung  eine  überschüssige  Constante 
einzuführen.  Dies  ist  derjenige,  wo  die  Veränderliche  £  oder  eine  der 
Veränderlichen  Xi  in  der  gegebenen  Gleichung  nicht  explicit  vorkommt.  In 
diesem  Falle  kann  man  offenbar  in  der  Lösung  ohne  Weiteres  z  durch 
^  —  a,  Xi  durch  Xi  —  a;  ersetzen,  wo  a  und  a,-  willkürliche  Constanten 
sind,  da 

dz    d{z—a)         dz    dz 

dx  dx      '      dxi  d(xi  —  ai) 

ist.  Die  Constanten,  welche  in  dieser  Weise  in  Verbindung  mit  denjenigen 
unter  den  Veränderlichen,  welche  in  der  gegebenen  Gleichung  nicht  explicit 
enthalten  sind,  auftreten,  werden  von  den  deutschen  Geometem  additive 
Constanten  genannt.  Eine  dieser  Constanten  variiren  ist  gleichbedeutend 
mit  einer  parallelen  Verschiebung  des  Systems  der  Elemente  der  Gleichung 
im  Baume.  Es  ist  klar,  dass  man  für  eine  Gleichung,  in  welcher  t  Ver- 
änderliche fehlen,  nur  eine  Lösung  mit  n  —  t  Constanten  zu  finden  braucht. 
Man  kann  nämlich  daraus  leicht  eine  Lösung  mit  n  willkürlichen  Constanten 
erhalten,  indem  man  t  additive  Constanten  einfuhrt. 


Nachtrag  L  zur  zweiten  Auflage. 

Allgemeine  Integrale  imd  singulare  Lösungen. 

L  Einleitende  BetnerJcung.  In  dem  vorliegenden  Werke  haben  wir 
den  Beweis  der  Existenz  des  allgemeinen  Integrals  oder  des  allgemeinen 
Integralsystems  für  die  partiellen  Differentialgleichungen ,  ebenso  das  specielle 
Studium  der  singulären  Lösungen  dieser  Gleichungen  fortgelassen,  weil  der 
eine  und  der  andere  Gegenstand  in  Wirklichkeit  der  allgemeinen  Theorie 
der  Funktionen  angehört.  Die  verschiedenen  Methoden,  die  wir  darlegen 
werden,  haben  zum  Zweck,  die  Integration  der  partiellen  Differential- 
gleichungen auf  diejenige  von  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  zurück- 
zuführen, deren  Integration  wir  als  möglich  voraussetzen. 

Für  diejenigen,  welche  die  Theorie  der  Integrabilität  der  gewöhnlichen 
oder  partiellen  Differentialgleichungen  sowie  die  Theorie  ihrer  singulären 
Lösungen  gründlich  studiren  wollen,  geben  wir  hier  einige  bibliographische 
Notizen. 

n.  Gewöhnliche  Differentialgleichungen.  Cauchy  hat  zuerst  die  Existenz 
des  allgemeinen  Integrals  einer  gewöhnlichen  Differentialgleichung  oder  eines 
Systems  solcher  Gleichungen  bewiesen  und  zwar  1)  wenn  alle  Veränderlichen 
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als  reell  vorausgesetzt  werden,  in  seinen  Vorlesungen  an  der  polytechnischen 
Schule,  2)  später  (1885),  wenn  die  Veränderlichen  imaginär  sind,  nach 
einer  andern  Methode,  in  einer  lithographirten  Abhandlung.  Cauchy  giebt 
selbst  diese  Hinweise  in  den  Comptes  rendus  de  TAcad^mie  des  Sciences 
de  Paris,  1842,  t.  XIV,  S.  1020.  Die  lithographirte  Abhandlung  ist  in 
seinen  Exercices  d' Analyse  et  de  Fhysique  math^matique,  1840,  t.  I, 
S.  327 — 384  reproducirt  worden. 

Der  erste  Beweis  von  Cauchy  ist  in  dem  §  1  dieser  Abhandlung 
kurz  wiederholt,  doch  findet  er  sich  in  keinem  Werke  des  Verfassers  voll- 
ständig. Wohl  aber  findet  man  ihn  in  dem  Calcul  integral  von  Moigno, 
le9ons  26,  27,  28,  33,  40,  41,  einem  Werke,  welches  bekanntlich  nach 
Cauchy's  Anleitung  geschrieben  ist. 

Unter  den  Autoren,  welche  diesen  ersten  Beweis  vereinfacht  oder  ver- 
vollständigt haben,  müssen  wir  in  erster  Reihe  nennen:  Gilbert  in  den 
drei  aufeinanderfolgenden  Auflagen  seines  Cours  d'analyse  infinitesimale 
(Paris,  Gauthier-ViUars  1872,  1878,  1887;  vgl.  besonders  die  letzte  Auf- 
lage Kap.  46,  S.  521 — 539)  und  Lipschitz,  Lehrbuch  der  Analysis  Bd.  2, 
1880,  Abschnitt  I,  Kap.  40.  Schon  vorher  hatte  Lipschitz  seinen  Beweis 
veröffentlicht  in  dem  Bulletin  des  sciences  math6matiques  et  astronomiques, 
1.  s^rie,  Bd.  10,  S.  149 — 159.  Zu  erwähnen  ist  noch  eine  kurze  Note 
von  Peano,  SulV  integrabilitä  deUe  equazioni  differenziali  di  primo  ordine 
(Atti  della  R.  Accademia  delle  Scienze  di  Torino,  Bd.  21,  20.  Juni  1886), 
woselbst  die  Frage  in  einfacher  und  origineller  Weise  behandelt  ist,  femer 
eine  umfangreiche  Abhandlung,  welche  in  den  Math.  Ann.,  1890,  Bd.  37, 
S.  182—228  veröffentlicht  ist. 

Der  zweite  Beweis  von  Cauchy  hat  zu  zahlreichen  Untersuchungen 
Veranlasstmg  gegeben,  deren  stets  wachsende  Bedeutung  von  Tag  zu  Tag 
in  der  Entwickelung  der  Analysis  infolge  der  Arbeiten  von  Fuchs, 
Poincar6  und  vielen  anderen  sich  offenbart.  Wir  erwähnen  nur  einige 
Abhandlungen,  in  denen  es  sich  einzig  und  allein  um  die  Existenz  des 
Integrals  der  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  im  Allgemeinen  handelt. 
Briot  und  Bouquet  haben  einen  Beweis  des  Cauchy'schen  Satzes  gegeben 
in  ihren  Recherches  sur  les  propriöt^s  des  fonctions  d6finies  par  des  6qua- 
tions  diff6rentielles  (Zweite  Abhandlung,  1856,  Bd.  21  oder  36.  Heft  des 
Journal  de  l'Ecole  polytechnique  S.  134—198;  vgl.  besonders  S.  136—146). 
Dieser  Beweis  ist  reproducirt  in  dem  zweiten  Buche,  Kap.  1,  ihrer  Theorie 
des  fonctions  doublement  p6riodiques  et  en  particulier  des  fonctions  ellip- 
tiques  (Paris,  Mallet-Bachelier,  1859)  und  in  dem  fünften  Buche,  Kap.  1, 
der  zweiten  Auflage  dieses  Werkes,  erschienen  1875  unter  dem  Titel: 
Theorie  des  fonctions  elliptiques  (Paris,  Gauthier- Villars).  Keins  der  beiden 
Werke  enthält  die  in  der  ursprünglichen  Abhandlung  behandelten  Aus- 
nahmefälle; man  findet  dieselben  aber  in  einem  sehr  umfangreichen  Anhange 
(S.  401 — 464)  der  von  H.  Fischer    besorgten  deutschen  Übersetzung  der 
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ersten  Auflage  (Halle,  Schmidt,  1862),  Man  vergleiche  mit  der  Arbeit 
von  Briot  nnd  Bjouquet  den  Bericht  von  Cauchy  (Comptes  rendns, 
1855,  Band  40,  S.  136 — 146)  und  mehrere  andere  Abhandlungen  des 
grossen  Geometers  in  demselben  Bande  der  Comptes  rendns. 

Der  Beweis  von  Briot  und  Bouquet  in  mehr  oder  weniger  modi- 
ficirter  Form  oder  analoge  Beweise  finden  sich  jetzt  in  vielen  Lehrbüchern 
der  Analjsis.  Wir  erwähnen  besonders  das  gediegene  aber  zu  wenig  be- 
kannte Werk  von  M^ray:  Nouveau  Pröcis  d'analyse  infinitesimale  (Paris, 
Savy,  1872)  Kap.  14,  15  und  16,  den  dritten  Band  des  Cours  d' Analyse  de 
l'Ecole  Polytechnique  von  Jordan  (Paris,  Gauthier- Villars,  1887)  Kap.  1, 
§  5  und  das  „Lehrbuch  der  Differentialgleichungen  mit  einer  unabhängigen 
Variabein"  von  Eönigsberger  (Leipzig,  Teubner,  1889),  Kap.  1,  §  3. 

Von  den  wichtigsten  Abhandlungen  über  die  Frage  erw&hnen  wir  die 
folgenden:    Weierstrass,    Über   die   Theorie   der   analytischen  Fakultäten 
(Orelle's  Journal  1856,   Bd.  51,  S.  1— «60,    oder  Abhandlungen  aus  der 
Funktionenlehre,  S.  183 — 260,  Berlin,  Springer,  1886;  vgl.  besonders  den 
§  7);  Eönigsberger,  Der  Cauchy'sche  Satz  von  der  Existenz  der  Integrale 
einer  Differentialgleichung  (CreUe's  Journal,  fortges.  von  Eronecker  1889, 
Bd.  104,  8. 174  —  176),  endlich  zwei  wichtige  Abhandlimgen  von  E.  Picard, 
1)  Sur  un  point  de  la  Theorie  g^n^rale  des  öquations  diff<6rentielles  (Bulletin 
des  Sciences  math^matiques,  1887,  11.  s6rie,  Bd.  11,  1.  Theil,  S.  194 — 198), 
wo  er  beweist,    dass   ein  System   holomorpher  Differentialgleichungen   nur 
ein  System  holomorpher  Integrale  hat;    2)   Sur  la  oonvergence   des   s^ries 
representant   les   integrales    des    6quations    differentielles    (Ebenda,    1888, 
Bd.  12,  1.  Theil,  S.  148 — 156),  wo  er  den  Convergenzkreis  dieser  Reihen 
weiter  ausdehnt,  als  wie  er  von  Briot  und  Bouquet  angegeben  worden  war. 
Diese  letztere  Arbeit  ist  um   so  bemerkenswerther,    als   der  Verfasser 
darin   das    erste    Oauchy'sche  Beweisverfahren   auf  Differentialgleichungen 
anwendet,   in  denen   die  Veränderlichen   imaginär  sind,    diese  Ausdehnung 
geschieht  mit  Hülfe  des  Satzes  von  Darboux  AFz  =  ÄA0  F'{ss  -|-  SA0) 
über  die  Zunahme  einer  Funktion  F(e)  einer  imaginären  Veränderlichen  z. 
III.   Partielle  Differentialgleichungen,     Man   verdankt  Cauchy   auch 
die  ersten  Untersuchungen    über   die  Existenz   der  Integrale  der  partiellen 
Differentialgleichungen.     Über  diesen  und  über  verwandte  Gegenstände  hat 
er  eine  grosse  Anzahl  mehr  oder  weniger  umfangreicher  Abhandlungen  in 
den  Bänden  14,  15  und  16  (1842,  1843)  der  Comptes  rendus  und  ander- 
wärts veröffentlicht.  Wir  erwähnen  besonders  die  drei  folgenden:  1)  Memoire 
sur  un  th^or^me  fondamental  en  calcul  integral  (Comptes  rendus,   Bd.  14 
S.   1020  —  1026;    Oeuvres    compl^tes,    1888,    I  s6rie,    Bd.  6,   Nr.  167 
S.  461 — 467).    2)  Memoire  sur  Temploi  du  calcul  des  limites  dans  l'inte- 
grations  des  öquations  aux  dörivöes  partielles  (Comptes  rendus,  1842,  Bd.  15, 
S.  44 — 59);    3)  Memoire  sur  l'application   du   calcul   des  limites  ä  Tintö- 
gration  d'un  Systeme  d'öquations  aux  d6riv6es  partielles  (Ebenda,  S.  85 — 101). 
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Nachtrag  I  zur  zweiten  Auflage.  29 

Die  hauptsächlichsten  Arbeiten,  welche  seitdem  über  die  Frage  ver- 
öffentlicht wurden,  sind  die  folgenden: 

Darboux:  Memoire  sur  Texistence  de  Tint^grale  dans  les  ^quations 
aux  dtov6es  partielles  contenant  un  nombre  quelconque  de  fonctions  et  de 
variables  (Comptes  rendus,  1875,  1.  semestre,  t.  LXXX,  p.  101—104, 
317—319). 

Möray:  1.  Sur  Texistence  des  integrales  d'un  Systeme  quelconque 
d'^uations  diflförentielles,  comprenant  comme  cas  trös-restreint  les  öquations 
dites  aux  d6riv6es  partielles  (Ebenda,  p.  389—393,  444).  2.  Demonstration 
generale  de  Texistence  des  integrales  des  ^quations  aux  d^rivees  partielles 
(Journal  de  math^matiques  pures  et  appliqu6es,  1880,  3.  s^rie,  t  VI, 
p.  235 — 266),  3.  Öur  la  conyergence  des  döveloppements  des  integrales 
ordinaires  d'un  Systeme  d'^quations  differentielles  totales  ou  partielles  (En 
coUaboration  avec  M.  Biquier)  (Annales  de  l'Ecole  normale  superieure, 
3.  serie,  1889,  t.  VI,  p.  355  —  378;  1890,  t.  VH,  p.  23—88).  4.  Sur 
les  syst^mes  d'^quations  aux  derivöes  partielles  qui  sont  d^pourvus  d'inte- 
grales,  contrairement  d.  toute  pr^vision  (Comptes  rendus,  1888,  1.  semestre, 
p,  648  —  651)  mit  einer  Bemerkung  von  Darboux  p.  651 — 652,  in 
welcher  derselbe  angiebt,  dass  auf  diese  eigenthümliche  Thatsache  schon 
früher  von  S.  von  Kowalevsky  hingewiesen  worden  ist. 

Sophie  von  Kowalevsky,  Zur  Theorie  der  partiellen  Differential- 
gleichungen (Crelle's  Journal,  fortgesetzt  von  Borchardt,  Bd.  80,  S.  1 — 32, 
8.  März  1875). 

Diese  wichtige  Arbeit  ist  ihrem  wesentlichen  Inhalt  nach  in  mehreren 
spater  veröffentlichten  Werken  reproducirt  worden,  so  namentlich  in  dem 
3.  Kapitel  des  dritten  Bandes  von  Jordans  Cours  d'Analyse,  sowie  in 
dem  1.  Kapitel  der  Le^ons  sur  les  equations  aux  d6rivees  partielles  von 
Goursat  (Paris,  Hermann,  1890).  Wir  haben  dieselbe  im  Anhange  mit 
gütiger  Erlaubniss  der  Verfasserin  vollständig  abgedruckt. 

lY.  Singulare  Lösungen.  Von  Leibniz  bis  Cauchy  ist  die  Theorie 
der  singulären  Lösungen  der  gewöhnlichen  und  partiellen  Differential- 
gleichungen Gegenstand  zahlloser  Untersuchungen  gewesen.  Dieselben  sind 
zum  grössten  Theile  kurz  wiedergegeben  in  dem  gewissenhaften  und  zu 
wenig  bekannten  Werke  von  L.  Houtain:  Des  solutions  singuli^res  des 
equations  differentielles  (Auszug  aus  den  Annales  des  üniversites  de  Belgique, 
Bruxelles,  Lesigne,  1854,  ein  Oktavband  von  X  und  345  Seiten).  Fast 
alle  vorher  angeführten  Schriften  beschäftigen  sich  von  höherem  fanktionen- 
theoretischen  Standpunkte  aus  mit  diesem  Gegenstande. 

Im  Jahre  1873  veröffentlichte  Darboux  eine  Abhandlung:  Sur  les 
Solutions  singuli^res  des  equations  aux  deriv^es  ordinaires  du  premier  ordre 
(Bulletin  des  sciences  math^matiques  et  astronomiques,  t.  IV,  p.  158 — 176), 
welche  in  der  geometrischen  Interpretation  dieser  Lösungen  eine  neue  Bahn 
eröffnete  und  in   derselben  Richtung  sich  bewegende  Untersuchungen  ver- 
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30  Entstehung  der  part.  Differentialgleichungen.  [Nr.  16] 

schiedener  Geometer,  besonders  von  Casorati  und  Cayley,  hervorrief.  Er 
hat  auch  die  analogen  auf  die  Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen 
bezüglichen  Fragen  in  einer  schönen  Arbeit  eingehend  untersucht,  welche 
von  der  Pariser  Akademie  der  Wissenschaften  mit  einem  Preise  ausgezeichnet 
wurde  und  den  Tit«!  führt:  Memoire  sur  les  Solutions  singuli^res  des 
equations  aux  derivees  partielles  du  premier  ordre  (Der  Akademie  einge- 
reicht am  29.  Mai  1876,  veröffentlicht  im  Jahre  1883  in  dem  27.  Bande 
der  M^moires  des  savants  etrangers,  Nr.  2,  p.  1 — 243.  in  4^).  Es  ergiebt 
sich  aus  diesen  schönen  Untersuchungen,  dass  die  Beziehungen  zwischen  den 
singulären  Lösungen  und  den  vollständigen  Integralen,  wie  solche  in  dem 
vorliegenden  Werke  nach  Lagrange  und  Jacob  i  auseinandergesetzt  werden, 
die  Existenz  vollständiger  Integrale  von  solcher  Form  voraussetzen,  dass 
man  auf  sie  die  Rechnungen  der  Nr.  6 — 8,  10 — 18  anwenden  kann.  Man 
findet  einen  ausführlichen  Auszug  aus  den  Untersuchungen  Darboux's  in 
dem  10.  Kapitel  der  oben  erwähnten  Le9ons  von  Goursat. 
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L  Buch. 

Methode  von  Lagrange  und  Pfaff.') 


1.  Kapitel. 
Lineare  partielle  Differentialgleichungen.^) 

§  5.      Lineare  partielle    Differentialgleichungen    mit     zwei    unabhängigen 
Veränderlichen, 

16.  Entstehung  dieser  Gleichungen.  —  Es  seien  u  und  v  zwei  ge- 
gebene Funktionen  der  Veränderlichen  x\  y,  z  und 

^(«,  tO  =  0 (1) 


^)  Wir  geben  in  diesem  ersten  Buche  nicht  nur  die  Arbeiten  von  Lagrange 
und  Pf  äff,  sondern  auch  die  ersten  Abhandlungen  von  Jacobi,  welche  die 
Untersuchungen  jener  beiden  Geometer  mit  einander  in  Zusammenhang  bringen, 
kurz  wieder. 

^  Die  Theorie  der  linearen  partiellen  Differentialgleichungen  rührt  im 
Wesentlichen  von  Lagrange  her,  der  sie  unter  verschiedenen  Formen  in  den 
„Abhandlungen  der  Berliner  Akademie"  vom  Jahre  1779  und  1785,  in  den  Le90ns 
8ur  la  theorie  des  fonctions,  Le^on  20,  und  in  der  Theorie  des  fonctions  analy- 
tiques,  Kap.  XVI  des  ersten  Theiles,  auseinandergesetzt  hat.  Über  die  wahre 
Tragweite  des  hier  dargelegten  Integrationsverfahrens  vgl.  man  den  §  I  der  Ab- 
handlung von  Jacobi:  Dilucidationcs  etc.  (Crelle's  Journal,  Bd.  23).  Im  Grunde 
genommen  wird  niu:  der  Zusammenhang  festgestellt,  welcher  zwischen  der  Theorie 
der  linearen  simultanen  Differentialgleichungen  und  derjenigen  der  partiellen 
Differentialgleichungen  besteht.  Bei  unserer  Darstellung  haben  wir  uns  gehalten 
an  diejenige  von  Serret,  Calcul  integral,  p.  599 — 608,  Boole,  A  treatise  etc., 
p.  324—385,  Suppl.  p.  56  —  69,  und  Gilbert  (Vgl.  die  letzte  Note  zu  Nr.  20). 
In  dem  Nachtrag  11  am  Schlüsse  dieses  Kapitels  legen  wir  eine  andere  im  Wesent- 
lichen von  Cauchy  entlehnte  Methode  dar.  Wir  haben  im  Jahre  1881  in  den 
Annales  de  la  soci^te  scientifique  de  Bruxelles,  t.  V,  p.  17 — 33  unter  dem  Titel: 
Notes  sur  les  öquations  aux  derivees  partielles  eine  kleine  Abhandlung  veröffent- 
licht, von  der  man  insbesondere  S.  17 — 22  vergleichen  möge. 
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Methode  von  Lagran^  und  PfaC 


[Nr.  16—17] 


irgend  eine  Beziehung  zwischen  diesen  Funktionen.     Dann  besteht  zwischen 
x^  y,  z  und  den  partiellen  Ableitungen  von  e  nach  x  und  y 


dz 


dz 

dy 


eine   Relation,    welche  von  der  Form  der  Gleichung  (1)  unabhängig  und 

linear  in  Bezug  auf  p  und  q  ist. 

Zum  Beweise  differentüren  wir  die  Relation  (1)  nach  x  und  y;    dies 

giebt: 

SF  (du         9u     \     t     §E  l^   ^  ^JLn\  =  0 
du  \8x  '^    Sz^j    "^    6v  \dx  '^  dz^l 

du  \dy  ^    Sz  ^J   ^   Sc   Uy  ^  dz  */ 

Hieraus   ergiebt  sich,   wenn   man   die   Ableitungen   von  F  nach  u  und  v 
eliminirt: 


d.  h. 


dx  "*"  h  ^'  dy  '^   dz^ 
9v     ^     dv         ^     i     ^ 
dx  "^   dz  ^'  dy   '^  dz  ^ 


=  0, 


du 

du 

du 

du 

du 

du 

dx' 

sy 

+  P 

dz' 

9y 

+  5 

di' 

dt 

dv 

dv 

dv 

dv 

dv 

dv 

dx' 

9y 

dz' 

«y 

di' 

dz 

0, 


oder  auch,   wenn   man  die  Bezeichnung   der  Functionaldeterminanten  an- 
wendet: 

d{u,  V) 

B[x,y)' 


d(u,v)     ,         d{u,v) 


s{y,z)    •    ^  d{z,x) 

Wir  schreiben  diese  Gleichung  in  der  abgekürzten  Form: 

Xp+  Tq  =  Z 

-.  _   d{u,  v)     y g(u,  t?)     y  d{u,v) 

~    d^y^zy    ^  —  d(z,xy   ^  —  d(x,yy 


indem  wir  setzen: 


(2). 


1?.  System  von  simultanen  gewöhnliohen  DifiEbrenüalglei- 
ohungen,  welches  der  Gleiohung  (2)  entsprieht.^)  Den  Eigenschaften- 
der Determinanten  zufolge  hat  man: 


^)  Bei  Gelegenheit  der  Gleichungen  mit  n  unabhängigen  Veränderlichen 
legen  wir  dieselbe  Sache  mit  noch  grosserer  Benutzmig  der  Determinanten  dar. 
Der  Leser  mag  urtheilen,  welche  von  diesen  beiden  Darstellungen  den  Yonng 
verdient. 
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Aequivalentes  System  gewöhnlicher  Differentialgleichungen. 


3a 


oder  auch: 


du     du  du 

Ix'   dy'  dz 

du    du  du 

dx'  'dy'  ~dz 

dv     dv  dv 

Ix'  'dy'  'di 

du 


0, 


dv  dv  dv 
d~x'  'dy'  'dz 
du  du  du 
^'  ^'  ~dz 
dv  dv  dv 
dx'    dy'    dz 


=  0, 


X  ^  +   T^  +  z  ^  =  0 
dx     *  dy     *  dz 


(8). 


Ans  diesen  Gleichungen  geht  hervor,  dass  die  Relationen 

u  =  a,       V  =  b, 

wo  a  und  b  Constanten  sind,  ein  Integralsjstem  der  Gleichungen 

äx    dy^  dz^  ... 

X   ~    Y    ~    Z        ^^ 

bilden. 

Man  kann  diese  Bemerkung  auch  noch  anders  ausdrücken,  indem  man 
sagt,  die  Gleichungen 

r  =  -jy  X 

dx 


haben  zum  Integralsystem: 
oder  auch 


dx 


u  =  a,     V 


Jf*!  («,«)  =  Ä,    F^{u,v) 


(5). 
(6), 


WO  Ä  und  B  neue  willkürliche  Constanten  sind  und  F^  und  F^  irgend- 
welche Funktionen  bezeichnen.  In  der  That  kann  man  die  Gleichungen 
(5)  aus  den  Gleichungen  (6)  und  umgekehrt  ableiten.  Man  kann  auch 
direkt  beweisen,  dass  die  Differentiale  dF^^  dF^  identisch  Null  sind,  wenn 
man  das  Bestehen  der  Relationen  (3)  und  (4)  voraussetzt.  Aus  F^  =  A 
leitet  man  nämlich  mit  Hülfe  von  (4)  und  (3)  her: 

d.  h. 

0  =  0. 

umgekehrt,  wenn  t«  &=  a,  t;  =  &  verschiedene  Integrale  des  Systems 
(4)  sind,  in  welchem  Z,  F,  Z  irgendwelche  Funktionen  von  o?,  y,  e  sind , 
M  ansion,  Part.  Differentialgleichimgen.  3 
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S4  Methode  von  Lagrange  und  Pfaff.  [Nr.  17 — 18] 

d.  li.  wenn  die  Relationen  (3)  ezistiren,  so  ist  jede  Gleichung 

F(«,  f,)  _  0 (1) 

zwischen  den  Funktionen  u  und  v  eine  Lösung  der  Gleichung 

Xp  +  Tq  ^  Z. 
Man  erh&lt  nämlich  aus  der  Gleichung  (1): 

du    dx    "^    dv    dx  "^  ^  [du    dz    "*"    8v    8z  )  '^ 

9u    Sy    "^    9v    ^  ^  ^  \du    dz    '^    9v    Sz  )  ^ 

>u    Sz    '^    8v    dz  \du    9z    '^    dv     dz  ) 

Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  resp.  mit  Xy  Y^  Z  und  addirt  sie 
dann,  so  erhält  man: 

+  (-^f+ft)(*+^'-^-«'- 

Zufolge  der  Gleichungen  (8)  ergiebt  sich  hieraus 

Xp+Yq^  Z, 

wodurch   der  Satz   bewiesen  ist.     Dieser  Schluss  würde  jedoch  eine  Aus- 
nahme  erleiden,   wenn   man   die   Relation  (1)  derart  gewfiblt  hätte,   dass 

i^  =  ^  ^  +  ^  ^,  der  Coefficient  von  Xp  +  Yq  —  Z  m  der  vor- 
dz  du     dz     '      9v    dz^  -r    I        a 

letzten  Gleichung,  beständig  Null  wäre.  In  diesem  Falle  aber  würde  die 
Relation  (1)  e  gar  nicht  enthalten,  ein  Fall,  der  oflfenbar  ausgeschlossen  ist. 
Somit  entsprechen  sich  die  partielle  Gleichung  (2)  und  die  simultanen 
Gleichungen  (4)  in  bemerkenswerther  Weise.  Zwei  Lösungen  (6)  der  Glei- 
chung (2)  von  der  Form  (1)  geben  unmittelbar  das  Integralsystem  der 
Gleichungen  (4),  und  umgekehrt  fuhrt  das  Integralsystem  (5)  der  Gleichungen 
(4)  unmittelbar  zu  einem  Integral  (1)  der  Gleichung  von  der  Form  (2). 
Wir  werden  sehen,  dass  jede  Lösung  der  Gleichung  (1)  übrigens  nothwendig 
von  dieser  Form  ist,  wodurch  die  Lösung  der  Gleichungen  von  der  Form 
(2)  vollständig  auf  diejenige  der  Gleichungen  von  der  Form  (4)  und  um- 
gekehrt zurückgeführt  wird. 

18.  Integration  der  linearen  partiellen  Differentialglelohungen 
erster  Ordnung  mit  swei  unabhängigen  Veränderlichen«    —  Es  sei 

Xp  +Yq  =  Z 
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Integration  der  part.  Differentialgleichtingen  mit  zwei  Ver&nderlichen.      35 

eine  lineare  partielle  Differentialgleicbiing.    Wenn  u  =  a,  v  =sh  Lösungen 

des  Systems 

dx  dy  dz 

X  ~   Y  ~  Y 
sind,  so  dass  man  identisch  hat: 


dx    '         *y    '         dz 
dx    *         dy  de 


(3). 


SO  kann  man  schreiben: 


X: 


S{u,v) 


9(u,v) 


2r  .  ^(^.  9) 

'  d{x,y) 


M, 


9(y,  ß)  '  d{z,  x) 

wo  M  den  gemeinschaftlichen  Werth   dieser   drei   identisch   gleichen  Ver- 
hältnisse bezeichnet. 

Die  gegebene  partielle  Differentialgleichnng  kann  demnach  in  die  Form 
gebracht  werden: 

oder  nach  und  nach: 

Pf    q,  —1 

§u  du  du 

^     dx'  dy'  dz     =  ^» 

dv  dv  dv 

dx'  dy'  dz 


0 
du 


—  1 


,  ^  ^*    I  du  ^ 

dx  "^  ^  dz'  dy  '^  ^  dz'  dz 

dv  .  dv  dv     .  dv  dv 

dx  ^  ^  di'  dy  ^  ^  Tz'  dz 


0, 


oder  mit  VerSnderung  der  Zeichen: 


M 


du  du 
dx'  dy 
dv  dv 
dx^  dy 


=  0. 


Man   kann   somit   der   gegebenen  Gleichung   auf  zwei  Arten  Genüge 
leisten,  einmal,  indem  man 

M  =  0, 
das  andere  Mal,  indem  man 

d"^  =  0 

^,  y 
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36  Methode  von  Lagrange  und  Pfaft.  [Nr.  19—20] 

setzt.  Nach  einer  Eigenschaft  der  Functionaldetenninanten  ^)  ergiebt  sich 
aus  der  letzteren  Bedingung,  dass  jede  Lösung  der  gegebenen  Gleichung 
von  der  Form  ist*): 

F{u,  v)  =  0, 

wofern  nicht  die  Gleichung  Jlf  ss  0  eine  Lösung  giebt,  die  nicht  in  dieser 
Relation  enthalten  ist  Der  vorhergehenden  Nununer  zufolge  ist  übrigens 
jede  Belaüon  von  der  Form  F(u,  t?)  ns  0  eine  Lösung. 

19.  Bestimmuxig  der  willkürlichen  Funktion;  geometrische 
Deutung.  —  Wegen  der  willkürlichen  Form  der  Funktion  F  kann  man 
der  Lösung  eine  Bedingung  auferlegen  wie  die  folgende:  Für  x  s=s  Xq 
soll  zwischen  y  und  e  eine  gegebene  Relation 

w(y,z)^0 (8) 

bestehen.  Setzt  man  in  den  Funktionen  u  und  v  x  =  Xq,  so  erhält  man 
für  diesen  Werth  Xq: 

u  =  u^df^g) (9) 

V  =  ^o(y^^) (10). 

Eliminirt  man  y  und  z  zwischen  diesen  drei  Gleichungen,  so  sei 

F(w,  v)  =»  0 (11) 

das  Resultat  dieser  Elimination,  derart,  dass  man  umgekehrt  (8)  aus  (9), 
(10),  (11)  durch  Elimination  von  u  und  v  ableiten  kann.  Offenbar  genügt 
die  Relation  (11)  der  gegebenen  Gleichung  und  der  gegebenen  Bedingung, 
denn  macht  man  darin  x  =  Xq,  so  reducirt  sie  sich  auf  (8). 

')  Baltzer,  Determinanten,  §  XUI,  Nr.  8,  S.  114. 

^  Lagrange  hat  diese  Bemerkmig  nnr  in  seiner  Abhandlung  vom  Jalire 
1785  bewiesen.  In  seinen  andern  Schriften  Über  diesen  Gegenstand  vor  und  nach 
dem  Jahre  1785  nimmt  er  sie  stillschweigend,  ohne  sie  zu  beweisen,  an.  Die 
Form,  die  wir  dem  Beweise  gegeben  haben,  ist  Fh.  Gilbert  entlehnt  (Annalee 
de  la  Soci^t^  sdentifiqne  de  Bruxelles,  1885,  t.  IX,  p.  41—48:  8ur  rinUgration 
des  equations  lineaires  aux  derivees  parÜeUes  du  premier  ordre),  der  auf  die  Existenz 
der  durch  den  Faktor  M  gegebenen  Lösungen  aufmerksam  gemacht  und  damit 
eine  räthselhafte  Stelle  in  den  IHlucidationes  von  Jacobi  (Am  Schlüsse  des  §  3, 
Ges.  Werke,  IV,  S.  169)  klargelegt  hat.  Das  Verfahren  von  Lagrange  (M^oire 
von  1785,  Nr.  3  und  4)  hätte  zur  Entdeckung  des  Faktors  M  führen  können, 
denn  dieser  Faktor  ist  beim  Übergange  von  der  ersten  zur  zweiten  Gleichung 
der  Nr.  4  ohne  Grund  weggelassen.  Ph.  Gilbert  hatte  schon  früher  auf  die 
Unzulänglichkeit  der  Üblichen  Art  dar  Auseinandersetzung  hingewiesen  in  einer 
kleinen  Abhandlung:  Sur  les  integrales  des  equations  lineaires  aux  derivies  par- 
tielles du  premier  ordre  (Annsles  de  la  Soci^t^  scientifique  de  Bruxelles,  1880,  t. 
IV,  2.  partie,  p.  273—276).  J.  Co  ekle  (Educational  Times,  1880,  XXXTÜ,  p.  19—20) 
war  ebenfalls  auf  die  Lösung  x  -\-  y  -\-  z  =  0  der  partiellen  Differentialgleichung 
(x  j^-  y)  (1  ^  jp  -4-  g)  -|-  ;p|i  =  0  gestossen,  welche  nicht  in  dem  allgemeinen  Inte- 
grale enthalten  ist  und  die  gegebene  Gleichung  nicht  identisch  befriedigt  (vgl. 
Nr.  20,  Beispiel  VI).  Um  den  Einwürfen  von  Gilbert  zu  begegnen,  haben  wir  die 
im  Nachtrag  II  dargelegte  und  oben  (Nr.  16,  Anm.  2)  erwähnte  Methode  verOffiBnt- 
licht. 
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Bestimmazig  der  wülkürlichen  Function.  37 

Man  kann  auch  andere  Bedingungen  als  die  eben  angegebene  vor- 
schreiben ;  um  dieselben  leichter  ansdrücken  zu  können,  wollen  wir  die  oben 
angegebene  Lösung  geometrisch  deuten.     Die  Gleichung 

Xp+Yq=^Z (2) 

druckt  eine  Eigenschaft  der  Tangentenebene  der  durch  die  Gleichung 

F(u,v)  =  0 (1) 

dargestellten  Fläche  aus.  Diese  Fläche  wird  offenbar  erzeugt  durch  die 
Kurven^  deren  Gleichungen  sind: 

u  s=  a,    V  =  h (5) 

und  die  der  durch  die  Relation 

F(a,h)  ==  0 (12) 

ausgedrückten  Bedingung  unterworfen  sind.  Man  kann  nun  Terlangen,  dass 
diese  Flfk^he  durch  eine  gegebene  der  y^-£bene  parallele  Kurve 

X  =  ajo,  w{y,e)  =  0, 

wie  wir  es  oben  gethan  haben,  oder  durch  eine  beliebige  Kurve  hindurch- 
geht, deren  Gleichungen  sind 

oder  dass  sie  eine  gegebene  Flftohe  berühre,  oder  dass  sie  einer  beliebigen 
andern  derartigen  geometrischen  Bedingung  genüge.  In  jedem  besonderen 
Falle  leitet  man,  sobald  man  die  analytische  Bedingung  (12)  hat,  daraus 
unmittelbar  die  Gleichung  der  Flftdie  her.  Man  ersieht  hieraus,  dass  die 
Bestimmung  der  Form  von  F  eine  Frage  der  analytischen  Geometrie  des 
Baumes  ist. 

20.  Beispiele.  J.  Gleichungen  der  Cylinderflächen.^)  Die  CyHnder- 
flächen,  deren  Brzeugend.e  der  Geraden 

X  =  ajsf  +  a\   y  =  bjs;  +  b' 

parallel  sind,  haben  zur  endlichen  Gleichung 

X  —  a/s  =  q)(jf  —  hz) 

und  somit  als  partielle  Differentialgleichung: 

ajp  +  ^Ö'  =  !• 

Umgekehrt  gehören  diese  Gleichungen  nur  Cylinderflächen  zu.  Dies 
ist  klar  in  Bezug  auf  die  erste.  Die  zweite  hat  die  erste  zum  Integral, 
denn  das  entsprechende  System  von  simultanen  Gleichungen 

^)  Wir  geben  diese  elementaren  Beispiele  der  Vollständigkeit  halber.  Im 
Nachtrag  m  integriren  wir  die  Gleichmigen  der  Regelflächen  in  fast  allen  Fällen 
durch  Reduction  auf  lineare  Gleichungen  erster  Ordnung. 
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38  Methode  Ton  Lagrange  und  Pfaff.  [Nr.  20] 

dx  dy         de 

führt  unmittelbar  zu  der  folgenden  Gleichung  der  Ihrzengenden,  welche 
einer  gegebenen  Richtung  parallele  Geraden  sind: 

X  —  az  =  a\    y  —  ft^er  ==  6'. 

Die  partielle  Differentialgleichung  der  Cylinderflftchen  drCLckt  aus,  dass 
die  Tangentialebene  parallel  der  Richtung  der  Erzeugenden  ist.  Die  Glei- 
chung üf  =  0  fiihrt  zu  nichts. 

IL  Gleichungen  der  Kegelflächen.  Die  Kegelfl&chen,  deren  Spitsw  der 
Punkt  {a,  hj  c)  ist,  haben  zur  endlichen  Gleichung: 

und  zur  partiellen  Differentialgleichung 

p{x  —  a)  +  q(y  —  h)  ^=s  e  —  c. 

Liegt  die  Spitze  im  Goordinatenanfangspunkt,  so  nimmt  diese  Gleichung 
die  einfachere  Form  an: 

e  :=  px  +  qy. 

Man  findet  ohne  Mühe,  dass  diese  letztere  Gleichung,  welche  ausdrückt, 
dass  die  Tangentialebene  an  die  Eegelfläche  durch  die  Spitze  geht,  aus- 
schliesslich den  konischen  Flftchen  zugehört  oder,  anders  ausgedrückt,  dass 
die  partielle  Differentialgleichung  die  oben  angegebene  endliche  Gleichung 
zum  Litegral  hat  Die  Gleichung  M  =  0  giebt  die  nichtssagende  Glei- 
chung jer  SB  c. 

HL  Gleichungen  der  Conaidflächen,  Nimmt  man  die  geradlinige 
Direktrix  zur  jsr-Achse  und  die  Richtungsebene  zur  :ry-Ebene,  so  findet  maa 
als  endliche  Gleichung  der  Conoidflftchen 


-Mf) 


und  als  partielle  Differentialgleichung 

i>«^  +  ffy  —  0. 

Diese  drückt  aus,  dass  die  Berührungsebene  die  Erzeugende  enthält,  welche 
durch  den  Berührungspunkt  hindurchgeht.  Integrirt  man  diese  Gleichung, 
so  kommt  man  auf  die  endliche  Gleichung  zurück,  was  beweist,  dass  die 
partielle  Differentialgleichung  nur  den  Conoidflächen  zugehört.  Die  Glei- 
chung üf  SS  0  ergiebt  keine  Lösung. 

IV.  BotaHonsflächen.     Man  kann  eine  Rotationsfläche  als  den  Ort  eines 
beweglichen  Kreises 

Ä?*  +  »*  +  «*  ==  «, 
Ä  cos  a  -f-  y  cos  ^  +  jET  cos  ;/  =  5 
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betrachten,  dessen  Ebene  zu  der  durch  die  Cosinus  coso,  cos^,  cos  ^be- 
stimmten Bichtung  senkrecht  steht,  wenn  man  annimmt,  dass  die  Botations^ 
acbse  diese  Bichtung  hat  und  durch  den  Coordinatenanfangspunkt  hin- 
durchgeht.    Die  endliche  Gleichung  der  Botationsflftchen  ist  somit: 

a?  cos  a  -f-  y  cos )S  +  jET cos;/  =  99 (a?*  -f-  y*  +  ^')- 

Wenn  man  nach  x  und  y  differentürt  und  überdies  noch  eine  identische 
Gleichung  der  Symmetrie  wegen  mit  hinschreibt,  erh&lt  man: 

cos  a  +  i?  cos/  a=  2q>\  (x  +  pa), 

coRß  +  q cos/  =  2q>\  (y  -f-  qg), 

cos/  —    cos/    =  Zq^.  {g  —  Sf). 

Hieraus  folgt  unmittelbar: 

P,  ff,  —  1 

a?  +  -P^,     y  +  9e,    e  —  e 
cosa,         cos^,       cos/ 

oder  wenn  man  die  erste  Zeile  mit  z  multiplicirt  und  dann  Ton  der  zweiten 
snbtrahirt: 

P,  ff,        —1 

X,  y,  z        =  0. 

cosa,     cos^,     cos/ 

Dies  ist  die  partielle  Differentialgleichung  der  ümdrehungsflftchen.  Man 
kann  dieselbe  auch  schreiben: 

p (y cos/  —  £  cos ß)  +  q{z cosa  —  xcosy)  =>  xco%ß  —  y cos a. 

Von  dieser  Gleichung  kann  man  leicht  wieder  zu  der  endlichen  Glei- 
chung der  Botaüonsflftchen  gelangen«  Zu  dem  Zwecke  hat  man  das  Hül&- 
system  zu  integriren: 

dx  dy  dz 


yy 

cosß, 


z 
cos/ 


cos/, 


X 

cosa 


cosa, 


y 

cos/} 


Diese  drei  Verhältnisse  sind  den  folgenden  gleich,  in  denen  die  Nenner  und 
infolgedessen  auch  die  Z&hler  Null  sind: 


xdx  +  ydy  -f-  zdz 


cos  culx  +  cos  ßdy  +  cos/der 


«»         y,         e 

Xj         y,        e 

cos  a,     cos  ß^    cos  / 


cosa, 
cosa, 


cos^, 

y. 

cosß, 


cos/ 

z 
cos/ 
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40  Methode  Ton  Lagrange  und  Pfaff.  [Nr.  20—21] 

Die  Relationen 

xdx  +  ffdy  -|-  £fdg  =  0, 

cos  adx  -\-  cos  ßdy  -{'  cos  ydz  =»  0 

geben  unmittelbar  die  Integrale  des  Hülfssystems: 

Ä?*  +  y*  +  ^'  =  a, 
a?  cos  a  +  y  cos  /?  +  j?  cos;/  =  b 

und  somit  ist  das  Integral  der  partiellen  Differentialgleicbimg: 

a?co8a  +  ycos^S  -f-  zcosy  8=  q)(x^  +  y'  +  ^*)- 

Die  Gleichung  iUT  =  0  giebt  keine  Lösimg. 

Die  partielle  Differentialgleichung  drückt  aus,  dass  die  Normalen  iSngs 
eines  Parallelkreises  der  Fl&che  die  Rotationsachse  in  einem  und  demselben 
Punkte  treffen.!) 

F.  Orthogonale  Trajektorien.^)     Wenn 

F{x,  y.  z,k)  =  0 

in  rechtwinkligen  Coordinaten  eine  Schaar  von  Flächen  darstellt,  die  den 
verschiedenen  Werthen  Ton  k  entsprechen,  so  ist  die  Gleichung 

dF  dF  ^^  dF 

die  Bedingung  dafür,  dass  eine  andere  Fläche,  deren  Berührungsebene  die 
Richtungscoefficienten  p,  q,  —  1  hat,  zu  ihr  normal  ist.  Eliminirt  man  k 
zwischen  den  beiden  vorstehenden  Gleichungen,  so  ist  die  resnltirende 
Gleichxmg  die  partielle  Differentialgleichung  der  orthogonalen  Trajektorien 
der  gegebenen  Fläche.  Diese  Gleichung  ist,  wie  man  sieht,  von  der  ersten 
Ordntmg. 

Als  Beispiel  betrachten  wir  die  Ellipsoide: 

^2  -r  52   -1-  c» 
Die  partielle  Differentialgleichung  der  orthogonalen  Trajektorien  ist: 


^)  Wenn  wir  nicht  irren,  hat  Monge  zuerst  die  partiellen  Differential- 
gleichungen der  verschiedenen  Arten  von  Flächen  ffegeben.  Siehe  seine  Feuilles 
d' Analyse  appliquee  ä  la  geomHrie,  ä  Vueage  de  VEcole  polyteehnique,  publiees  la 
premüre  annee  de  cette  icole  {an  III  de  la  Sipublique)  Nr.  4,  5  tmd  6,  sowie  alle 
Lehrbücher  über  Infinitedmalrechnnng. 

^  Lagrange,  Abb.  d.  Berliner  Akad.,  1785,  S.  188,  Nr.  15;  Oeuvres,  V, 
p.  560. 
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Gleichungen,  welche  linear  gemacht  werden  kGnnen.  41 

Man  findet  unmittelbar  als  aUgemeinee  Integral 


^ 
z^ 


-(S) 


und  Jf  =:  0  giebt  die  evidente  Lösung  jer  =  0. 
TT.  Bit  GlekAtmg 

(x  +  y)  (1  +p  +  q)  +  Jsp  =  0 
führt  zu  den  Hül&gleidhmigen: 

dx  dy       —  dz 

x  +  y  +  z  a?  +  y  ^  +  v' 

Dieselben  besitzen  zum  allgemeinen  Integralsystem:  u  =^  a,  v  =^  ß,  wo 
u  =  y  +  z,    V  ^log(x  +  y  +  z)+    a^  +  y  +  ^g 

ist.  Der  Faktor  M  ist  gleich  {x  +  y  +  xfy  und  giebt  die  smgnl&re  Lösung 
X  -{-  y  -{-  z  =  0,  die  nicht  in  dem  allgemeinen  Integral  v  =b  <p(u)  ein- 
halten ist  (Cockle). 

21.    Über  einige   Gleichungen,    welche  man   linear  machen 
kann.^)  —  I.  Es  sei  zunächst  die  Gleichung  gegeben: 

xfi  (p,  q,2-px-qy)  +  yf^  0,  q,  z—px—qy)  +  f^  (jß,q,z-'PX-qif)=^0. 

Setzt  man: 

u  =  z  —  px  —  qy, 
so  ist: 

du  =i  —  xdp  —  ydq, 

und  somit,  wenn  man  p  und  q  als  unabhängige  VeränderKche  nimmt: 

i^    (Jtt  du  

^  ~  ~"  ^'  5^  —  ""  ^• 

Mithin  geht  die  Gleichung  über  in: 

^  fi  (P,  ö',  «*)  +  5^  /i  ij^y  ff.  ^)  =  h  {P^  ff»  «*). 


')Lagrange,Abh.d.Berl.Akad.  1774,  Oeuvre8,t.IV,  Nr.58,p.  83;Lacroix, 
t.  U,  p.  558,  t.  III,  p.  708.  Chasles,  Bapport  sur  lea  progrhs  de  la  geometrie, 
p.  90 — 91,  Paris  1870,  erwähnt  verschiedene  Arbeiten  über  die  Gleichmigen  dieser 
Art,  deren  Entdeckmig  er  Monge  zuschreibt.  Siehe  überdies  eine  Bemerkung 
von  Orloff,  Bulletins  de  Bruxelles,  2.  sörie,  t.  XXXm,  p.  113—122,  femer  Lie, 
Mathem.  Annalen,  Bd.  5,  S.  159,  der  eine  Deutung  derselben  auf  Grund  der 
neueren  Geometrie  giebt.  Man  nennt  die  hier  ausgeführte  Transformation  zu- 
weilen die  Legendre'sche  Transformation,  obwohl  die  erste  Idee  davon  Leibniz 
zukommt.  Plücker  beschäftigt  sich  mit  der  geometrischen  Interpretation 
der  Lege ndr ersehen  Transformation  in  seinen  analytisch-geometrischen  Ent- 
wiekelungen  (Sssen,  1831)  S.  265  und  in  Grelle's  Journal,  Bd.  9,  S.  124—134. 


Digitized  by 


Google 


42  Methode  Ton  Lagraage  und  P&ff.  [Nr.  21—22] 

Da  diese  linear  ist,  so  kann  man  das  Integral  derselben  finden.  Ans  diesem 
Integral  erhält  man  die  Werthe  der  Ableitungen  nach  p  und  q\  man  setzt 
dieselben  gleich  x  und  y  nnd  elimiuirt  sodann  zwischen  den  so  erhaltenen 
Gleichungen  und  u  =i  g  — -  px  —  jy  die  drei  GrrOssen  u,  p  und  q. 

Diese  Methode  vereinfacht  sich  im  Falle  der  schon  oben  (Nr.  9)  unter- 
suchten Clair aufsehen  Gleichung: 

z  ^  px  +  qy  +  f(jp,  q\ 

welche  nicht  zu  einer  partiellen  Differentialgleichung,  sondern  zu  der 
Gleichung 

«  —  f(P,  «) 
führt     Man  setzt 

p  =  a,     q^h,     w  =  f{a,  h), 
woraus  sich  ergiebt: 

du  «^  0,     dp  o-  0,     dq  ==s  0. 

Somit  ist  die  Belation  du  as  —  xdp  —  ydq  erfüllt.  Man  findet  übrigens 
als  TollsiAndiges  Integral: 

0  ^^  ax  +  hy  +  f(a,  h). 

n.  Es  sei  zweitens  die  Gleichung  gegeben: 
«/i(y» P,^  —  P^)  =  <2/i (Vf  Pf  e—px)  —  /^(y, p,  8  —  px). 


Setzt  man 

u=-z—px. 

80  wird 

du  =s  ^y  —  xdp 

somit  geht  die  gegebene  Gleichung  über  in: 

I  fi(3f,P,  «)  +  I  f*^'^'  •♦)  -  f^^'^'  «)' 

und  die  Integration  geschieht  wie  im  vorhergehenden  Falle. 
Hat  man  insbesondere 

z  —  px  ^  f(y,  p)y 
so  findet  man  als  transformirte  Gleichung 

u  =  f{y,py 

Man  setze 

P  =  q>{y)\ 

dann  erhält  man  zur  Bestimmung  von  z,  welches  auch  q>  sei,  die  Relation: 
z  =  xq>(y)  +  f\y,  q)(3f)l 

wie  man  im  Voraus  wusste,   da  y  in  der  gegebenen  Gleichung  die  Bolle 
einer  Constanten  spielt. 
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^  6.   Lineare  partielle  Differentialgleichungen  mit  einer  beliebigen  An- 
eoM  von  Veränderlichen. 

22.  Entstehmig  dieser  Gleiohimgen  naoh  Lagrange.  —  Es  seien 
«1^,  u^^  .  .  ,y  Un  n  gegebene  Funktionen  der  Veränderlichen  z,  x^,  x^t . . .,  Xn 


und 


F(U^,  U^,  .  .  .,  Un)  =   0 


(1) 


eine  beliebige  Relation  zwischen  diesen  Funktionen.     Dann  besteht  zwischen 
£j  Xi, . . .,  Xn  und  den  partiellen  Ableitungen  von  e  nach  den  x 


dz 
^1  "  55;' 


dz 

dXn 


eine  Yon  der  Form  der  Gleichung  (1)  unabhängige  und  in  j}^, . .  .,  p^  lineare 
Relation« 

Um  dies  zu  beweisen,  differentiiren  wir  die  Relation  (1)  nach  x^^  x^^ , ,  ,y  x^. 
Dies  giebt: 

"S^  ( a3^  +  "aT  ^i)  +  •  •  •  +  äS;  te  +  IT  ^0  -  ^ 
aF  /  a»,   ,    au,  ^  \  ,  I    *^'  /  ^««  _i   ^»  «  \       A 


aST  ItoT  +  IT  M  +  •  •  •  +  a=;;  (is;;  +  -ä7  ^«j  =  ^- 

Hieraus   folgt,   wenn    man   die  Ableitungen    von  F  nach  u^,  u^,  .  .  .,  Un 
elimiuirt: 

a«i      I     ^1    ^  iVhi     ,     BUn 


oder: 


Bx^ 

dx^ 


j»'*-   ^  ar  ^«' 


au» 

•  ''  8x^ 


dz 

dz 


aa:»  "^    a«   ^«'   •  •  '  aa:„  "^   dz    ^« 


=  0 


wenn  man  setzt: 


(2), 


=   X^P^   +X^^+  ,,.  +  XnPn         .      .      . 
^  _^   a(tlp  M»,  .  .  .,  ttn) 

a(a5i,  o:,, . . .,  Xn) 

^         8(z,x^,...,xn)'      *      aCÄi,  AT,  a^,  ...,«„)'•••'     "     a(a?i,.T„...,aj„-„^). 
Die  Gleichung  (2)  kann  leicht  auf  die  Form  einer  Determinante  gebracht 
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Methode  Ton  Lagrange  und  Pfaflf. 


[Nr.  22-24] 


werden,  welche  eine  Kolonne  nnd  eine  Zeile  mehr  enthalt  als  die  vorher- 
gehende, nämlich: 

"*■     '      dz*    dz'         ''    9s 


9Un 

•'    8x^ 


^""^    dXn'    8Xn'    '    •    •'    SXn 


(20. 


Wenn  man  sich  endlich  die  Relation  (1)  auf  die  Form  gebracht  denkt: 

0 (3), 


80  dass 


Pi  =  — 


9i> 

v«»  • 

*'ii  •- 

'2»  •  •  •»  -'»/ 

Sf^ 

9x, 

»5, 

dXn 

it' 

A 

= 

-■st'- 

>',  Pn    = 

-■57 

dz 

8z 

6z 

ist,  so  gehen  die  Gleichungen  (2)  und  (2'))  wenn  man  sie  nach  Nr.  2  trans- 
formirt,  über  in 

z  ^  +  Zi  1^  +  . . .  4-  ^«  ]?^  =  0    .    .    .    (4) 

8z      *        ^   ^X^      *  *        "  8Xn  ^  ^ 

8tlf      8Ui      8Uj 


oder: 


8un 

^T'    ~8f'    8z  '  '      "  8z 

8ttf      SUj     8u^  8un 

8x^'     8xx'    8xx'  '  '  •'  8Xi 


8Xn'     8Xn '     8Xn 


8Un 

''    8Xn 


=  0 


in 


8(Z,  X^,  X^,   .  .  .,    Xn) 


Diese  Relation  wird  auch  erhalten,  indem  man  dz,  dx^,  dx^^  . .  .,  dx^ 
zwischen  den  Gleichungen  dxp  =  0,  du^  =  0,  .  .  .,  dUn  =  0  eliminirt,^) 

23.  Entstehung  der  linearen  Gleichungen  nach  Lie.  —  Nach- 
dem, was  wir  oben  (Nr.  18)  gesehen  haben,  hat  man  a,,  a^^  •  . .,  a„, 
^,  Xg,  .  .  .,  Xn—\  zwischen  den  Gleichungen 

Wj  —  a,  =  0,     «2  —  Ojj  =  0,  .  .  .,  «„  —  a„  =s  0 


^)  Boole,  Supplement  p.  63,  leitet  die  Gleichung  (4')  aus  dieser  Bemerkung 
her,  anstatt  da«  Umgekehrte  zu  thun,  doch  Bcheiat  uns  dieses  nicht  erlaubt. 
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Aeqnivalente  aimaltane  Differentialgleichoiigen.  45 

&^  +^1  «F  =  ®'  1^  +  ^«  »F  =  * toT  +  P»  -te  =  <^' 

in   denen 

ir=A^(u^  —  a,)  +  ^,  (t*j  —  a^)  +  .  •  .  +  ^_-i  (w„_i  —  a^^)  ^Un  —  ün 

ist,  zu  eliminiren. 

Die  Constanten  a  yerschwinden  von  selbst  aus  den  letzteren  Gleichungen, 
man  hat  daher  die  Grössen  Ä  zwischen  den  Gleichungen 

-    [du,     .         ^Wi\    ,  ,     (äun    ,    _    dun\  rv 


ZU  eliminiren,    was   zu    derselben  Gleichung  fiihrt,    wie    die  Methode  von 
Lagrange. 

24.  Das  der  Glelohnng  (2)  entspTeohende  System  von  simul- 
tanen Difforentialgleichnngen.  —  Nach  den  Eigenschaften  der  Deter- 
minanten wird  die  Gleichung  (4"),  wenn  man  darin  y)  durch  %,  ti^i  "  -  ^^^^  ^n 
ersetzt,  erfüllt  sein,  d.  h.  man  hat: 


•  (5i) 

•  (5,) 

^17  +  ^£  +  - 

.+^»g-:  =  o . 

•     (5»). 

Diese  Gleichungen  drücken  aus,  nicht  nur  dass  die  Gleichungen 

f<i  =  ai,     ^2  =  «2»  •  •  •»  <*n  =  a„     .     .     .     .     (6) 

jede  für  sich  genommen  ein  Integral  der  Gleichung  (2)  sind,  was  uns 
bereits  bekamit  ist,  da  die  Form  von  F  willkürlich  ist,  sondern  auch,  dass 
sie  zusammen  genommen  das  Integralsystem  der  simultanen  Gleichungen 

dz  dXy    dx^  dxn  .„^ 

bilden. 

Multiplicirt  man  (5i)  mit  -i^j   (ög)   mit   -rp-,  .  .  .,  (5„)  mit  ~^,  wo 

diese  Faktoren  die  partiellen  Ableitungen  einer  Funktion  9)(ii],  t^,  .  .  .,  u„) 
sind,  und  addirt  man  die  Eesultate,  so  kommt: 

Z   ^    4-   Xi   ^     +    .    .    .    +     Z„    ;^    ==    0. 

dz     ^       ^  dx^     ^  '        "  dxn 
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46  Methode  von  Lagrange  und  Pfaff.  [Nr.  24—25] 

Es  ergiebt  sich  hieraus,  dass  man  auch  als  Integralsystem  der  Gleichnngen 
(7)  n  verschiedene  Relationen  von  der  Form 

9l  K»  «»».•.»  «*«)  =  ^ 9n  (%,  ^1'-,   «*»)  .=   K       .      (8) 

nehmen  kann,  iind  in  der  That  kann  man  aus  diesen  die  Relationen  (5) 
herleiten.  Überdies  genügen  die  Gleichungen  (8),  da  sie  Ton  der  Form  (1) 
sind,  der  Qleichung  (2).  Man  sieht  daher,  dass  ein  genaues  Entsprechen 
zwischen  den  Gleichungen  (2)  und  (7)  stattfindet,  wodurch  die  Lösungen 
dieser  mit  der  Lösung  jener  und  umgekehrt  in  einen  engen  Zusanmien- 
hang  gesetzt  werden. 

Man  kann  diese  Correspondenz  zwischen  den  Gleichungen  (2)  und  (7) 
auch  direkt  in  folgender  Weise  begründen.  Wir  nehmen  an,  dass  Z,  X^, . . .,  X» 
irgendwelche  Funktionen  von  jer,  x^,  .  .  .,  Xn  und 

**i  =  «1.     <*8  =  ««,..  •»     «*ii  =  »n     .     .     .     .     (6) 

verschiedene  Integrale  der  Gleichungen 

de  dx^   dx^  ^ßn  iT-x 

Z   ~  X,   ~   X,  ~  Xn ^^ 

seien.     Dann  wird  behauptet,  dass  die  Relation 

F(u^,  «8»  •  .  .1  w„)  =  0 (1), 

wo  F  irgendwelche  Funktion  bezeichnet,  eine  Lösung  der  Gleichung 

Z  —  i>iXi   +  p^^;   +   .  .  .  +  PnXn (2) 

ist. 

Aus  (1)  erhält  man  nämlich  durch  Differentiation  und  indem  man 
überdies  noch  eine  identische  Gleichung  mit  hinschreibt: 

Am     A/k        '      Au     A/r       l      '   *   '     i     >,.      *«      *r  -Pl     j-  ^ 


^«1  Sx^  Äu,  dx^    '  '    8un  dx^     "^  ^^   dz 

9F  8u^     ,     SF  dv^  i    SF^  dun     ,         dl 

dUi  8x^   "^   difi  8x^    *    '  '  '    *    dUfi  dx^      '    ^*  dz 


du^  8Xn    "*"    dw,  dXn^       '  '  '^  6Un  dXn    '^  ^^  dz 

.^  l'ii  4-  ^  *?x  j_  .  .  .  4.  ?^  ?!f^    _     —  =  0 
dt<i    dz      '     dM,    Ä^r     ■    '  *  *    '    Bun   dz  dz    "^     ' 

Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  mit  Xi,  X^,  .  .  .,  X,„  Z  und  addirt 
die  Resultate,  so  kommt: 
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f-(^.t+^t+- 

■+^'&+'^] 

+  c(^t+^t+  • 

■+^-fe+^$) 
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(PiZi  +  i?,32  +  .     .  +  P«i»  —  Z)  =  0. 


Die  Relationen  (6)  bilden  Integrale   der   Gleichungen  (7)  nnd   somit 
sind  die  Relationen  (5)  befriedigt.     Die  Coeffidenten  von 

dF      dF  dF 

AM,  '      ^W,  '    *  *  *'      9Un 

in  der  vorstehenden  Gleichung  sind  daher  Null  und  somit  hat  man  im 
Allgemeinen,  da  man  nicht  -^  =  0  oder  F  unabhängig  Ton  z  annehmen 
kann: 

25.  Integration  der  linearen  partiellen  Bifferentialgleichungen 
mit  einer  beliebigen  Anaahl  von  Verftnderliohen.  —  Es  sei 


das  Integralsystem  der  Gleichungen: 


Z 


d^  dagg 

X,  —  X, 


dXn 
Xn 


(6) 

(7), 


SO  dass  man  die  n  verschiedenen  Gleichungen  hat: 


^^+^s+- 

..+z.^_« 

^^+^t+- 

•  ■  +  X.*;  =0 

(5), 


und  somit  identisch  ist: 
2  .  9{ui,  «>> 


Die  Gleichung 

Z  =  i>iXi  +  i^gX,  + 


Jf. 


+  l?»x„ 


.     (2) 


kann    durch  Transformationen  analog  denen  der  Nr.  18  auf  die  Form  ge* 
bracht  werden: 
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48  Methode  von  Lagrange  und  Pfaff.  [Nr.  26—27] 

M.D  ""' "*"    =  0 (9), 

woraus  man  Jf  =  0  und  F{ui,  u^,  .  .  .,  Un)  =  0  den  ügeiischaften  der 
Funktionaldeterminanten  zufolge  erhält. 

26.  Bestimmimg  der  wülkürliohezi  Funktiom  —  Es  werde  vor- 
ausgesetzt, dass  man  die  Form  der  Funktion  F  derart  bestimmen  solle, 
dass  man  für  ^r,,  =  x„^  zwischen  0,  x^j  x^,  .  .  .,  Xn^i  eine  Relation  von  der 
Form 

^o(^>  ^1»  ^ii  •  •  •»  ^«-1)  =  Ö (10) 

habe. 

Man  setze  a;„  »s  o;^  in  den  Werthen  der  u  und  erhalte  auf  diese 
Weise: 


^1   =  ^10  (^»  ^1»  ^2»  •  •  •»  ^n-l) 


l    .     .     .     .     (11). 


Es  sei 

i^(Mi,  1*2,  ...,««)  =  0 (12) 

das  Resultat  der  Elimination  von  z,  x^,  x^,  .  .  .,  Xn-\  zwischen  den  Glei- 
chungen (10)  und  (11),  so  dass  umgekehrt  die  Elimination  von 
^1»  •  •  M  ttji  zwischen  den  Gleichungen  (11)  und  (12)  die  Gleichung 
(10)  giebt.  Macht  man  in  (12)  z„  =  x^^,  so  findet  man  zwischen 
jer,  a?!,  .  .  .,  x^^i  jene  Relation  (10). 

Man  kann  auch  andere  Bedingungen  als  die  eben  angefahrte  vor- 
schreiben und  es  ist  leicht  zu  zeigen,  wie  man  denselben  genügt,  indenti 
man  die  vorhergehenden  Resultate  mit  Hülfe  der  gegenwärtig  gebräuch- 
lichen, auf  einen  Raum  von  n  -{-  1  Dimensionen  bezüglichen  symbolischen 
Ausdrucksweise  deutet. 

Die  Gleichung 

Z  =  i)^Xi  +  p^X^  +  .  .  .  -I-  2)„X„ 

drückt  eine  Eigenschaft  der  linearen  Mannigfaltigkeit  von  n  Dimensionen 
aus,  welche  mit  der  Mannigfaltigkeit  von  n  Dimensionen 

^K,  ^2,  .  .  .,  w„)  =  0 

eine  Berührung  erster  Ordnung  hat.  Diese  letztere  wird  offenbar  erzeugt 
durch  die  Mannigfaltigkeiten  von  einer  Dimension 

«1  =   «1»    «^2  =  «2,  .  .  .,  «n  =  «n     .     .     .     .     (13), 
welche  der  analytischen  Bedingung  unterworfen  sind: 
Fia^,  a^,  .  .  .,  a„)  =  0. 
Diese   analytische  Bedingung   kann  die  Folge  von   geometrischen  Be- 
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dingongeu  sein.  Wenn  z.  B.  die  MannigMtigkeit  F  ss=s  0  durch  die  Mannig- 
faltigkeit von  n  —  1  Dimensionen,  welche  durch  die  Gleichungen 

«j  =  0,   t;^  =  0 (14) 

bestimmt  ist,  hindurchgehen  soll,  so  müssen  in  den  der  erzeugenden 
MannigfiEdtigkeit  (13)  und  der  dirigirenden  MannigMtigkeit  (14)  ge- 
meinsamen Punkten  die  Werthe  der  n  -{-  1  Coordinaten  jgr,  x^^  x^,  .  .  ,^  x„ 
identisch  sein.    Man  findet  somit  die  Bedingung 

F{a^y  Og,  .  .  .,  a„)  =  0, 

indem  man  diese  Coordinaten  zwischen  den  Gleichungen  (13)  und  (14)  eliminirti 
Wir  wollen   femer   noch  annehmen,    dass  die  Mannigfaltigkeit  F  mit 
einer  gegebenen  Mannigfaltigkeit  von  n  Dimensionen 

Fiiz,  «1,  arg,  .  .  .,  Ä^)  =  0 (15) 

eine  lineare  Berährungsmannigfaltigkeit  von  n — 1  Dimensionen  gemeinschaft- 
lich haben  solle.  Längs  der  BerührungsmannigMtigkeit  sind  die  Werthe 
der  Grössen  ji  f ür  F  und  F^  dieselben.     Man  hat  demnach: 

^^  +  ^i^+-+^''S  =  «   •  •  (!«)• 

Die  Gleichungen  (15)  und  (16)  geben  die  BerührungsmannigMtigkeit 
Ton  n  —  1  Dimensionen.  Eliminirt  man  jer,  Xf,  rr,,  . .  .,  Xn  zwischen  den 
Gleichungen  (13),  (15),  (16),  so  findet  man  wiederum  die  Bedingung 
r(<H,  Oj, .  .  .,  a»)  =  Ol)* 

27.  BeiBpiele.  —  I.  Es  sei  gegeben  die  Gleichung  zwischen  vier 
Verftnderlidien : 

(3f  +  *  +  ')i  +  i«  +  i  + '')  ^  +  ('"  +  y  +  ^)  i^ '  +  y  +  f- 

Man  hat  die  folgenden  drei  besonderen  Gleichungen  zu  integpiren: 

^        y  +  t  +  z  '*'' 

dt  _  ^±Äp  dx  =  0 

dz  -  ^^±lp  dx  =  0. 

y+t  +  z 


^)  Die  Autoren  haben  sich  bisher  auf  die  Ermittelung  der  Funktion  F  in 
dem  Falle  beschränkt,  wo  die  Bedingung  (10)  g^egeben  ist,  und  dies  ist  natürlich, 
da  der  Begriff  einer  Geometrie  von  n  -|-  1  Dimensionen  durchaus  neu  ist.  Indessen 
hat  sich  Gauchy  gegen  Ende  der  Abhandlung,  die  wir  weiter  unten  (3  Buch, 
1.  Kap.)  analysiren,  etwas  allgemeinere  Bedingungen  als  (10)  vorgelegt.  Die 
Untersuchungen  von  Lie,  welche  die  natürliche  Fortsetzung  deijenigen  von 
Cauchy  sind,  beruhen  wesentlich  auf  der  Geometrie  von  n-^-  1  Dimensionen.* 
Vgl.  die  Anmerkung  der  Nr.  4,  S.  5. 

II  »HS  i  0  n ,  Furt  Differentialgleiohiuigeii«  4 
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50  Methode  von  Lagnmge  und  Pfaff.  [Nr.  27] 

Zu  dem  Zwecke  leite  man  hieraus  erst  die  folgenden  her: 

dy  —  da;  =      ^  7*  i^     ^ 

X  —  i 

d^  —  dx  =  — i-T-T —  *c 

d^  _  cia;  =    ^"^7+^  ^ 
ei^  +  jy  +  rf^  +  d,  =  3(a;  +  y  +  e  +  .)  ^ 

und  eliminirt  man  hierauB  — r-rn — ,    so  erhält  man  drei  integrable  Olei- 

y  +  t  +  z'  » 

chnngen,  deren  Integrale  sind: 

df  -  ^r  (x  +  y  +  t  +  0)r^  a 

(t  —  x)^  {x+y  +  t  +  s)^ß 

(z  —  xY  (x  +  y  +  t  +  jsi)  =  y. 

Hiemach  erhftlt  man  als  Integral  der  gegebenen  Oleichnng  a  «a  q>(ß^y). 
(Lagrang e)^).     Der  Faktor  üf  =  0  giebt  keine  Lösung. 
Nimmt  man  an,  dass  fiLr  x  =  0 

t^  +  ys  +  z^  =  1 

sein  solle,  so  hat  man  i,  y,  z  zwischen  dieser  Gleichung  und  den  folgenden 

y^{y  +  t  +  z)  ^  a 

t^(j/  +  t  +  z)  =  ß 
z^(jf  +  t  +  a)  =  y 

zu  eliminiren.     Durch  Addition  dieser  drei  Relationen  findet  man  zunAchst 

a+ß+y=y+z+t 
und  sodann: 

Substituirt  man  diese  Werthe  in  die  letzte  Gleichung,    so    findet  man  die 
folgende  Bedingungsgleichung 

(a  +  ß  +  y)i  ^J  +  ß^   +  yi 
und  hieraus  als  das  Integral: 


0  Abb.  d.  Berl.  Akad.,  1779,  S.  155—156. 
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n.    Die  Gleichimg 

me  =  px 

+  Pl^l   +A^2    + 

•• 

•   + 

f&hrt  zu  dem  Hülfmystem 

ms 

dx 

X 

=  ^ 

X, 

= 

dXn 
Xn 

defisen  Integrale  sind: 

a, 

f=- 

Xn 

X 

— 

51 


Das  Integral  der  gegebenen  Gleidrang  ist  somit: 

'--".  fr.  |.  ••-?)• 

Eine  singulare  Lösung  giebt  es  nicht.  Mithin  besitzen  die  homo- 
genen Funktionen  allein  die  durch  die  partielle  Differential- 
gleichung 

w^  =  px  +  p^x^  H +  p^n 

ausgedrückte  Eigenschaft.^) 

m.  Es  sei  die  Gleichung  zu  integriren') : 

(Zj  —  X^Xn)Pi  +  (-Xi  —  X%Xn  )P2'\ h  (-^11-1  —  a!n^iXn)pn-^i  =  1 

in  welcher  die  Funktionen  X  definirt  sind  durch  die  Gleichung: 

Xi  =  ai,^x^  +  ai^x^  +  •  •  -  +  ai,«-ia;«-i  +  ai,n* 
Die  Hülfsgleichungen  sind: 

de  dx^  dx^  dXft^^ 

1  Xj — X^Xn  X^ — X^Xn  Xfi-i — »«— |Xji* 

oder  auch: 


0  Lacroix,  t.  H,  Nr.  736,  p.  543. 

^  Dies  ist  im  Wesentlichen  die  Gleichung,   welche  Hesse  untersucht  hat 
in  der  Abhandlung:  De  integraUane  aequationia  differewUaUa  partidlis 

deaignawtibus  Ä^,  A^,  . . ,,  An  fwnctwnea  guaalibet  variäbüium  x^  x,,  . . .,  x^^^ 
lineares  (Grelle's  Journal,  Bd.  25,  S.  171—177).  Hesse  erwähnt  eine  frühere  von 
Jacobi  herrührende  Arbeit  über  die  der  Zahl  n  =  8  entsprechende  Differential- 
gleichmig,  welcher  er  seine  Integrationsmethode  entliehen  habe.  Vgl.  auch  Serr  et, 
Calad  integral,  p.  425—483,  und  Fouret,  Comptes  rendus  t.  78,  p.  881,  1698, 
1887;  t.  88,  p.  794—797.    Wir  suchen  nicht  die  singnlAren  Lösungen. 

4* 
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52  Methode  von  Lagrange  und  Pfiiff.  [Nr.  27] 


Setzen  wir  mit  Hesse: 

wo  y„  eine  noch  unbestimmte  Funktion  ist,  so  erhalten  wir: 

^1     ^  A   ^ ?L_   J^ 

dj?  yn       dr  yn'       dz 


diP  yn      dz  yn^       dz  ' 


und  somit  wird  das  Hül&system  nach  Multiplikation  mit  y„: 
Bestimmen  wir  nun  y„  durch  die  Bedingung 

-^   —   JLnVn 

und  setzen  allgemein: 

r  =  -Xy  ==  aiVi  +  «2»«  +   •  ■  •  +  ««»/" 
so  geht  das  Hülfssystem  über  in: 

dyx    _  Y    .^  _  V  ^y»    _  V 

dz    ~  -^1'     (fe     —  Jg,  .  .  .,     ^     —  j:„. 

Diese  Gleichungen  integrirt  man  leicht  nach  der  Methode  der  symbolischen 
Produkte  von  B rissen  und  Cauchy^).     Bezeichnet  D  eine  Ableitung  nach 


^)  Gauchy,  Exercices  de  math^matiques,  t.  n,  p.  159  u.  f.  Sur  Vanalogie 
des  puisaances  et  des  differences.  Vgl.  auch  unsere  kleine  Abhandlung:  .^ote  sur 
la  premüre  mithode  de  Brisson  poitr  rintigration  des  equatUms  aux  diffSrences 
finies  ou  infiniment petites.*  M^m.  couronn^  et  autres  mdmoires  in  8^  de  TAcad^mie 
royale  de  Belgique,  t.  XXTT.  ' 
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Bj  so  ISsst  sich  jede  der  vorstehenden  Grleichungen  schreiben: 

ö.iyi  + h  («..  —  J>)yi^ +ai^n  =  0. 

Die  Elimination  aller  zu  bestimmenden  Funktionen  bis  auf  eine  führt 
bekanntlich  zu  einer  einzigen  linearen  Gleichung  von  der  n^^  Ordnung: 

«11  —  A    «12»  «18»  •  •  •»  «m 

«»1»  «2«  —  A  ö»8>  •    ■»  a,„ 

%1>  «82»  «88 -'^J    •  •  •»    «8n 


y 


«nl»  «»2>  «»8»  •  •  •»    «nn -^ 

Man  erh&lt  hieraus   für  die  Funktionen  y  Ausdrücke  von  der  Form: 
y\  =  ^^11  +  Ca^i2  +  •    •  •  +  ^1.^1« 


^\^n\  +  C^^n2   + 


+  ^n^nni 


WO  Cj,  c,,  .  .  .,  c„  Constanten  und  jer^^,  .  .  .,  Znn  Funktionen  von  z  sind, 
die  sich  im  allgemeinen  Falle  für  zwei  Funktionen  y  nur  durch  constante 
Faktoren  unterscheiden. 

Aus  den  vorstehenden  Werthen  folgt: 


yn 


SciZ.x 


~Z^[^'  '"'  ^""^ 


Vn-t 

yn 


ZCiZnU 


(1). 


Man  erh&lt  das  allgemeine  Integral   der  gegebenen  Gleichung,    wenn 
man  die  n — 1  Gonstanten 


5.    ^ 

Cn      Cn 


Cn — 1 
Cn 


zwischen  diesen  Gleichungen  und  der  beliebigen  Relation 


rr/Ci       c. 


eliminirt.    In  der  Auffassungsweise   von   Lie   bilden    die   Gleichungen  (1) 
das  vollständige  Integral  der  gegebenen  Gleichung. 

28.  Über  einige  Gleichungen,  die  man  linear  machen  kann^). 
L  Die  Gleichung  sei 

Vi    =  P2f2   +  Ps/s   H +  Pnfn  —  f, 


*)  Lagrange,  Abh.  d.  Berl.  Akad.,  1779,  Bd,  4,  Nr.  8  und  9,  S.  632.  Die 
gegebene  und  die  transformirte  Gleichung  sind  reciprok  genannt  worden.  YgL 
die  Anmerk.  zu  Nr.  21, 
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wo  jede  der  Funktionell  f  von  der  Form  ist: 

Wir  setzen  wie  in  Nr.  21: 

u  ^  e  —  pxXu 
und  erhalten  hieraas 

<?!*  =   —   Xydpx   +  Ptdx^   H h  PfAXnf 

und,  indem  wir  pi,  x^y  .  .  .,  ^n  als  neue  VertUiderliche  nehmen: 
du  du  du 

$:  —  ^1'  Ä^  "-P»'  •  •  •'  5s  =  -p- 

Die  gegebene  Gleichung  geht  hierdurch  über  in: 

woraus   man  leicht  das  allgemeine  Integral  der  gegebenen  Gleichung  (vgL 
Nr.  21)  erhält. 

n.  Die  Gleichung  sei: 

Xifx  +  «t/i  ^  Pffz'\"-+Pnfn—f, 
wo  jede  der  Funktionen  f  von  der  Form  ist: 

f(}*fPliPtJ  ^8»  •  •  •>    ^n) 

und  u  gegeben  ist  durch  die  Beziehung: 

<*    =   ^    —  P\^t    —  P2^2' 

Dann  ist: 

du  =  —  a?,dfpi  —  x^dp^  +  p^dx^  +  . . .  -f-  p^dx„, 

du  du  du  du    

df,^~'^^'lf,^~^^'~d^,^^^'"''d^n~  -P"- 

Die  gegebene  Gleichung  wird  somit  ebenfalls  linear: 

in.  ü.  8.  w.    Insbesondere  hat  man  die  Gleichung  zu  beachten: 
Xxfx  +  V2  +     •  •  +  ^nfn  +  f  =  0, 
wo  jede  der  Funktionen  f  von  der  Form  ist: 

f{^  PlXi  i>2^2   — PnXn,Pu  •  •  -i  i>n). 

Setzt  man 

w  =  ^  —  p^Xi  — p„x„j 
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so  findet  man: 

A»  «=  —  Xidpi  —  x^dp^  — Xndpt, 

du  <*«  ^  ^**  ^ 

^  —  "^'^  —  *«••••'  -^  — ''" 

und  die  transformirte  Gleichimg  ist: 

Demnach  geht  die  schon  oben  (Nr.  11)  untersuchte  Gleichung 

0  =  p^Xx   + h  Pf^n  +  f(Pu  Pv  •  •  -fPn) 

hierdurch  über  in: 

<♦   =  f(PvPt^'"^Pn)' 

Setzt  man: 

JPl  =  «1»  i>2  =  ^>  •  •  •>  JP«  =  ^n, 

w  =  /*(«!»  o«.  •  •  •»  ö»)i 
so  hat  man: 

du  =  0,  dp^  ==  0,  .  • .,  rfp„  =  0 
und  somit: 

du  =  —  Xidp^  _   . . .  _  a?„dp„. 

Man  findet  auf  diese  Weise  das  vollständige  Integral: 
0  =  aixi  + h  a^Xn  +  f{a^,  Og, . .  .,  a«). 

^  7.   Jw^^jFro^ion   ein«5  bemerkenswerthen  Systems   linearer  partieller 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung.^) 

29.  Entstehung  des  Systems  dieser  Gleichungen.  —  Es  sei 
N  -}-  1  =  m  +  n  und  wir  betrachten  ^Funktionen  t«|,  u^,  .  .  .,  un  von 
m  -f-  n  Veränderlichen 

^l>    •  •  •>   ^iw»    ^11    ^2»    *  •  •?    ^n» 

welche  ersteren  durch  m  Gleichungen 

9i  («*i»  «2,  .  .  .,  t«iv)  =  0  oder  J?'i(£rj,  ^r,,  .  .  .,  ^^,  a?^, .  .  .,  a;^)  =  0       (IJ 

?>mK,  «2»  •  •  V  «iv)  =  0  oder  F^(/Bi,  e^,  .  .  .,  e^,  a:,,  . ,  .,  x„)  =  0      (1,„) 


0  Jacobi  (Crelle's  Joum.  Bd.  2,  S.  321  323  nnd  Dilacidationes,  §  20-22, 
8. 227—236).  Man  begreift  nicht,  warum  die  meisten  Lehrbücher  über  die  Integral- 
rechnung,  welche  seit  jener  Zeit  (1827),  in  der  er  diese  Ausdehnung  der  Unter- 
suchungen von  Lagrange  gegeben  hat,  erschienen  sind,  diese  für  jede  Theorie 
der  linearen  partiellen  Ditierentialgleichungen  unumgängliche  Ergänzung  gar  nicht 
erwähnten.  Wir  kürzen  die  Darstellung  J  ac  o  b i*s  durch  Anwendung  der  Functional- 
detenninanten  etwas  ab. 
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mit  eisander  yerbnnden  sind.  Es  soll  bewiesen  werden,  daas  zwisehen  den 
Ableitongen  der  Veränderlichen  b  nach  den  Veränderlichen  x  bemerkens- 
werihe  Relationen  bestehen,  welche  von  der  Form  der  Funktionen  q>  unab- 
hängig sind. 

Dazu  betrachten  wir  die  Funktionaldeterminante: 

B{Z^,  .  .  .,  Jim,  «1,  .  .  .,  Xn)  ^   '" 

in  welcher  F  irgend  eine  der  Funktionen  F\^  . .  .,  F,^  bezeichnet.  Da  die 
Funktion  F  oder  <p  von  den  Funktionen  u  abhängt,  so  ist  diese  Determi- 
nante identisch  nulL     Mithin: 

zxf:  +  ...-  +  z.-g  +  ^x|:+....  +  x.g  =  o.  .(3). 

wenn  man  Zi,  .  .  ,,  Z^,  X|,  .  .  .,  X„  die  ünterdeterminanten  von  R  nennt, 
so  dass  also 

aKr  tl,,    .  .  .,   ttjv) 


Zi  =  (-  1)^^ 


a(^if  .  •  •/  ^«— 1>  *i+i>  •  •  •>  ^m,  Xj,  .  .  .,  Xn) 


X.  =  (_  l)m+i-l  g(Ut,  M,,  .  .  .,  mv) 


8{Zit  .  .  ..  «m,  a?j,  .  .  .,  Xi-i,  Xi+i,  .  .  -,  Xn) 

ist.     Die  Gleichung  (3)  ist  den  m  Gleichungen  äquivalent: 


Z,fgl  +  ...  +  Z„g+X^*^  +  ...  +  x/^=0       (3.). 

Betrachten  wir  nun  die  Funktionaldeterminante 

M         S(F.t .  . .,  Fm)         j      8F,     ,      .      ÖF^    , 

u.  s.  w., 
wo  die  Ai/c  die  Unterdeterminanten  bezeichnen,  deren  Werth  gegeben  wird 
durch  die  Formel: 

ik  ^^    K  )  ^(^^^  ^     ^  ^^__^^  ^^^^^  ^  ^  ^  ^^) 

Man  hat  dann: 

^"^  +  ^"  f- +  ••••  =  «• 


^n-^  +  ^n^  + 0, 


u.  s.  w. 
Multiplicirt   man    die  Gleichungen  (3)  resp.  mit  A^^^  A^^,  .  . .,  A^y^^ 
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sodann  mit  Ä^^j  A^^^  •  -  ->  -^»X)  ^*  ^-  ^*  ^^^  addirt  jedesmal  die  erhaltenen 
Produkte,  so  ergiebt  sich: 

Z^zl+ix,  (^„g- +....  + ^.„?g)  =  0     .     .(4„). 

Diese   Relationen   lassen    sich  leicht  vereinfachen.     Man  hat  für  jede 
Veränderliche  x: 

SFi     .     ^J^t     dzx      ,  ,    8Ft    dzm  r^ 

&x    '^    Bz\      (te      ■"     ' "    ■"  8zm     dx    '^^ 


BFm     .     ^J^m     d^i       I  I    dFm     dZm    ^ 

Bx    "^    Bzx     (te    "**     '  *  "*'  djETm     d!a; 
Multiplicirt  man  diese  Relationen  mit 

und  addirt  die  Produkte,  so  ergiebt  sich: 

^l.-^+-+^.-^+^-^  =  0       .     .     (5). 

Infolge    dieser    Gleichung   (5)   nehmen    die    Gleichungen   (4)    die    von 
Jacobi  entdeckte,  sehr  einfache  Form  an: 

Z.  =  X,%-^-X,'^^....  +  X„^-     .     .      (6,) 


Vorausgesetzt  wird,  dass  A  von  Null  verschieden  ist,  da  sonst  die 
m  Belationen  (1)  nicht  die  m  Grössen  jg  als  Funktionen  von  den  x  be- 
stimmen würden. 

30.  Direkter  Beweis  der  Formeln  (6).  —  Nachstehend  geben  wir 
einen  direkten  Beweis  der  m  Formeln  (6),  der,  wie  wir  glauben,  noch  nicht 
bemerkt  worden  ist.  Löst  man  die  m  Gleichungen  (1)  nach  £fi,  jer,,  .  ,  .,  ßm 
auf,  so  findet  man: 

^i  —  ^1(^1,  «2»  .  .  .,  a:„)  =  0    (i  =  1,  2,  .  .  .,  w)  .     .     (7). 

Eliminirt  man  zwischen  jeder  dieser  Relationen  (7)  und  denjenigen, 
welche  «i,  «,,  .  .  .,  «^  als  Funktionen  von  £r,,  jßfg,  .  .  .,  ^^,  a^i,  .  . .,  a?n  be- 
stimmen, die  letzteren  Grössen  bis  auf  eine,  z.  B.  ^t,  so  nehmen  die  Glei- 
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chmigeii  (7),  welche  (1)  ftqoivalent  sind,  die  folgende  Form  an: 

V.(««i»  «*2,  .  .  .,  «iv)  —  0 (8), 

d.  h.  Zf  eliminirt  sich  von  selbst.     Die  Fonktionaldeterminante 

^  __^        dJMfi,  «1 ^^)        _.       ^(^»  — 1>,  «1»' '  •>  ^^) 

ist  somit  Null,  weil  die  w  +  «  Funktionen  t«|,  .  .  .,  tiiv  und  y,-  der  Ver- 
änderlichen £^1,  .  .  .,  ^m,  ^1, .  .  .,  x„  nicht  unabhängig  sind.  Die  Gleichung, 
welche  diese  Abhängigkeit  ausdrückt,  nämlich 

8i=  0, 
ist  genaa  die  Gleichung  (6,),  da  -r^  =     .       ist. 

OXp  CUCp 

Bemerkung.  Ersetzt  man  in  jeder  der  Gleichungen  (4)  die  A  durch 
ihren  Werth,  so  gelangt  man  zu  einer  bemerkenswerthen  Formel  aus  der 
Theorie  der  Funktionaldeterminanten.  Sie  drückt  dasselbe  aus  wie  die 
Gleichung  8i  =>  0,  aber  die  Relationen  zwischen  den  jg  und  den  i»,  die 
in  dieser  letzteren  Gleichung  als  explicit  vorausgesetzt  werden,  sind  in  der 
Formel,  von  der  wir  sprechen,  in  impliciter  Form  vorausgesetzt  Es  dürfte 
überflüssig  sein,  diese  Formel  hinzuschreiben. 

81.  Integration  des  Systems  (6).  —  Sind  in  dem  System  (6) 
Zi,  .  .  .,  Zmi  Xiy  .  .  .,  Xn  beliebige  Funktionen,  so  suche  man  zunächst, 
um  dieses  System  zu  integriren,  die  N  Integrale 

ui  =  ai,  1*2    =  «2»  •  •  •»  «>'  =  ^N 
der  Gleichungen: 

dz^    dzm  __    dx^    __    dxn 

2j^  Zm  -^  -A.n 

Man  hat  dann  identisch: 


und  somit: 

^  *  ^(^«1  -^8»  •  •  V  ^fn,  Xt,  .  .  ,,Xn)  ^  *          ö{Zi,  2^8,  .  .  .,  Zm,  Xu  .  .  .,  Xn) 

^'^       ^    8(Zu...,Zm,X^,Xa,.,,,Xn)  ^'     ^       ^  ö(Zi,...yZm,Xi,X^,...,Xn) 

Setzt  man  die  Werthe  der  Z  und   der  X  in  das  System  (6)  ein,    in 
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welchem  Zi, 


^mi    Xl) 


X„  irgend  welche  Funktionen  sind,  so  er- 


giebt  sich  zufolge  Nr.  30: 
MSi  =  0, 


MS^  =  0, 


MS„  =  0. 


Diese  Gleichungen  können  auf  zwei  Arten  be&iedigt  werden,  1)  indem 
man  Jf  =  0  setzt,  2)  indem  man  gleichzeitig 


8i  =  0,     S^  =  0, 


Sm 


annimmt.      Nach    Nr.  30  haben   diese  Gleichungen,    wenn  sie  Identitäten 
sind,  als  einzige  Integrale: 


Vi(«*i,  «2,  .  .  .,  t*iv)  =  0,  .  .  .,  tpmi^iy 


.,  t«iv)  ==  0. 


Dies  ist  übrigens  der  einzige  Fall,  welcher  vorkommen  kann,  um 
dies  zu  beweisen,  wollen  wir  die  erste  Si  =  0  betrachten.  Nehmen  wir 
an,  dass  sie  befriedigt  sei  —  nicht  identisch  —  durch  eine  Relation  jg^  = 
Si  (^b  ^2»  •  •  •»  ^n),  so  hat  man: 


1, 

0... 

.,    0,- 

dz, 
dx^-- 

dz, 
dx„ 

dv, 
dz,^-' 

dv,      dv, 
'dzm'    dx,'-- 

dv, 

•'    dXn 

*«. 

Sz,'-- 

•'  8z„,' 

SU, 

Sx,  '  •  • 

SU, 
Sx„ 

Sz,' 

Sun 
8z, 

Sz,'- 

Sun 

'•'SZm' 

Sun 

''         Sx„ 

dvN 
dz,'- 

dvN    dvN 

dvN 
■'  dXn 

5,= 


wenn  man  mit  Vi,  v^,  .  .  .,  t;^  dasjenige  bezeichnet,  was  aus  Ui,  u^j  .  .  .,  u^ 
wird,  wenn  man  darin  js;i  durch  seinen  Werth  ^^  (iCj,  iPg,  .  .  .,  x„)  ersetzt. 
Da  5i  ==  0  ist,  so  hat  man  zwischen  den  Funktionen  v  eine  Relation  von 
der  Form  V^i  (vi,  v^,  .  .  .,  Vjy)  =  0,  oder,  wenn  man  die  Funktionen  v 
durch  die  gleichen  Grössen  u  ersetzt,  tpi{ui,  u^,  .  .  .,  Wy)  =  0.  Nun  ge- 
nügen aber  Nr.  29  zufolge  m  Relationen  von  dieser  Form  identisch  den 
Gleichungen  (6).  Wenn  es  demnach  nicht  identische  Lösungen  dieses  Systems 
(6)  giebt,  so  können  dieselben  nur  durch  Jlf  =  0  gegeben  werden  i). 

32.    Allgemeine   Folgerung.  —   Aus   den   in   diesem   Kapitel    be- 
wiesenen Sätzen  ergiebt  sich,  dass  die  Lösung  eines  Systems 


dyk 


(^) 


»)  Das  Theorem  der  Nr.  81,  welches  demjenigen  der  Nr.  29—30  reciprok 
ist,  ist  in  der  ersten  oben  erwähnten  Abhandlung  von  Jacobi  nicht  enthalten; 
es  findet  sich  aber  wahrscheinlich  implicit  enthalten  in  einem  der  zahlreiehen 
Sätze  der  Abhandlung  De  determinantibus  functionalibus  (Ges.  Werke  Bd.  3, 
S.  392—438)  oder  Dilucidationes  (Ibid.  Bd.  4,  §  20-22.  S.  227-236). 
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mit  Hülfe  yon  k  —  1  Relationen 

wo   7*1,   Tg,  •  • .,  Ui,  u^f  •  • .  Funktionen  von  yi,  y,«  -  •  *  ^^)   diejenige 
der  folgenden  Gleichnngssysteme  nach  sich  zieht: 

1 Fl   =r,   p    +T,p-^  +..    ' 


dy, 


j^l     -^»     dy.     +  ^*dy. 


+ 


r, 

=  !■» 

dy. 

^^.t.+ • 

Ti 

=  I"4 

+  n|:+.. 

r* 

=  .r, 

dy. 

+^.s+-- 

r» 

•       • 

dy. 
dy. 

+^.t+ • 

(Fx   =r._,J^+r.^' 


(Ä^2) 


^«iy^-i 


dy*' 


}(ß) 


f*-l= 


(*-l) . 


ri    =r^ 


+  r,. 


<^y^-i 


dyk 


(r.-,= 


äyk--x 
dyk 


von  denen  das  erste  sich  auf  eine  einzige  Gleichung  reducirt  und  von  denen 
das  letzte  das  System  {J)  selbst  ist.  Die  Lösung  irgend  eines  der  Systeme 
{B)  setzt  sich  zusanunen  aus  so  vielen  verschiedenen  Relationen  von  der 
Form  F(y^y  .  .  .,  U/)  =  0,  als  das  System  Gleichungen  enthält.  Ausserdem 
können  singulare  Lösungen,  welche  durch  eine  Relation  üf  sa  0  gegeben 
werden,  exisüren,  Lösungen,  die  man  findet,  ohne  eine  Integration  auszu- 
fuhren. 
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Nachtrag  II«  61 

Nachtrag  n  znr  zweiten  Auflage. 

Anwendung  der  Cauehy^sohen  Methode  auf  die  linearen 
Gleichungen. 

Der  Kürze  wegen  betrachten  wir  nur  zwei  simultane  lineare  Gleichungen 
mit  yier  unabhängigen  Yeränderlichen: 

^lö'l    +   ^^2    +  ^SQS    +  ^40^4    =    ^   .       .       .       .       (I2). 

Die  Grössen  X,  F,  Z  sind  hierin  Punktionen  von  a;i,  x^j  «g,  x^y  y,  js; 
Pii  P21  Psi  Pi  ^^  ^^  partiellen  Ableitungen  von  y  und  gi,  ^2?  &;  ^4  diejenigen 
von  e  nach  «x»  ^s*  %»  ^4* 

Es  seien  «j,  «j»  %  ^®i  Funktionen  von  x^^  x^,  x^,  x^.  Wir  denken 
uns,  dass  y,  0j  ^n  ^2»  ^8  ausgedrückt  seien  als  Funktionen  von  x^,  u^,  u^,  t/3. 
Unter  dieser  Voraussetzung  hat  man: 

ä,  =  -PI  £,  +  ^»  £.  +  i»'  £,  +  i»* 

Substituiren  wir  die  aus  diesen  Kelationen  sich  ergebenden  Werthe 
von  p^^  q^  in  die  gegebenen  Gleichungen  (1),  so  folgt: 

Wir  setzen  ' 

woraus  folgt: 

Das  System  (2),  in  welchem  U|,  tig,  t«^  die  Bolle  von  willkürlichen 
Coostanten  spielen,  ist  somit  dem  System  (1)  äquivalent.  Man  kann  dieses 
System  (2)  unter  der  symmetrischen  Form  schreiben: 

dx^  d^  dx^   dx^  dy_  dz^  /q\ 

Das  System  (3)  ist  jedoch  dem  System  (2)  nicht  absolut  äquivalent, 
da  man  z.  B.  um  (2^)  auf  die  Form 

dx^  dy 

X,  —   r 

zu  bringen,  die  Gleichung  (2^)  durch  X^Y  dividiren  muBS. 
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Das  allgemeine  Integrakygtem  dar  Gleichiingeii  (2)  und  (3)  ist  von 
der  Form: 

wo  die  Grössen  v  die  Grössen  o^i,  x^,  x^,  x^,  y,  g  enthalten  and  die  Con- 
stanten C4,  Og,  Og,  04,  05  irgendwelche  Funktionen  von  u^,  tt|,  u,  sind. 
Eliminirt  man  i«j,  ti^,  1%  zwischen  diesen  fünf  Relationen  (4),  so  findet  man 

i^K,  ^2»  «'s,  t'i,  t^j)  =  0   ) 

/"(t^i,  ^2,  «'s,  «^4»  «^6)  =  ö   / 

als  Form  eines  Integralsystems  der  Gleichungen  (2)  oder  (1);  F  und  f 
sind  willkürliche  Funktionen. 

Aber  die  Gleichungen  (4)  sind  den  Gleichungen  (2)  und  damit  den 
Gleichungen  (1)  nicht  vollkommen  äquivalent  Man  erhält  n&mlich  aus  den 
Gleichungen  (4),  wenn  man  sie  nach  x^  differentürt: 

dx^  "^   Bx^   dx^   "*"   ax,    dx^  "^   9x^    dx^  '^   By     dx^"^    8s    dx^  ^^' 

wo  i  =a  1,  2,  3,  4,  5  isi  Man  leitet  hieraus  durch  Elimination  der  Ab- 
leitungen von  vier  der  Veränderlichen  Xi,  x^,  x^j  y,  js,  z.  B.  der  vier 
ersten,  her: 

6{x^,  Ä,,  Xj,  «4,  y)  d(x^,  x^,  x^,  y,  8)    dx^  -     -     K  )- 

Die  Gleichung  (7)  muss,  um  mit  der  Gleichung  (25)  identisch  zu  werden, 
mit  dem  Gilbert'schen  Faktor 


aK>    l^it    ^zy    t?^t    t?g) 

^(«1,  ^,  «1,  «4.  y) 

multiplicirt   werden. 

Derselbe  Beweis  gilt  fOr  die  vier  andern  der  Gleichung  (7)  analogen 
Gleichungen,  die  man  aus  (6)  ableiten  kann. 

Die  Gleichungen  (2)  sind  somit  den  Gleichungen  (6)  oder  (4)  und 
überdies  noch  der  Gleichung 

M  =  Q (8) 

äquivalent.     Mithin  werden   sämmtliche  Lösungen  des  Systems  (1)  gegeben 
durch  (5)  und  (8).i) 

^)  Wir  haben  diese  Methode,  abgesehen  von  dem,  was  sich  auf  den  Faktor 
M  bezieht,  im  Jahre  1881  in  den  Annales  de  la  Sod^  scientifiqne  de  BrozeUee, 
t.  V,  2.  Theil,  p.  17—22,  auseinandergesetzt. 
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Nachtrag  III.  6S 

Nachtrag  HI.  zur  zweiten  Auflage. 

Integration  der  partiellen  Differentialgleichung  der  Begelfläohen. 

Vorbemerkangen.  Die  Integration  der  partiellen  Differentialgleichung 
der  Begelflächen  lässt  sich,  obwohl  dieselbe  von  der  dritten  Ordnung  und 
sehr  complicirt  ist,  auf  die  Integration  von  linearen  Gleichungen  zurück- 
fuhren. Diese  Gleichung  erhfilt  man,  wie  Monge  gezeigt  hat,  durch  Eli- 
mination von  (ü  zwischen  den  beiden  Gleichungen: 

w»  dJ5  +  3CÜ»  ^i^  +  3a>  5^  +  ^.  =  0     .     (2). 

Aus  (1)  erhält  man,  wenn  man  nach  einander  nach  x  und  y  diffe- 
rentürt: 

2  d'fr     .     ^         cf^z      .       d^e      i    c^  ^  l      äh     ,       dH  \        ^    .«, 

'  ^  +  2^  55%  +  5S5ir^  +  2  ^  r  di*  +  d^J  =•  ^  w 

,     d««       ,     ^        d«*       ,      d^z    .    ^dia  l       d'z     ,       d^z  \        ^  ,,, 

Multiplicirt  man  (3)  mit  co^  addirt  dazu  (4)  und  subtrahirt  davon  (2), 
so  ergiebt  sich: 

/       dfü     ,     dm\  I      d^z      ,        d'fr  \  ^  .^, 

Das  System  der  Gleichungen  (1)  und  (2)  ist  dem  System  der  Glei- 
chungen (1)  und  (5)  äquivalent.  Wir  bemerken  femer,  dass  die  mit  (O  multi- 
plicirte  Gleichung  (3)  und  die  Gleichung  (4),  beides  unmittelbare  Folgen 
von  (1),  die  Gleichung  (2)  zur  Summe  haben,  falls  (o  constant  ist.  Da 
dieser  Fall,  wo  O)  constant  ist,  vom  geometrischen  Gesichtspunkte  aus 
interessant  zu  untersuchen  ist,  theilen  wir  die  Untersuchung  des  Systems 
(1),  (2)  oder    des  Systems  (1),  (5)  in  die  drei  folgenden  Fälle: 

T  ^  d^z     .     f.         d^z       .     d^z  r.         dfA     ,     dm  ^        .^. 

I.       c^2_    +20^-  +  ^,=  0,  «5^   +;^=.0       (6); 

n.       o,»  ^.  +  26>  ^^  +  ^.  =  0,  t.  5^  +  ^^  =  0  (7); 

m.      a,«g.  +  2a>  -^  +  f.  =  0,  a>  -=  const.     .     .     .    (8). 

Erster  FalL     Die  lineare  Gleichung  (62)  giebt  unmittelbar 

a?  —  ü>y  +  y  (cü) (9), 

wo  xf  eine   willkürliche   Funktion   ist.     um  (61)  oder  (1)   zu   integriren, 
setzoi  wir: 

•»-<»£+« w 
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Nachtrag  DU. 

Hienos  folgt: 

dx 

>  Cü 

dxdy   ^ 

d^^ 
dx  dx 

dy 

:  (O 

AH 
dxdy  ^ 

dy*     + 

dm^ 
dy  dx 

dx     *     dy 

=   Cü« 

dh 

dx^ 

+  2o 

dxdy    ^ 

^  4. 
dy*  ^ 

mithin  wegen  der  Gleichungen  (6): 

d« 
^2 

_L  *I  _ 
+  dy- 

=  0 

(11). 


um  die  Gleichung  (11)  zu  integriren,  in  welcher  o)  eine  Funktion 
von  X  und  y  ist,  welche  durch  die  Gleichung  (9)  bestimmt  wird,  muss 
man  das  Hülfssjstem  integriren: 

t  =  V  =  ?'    ^  -=  ^  +  V(^)      •    •    •    •     (12). 
Aus  den  Belationen  (12)  folgt: 
dri  =  0,    dx  —  (x}dy  =  0,    dx  =  o)dy  +  do}(y  +  v'(<«>))> 

und  diesen  Gleichungen  kann  man  auf  zweierlei  Arten  genügen: 

1.  Wir  setzen  zunächst 

y  +  y>'{<o)  =  0 (13). 

Alsdann  braucht  man  nicht  das  System  (12)  oder  die  Gleichungen 
(11)  und  (10)  zu  integriren.  Eliminirt  man  (o  zwischen  den  Gleichungen 
(9)  und  (13),  so  findet  man  eine  Belation 

zwischen  den  Ooordinaten.     Dieselbe  stellt    eine    der  jer-Achse  parallele  Gy- 
linderfläche,  also  eine  Begelfläche  dar. 

2.  Setzen  wir  sodann 

dt]  =  0,     <lco  =  0, 
so  sind 

tj  =  const,     0)  =  const 

die  allgemeinen  Integrale  der  Gleichungen  (12)  und 

f]  —  q>{0}) 

das  allgemeine  Integral  von  (11);  dabei  ist  ip  eine  willkürliche  Funktion. 
Die  Gleichung  (10)  wird  somit: 

*^  £  +  S  =  9>(<y) (14), 
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Integration  der  Gleichung  der  Regelfl&chen«  65 

wo  ct>  stets  durch  die  Relation  (9)  bestimmt  ist     Die  (14)  entspreohenden 
Hülfisgleidinngen  sind 

dx         dy  de  .- ^v 

H^T-'^) (^*^)- 

dsc 
Die  eiste  dieser  Gleichnngen  ^  =  ct>  giebt   mit    der  Oleichnng  (9) 

koimbinirt  die  Clairaut'sche  Gleichung: 

'-»I  +  Vg) (16). 

deren  aUgemeines  Integral  ist: 

X  —yy  +  yKy) (17), 

dx 
wo  y  eine  Constante  bedeutet    Man  erhält  hieraus  ^  ss;/,  somit  (o^^ssy. 

Die  zweite  Differentialgleichung  (15)  wird: 

und  diese  hat  zum  Integral: 

a  —  y(p(y)  +  d, 

wo  d  eine  neue  Constante  ist. 

Mithin  ist  schliesslich  die  durch  das  allgemeine  Integral  der  Gleichung 
(14)  dargestellte  Flftche  eine  Begelflftche,  die  durch  die  Gerade  erzeugt 
wird,  deren  Gleichungen  sind: 

«  —  ;v  +  v(r)i  ^  =  y<p(y)  +  x(y\ 

wo  j(  eine  willkürliche  Funktion  ist 

Die  Gleichung  (14)  hat  indessen  noch  ein  anderes  Integral,  welches 
aus  der  singulAren  Lösung  der  Clairaut'schen  Gleichung  (16)  hervorgeht 
Diese  singulAre  Lösung  wird  gegeben  durch  die  Gleichungen: 

^  —  ry  +  v(yl  ^  =  y  +  v'O')» 

welche  mit  (9)  und  (18)  identisch  sind,  nur  dass  hier  y  f&x  (o  steht    Durch 
Elimination  Yon  y  findet  man  somit: 

x  =  m (18). 

Aus  dieser  folgt: 

dx  =  f(if)dy. 

Dieeer  Werth,  in  (15)  substituirt,  giebt: 

w  —  f{y)f   dB  =  virmdy, 

und  hieniach: 

B  ^  F(y)  ^  const (19). 

M  ft n tl  0  n ,  Put  DUÜBmitialgleiolinngeii.  5 
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Di*  lUekf,  welDhe  vpa  dan  Imumi,  ^im  Oleidumg^  (19\  (19)  9194, 
erzeugt  wird,  ist  offenbar  der  Gylinder  (18),  welcher  ebenftUa  cfaie  Bflg^l- 
anA»  ist 

Zweiter  Fall.  Subtrahirt  man  die  mit  o)  mnltiplicirte  Gleicbong 
(7,)  von  ifin  Ghwhnßg  (7^)  oder  (1),  so  kommt: 

<"  d5^  +  -^  -  <>    (*®>- 

Die  Elimmation  Ton  ct>  •  zwischen  (7,)  und  (20)  flhrt  zn  der  Gleichung: 

s?  ^»  ~  ( dsi)  ~  * ^^^)- 

Im  gegenwilrtigen  Falle  hat  man  wegen  der  Relationen  (7,)  und  (20): 
dx         dx  dx'    df        d»  4^ ^^^> 

gleich  NcüL    Infolge  dessen  hat  man: 

und  nach  (22) 

I -?>'(«)         .......     (23). 

de 
Setzt  man  die  W<Drthe  von  ij  nnd  von  ^  in  die  Gleichung  (10)  ein, 

8#  Wlwflrt  mi^  an  der  Gleiobmg: 

_  i»  ^w)  _  a>93'(6>) (24). 

Da  nnn 

d  de  d  de  ^ 

(^  Sr        Sc  ^ 

ist»  so  folgt  aus  (28)  und  (24)  unmittelbar: 

1.  Es  sei  zunächst  q/'icS)  &=a  0  oder: 
^e  O  und  G  Constanten  sind.    Msn  hat  akdann: 
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Integration  der  GleielMUig  der  Regelflftchen.  S9 

~  =  C     ^  =  ö 
dz  '    dy 

djs  =^  Cdx  +  Qdy 
£f  r=:^  Ox  +  Qy  +  H, 

wo  H  eine  neue  Constaate  ift     Das  Inlegcal  stellt  somit  eine  Ebene  dar 
die  einfachste  abwickelbare  Begelfl&che. 
2,  Es  sei  ferner: 

^^  +  ^-^   -  • (6)- 

AliMiatiw  haben  wir,  wie  wir  beim  ersten  Falle  gesehen  haben: 

a?  =  a>y  +  y}{(o) (9). 

Ans  den  Oleichnngen  (23),  (24)  nnd  (9)  erhalten  wir: 

der  ^  ^  da:  +  ^  cfy  =  yq>\ojt)d(o  +  9(cü)efy  +  q>'{co)y}'{(o)d(o, 

ß  +  C  —  y<p{o})  +  Ig/itoyy/icü^dco      ....    (25). 

Durch  partielle  Integration  bringt  man  die  letzte  Gleichung  auf  die 
Form: 

xr  +  C  =  g>\o))  ((oy  +  y){(ü))  —  yjaxf/XcSjcko  —  j9"(co)v(ü))(lw, 

oder  auch  wegen  der  Gleichung  (9): 

jer  +  C  —  xf'icül)  —  ylo}g)"((o)d(o  —  jq)'\o))y)((ü)d(o    [.    (26). 

Diese  Gleichung  stellt  eine  Ebene  dar,  wenn  (o  als  variabler  Parameter 
betrachtet  wird.     Die  Ableitung  derselben  nach  (o  ist: 

0  =  ^^'(cü)  {x  —  (üy  —  vK^)), 

d.  i.  (9),  da  g>'\(o)  nicht  nuU  ist. 

Die  Gleichungen  (9)  und  (25)  genügen,  um  zu  erkennen,  dass  die 
doreb  das  Integral  diurgestellte  Fläche  eine  B^^lflftche  ist;  diese  Flftche 
aber  ist  den  soeben  durchgeführten  Rechnungen  zufolge  die  Enveloppe  der 
beweglichen  Ebene  (26);  mithin  ist  dieselbe  eine  abwickelbare  Flftche. 

Dritter  Fall.  Ist  O)  constant,  so  erh&lt  man  aus  (10),  wie  im 
ersten  Falle: 

-I  +  I-«. 

hiemadi  unmittelbar: 

f]  ^  F{x  —  (oyl 

wo  F  willkürlich  ist.    Zur  Bestimmung  von  a  hat  man  die  lineare  Gleichung: 
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68  Nftchtirag  HL 

die  zam  Integral  hat: 

iP  —  y  ^a?  —  cüy)  +  Fi(«  —  cüy),     .     .     .    .    (27). 

wo  ^1  eine  willkürliche  Funktion  ist.     Die  Fläche  (27),  welche  durch  die 
beweglichen,  der  Ebene  x  ^  cüy  parallelen  Geraden 

X  —  (üff^^Oy    £r  ««  yF(a)  +  ß 

erzengt  wird,  stellt  eine  windschiefe  Fläche  mit  einer  Bichtungsebene  oder 
ein  Gjlindroid  dar. 

Folgerung.      Die^  Gleichungen   (1),  (2)  Yon  Monge   gehören   nur 
Begelflächen  an« 
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2.  Kapitel. 

Methode  Yon  Lagrange  znr  Integration  der  partiellen  Diffe- 

rentialgleiclinngen  mit  drei  Veränderlichen  nnd  einiger  Olei- 

ehnngen  mit  einer  grosseren  Zahl  Yon  Veränderlichen.^ 

§  8.   Allgemeiner  Gedankengang  der  Lagrange' sehen  Methode. 

88.  Allgemeiner  Gtodaakengaag  der  Lagrange 'sohen  Mefhode. 
Eb  sei 

fi^,  y»  *i  P7  «)  =  0  oder  q  =  k{x,  y,e,p)     ...     (1) 

die  gegebene  öleichimg.    Setzen  wir  für  q  semen  Werth  in 

dz  s=ssB  pdx  +  gdy (2) 

ein,  so  konunt: 

de  =  pdx  +  k[x,  y,  z,  p)dy (3). 


^}  Lagrange  (Abb.  d.  Berl.  Akad.  1772,  Oeuvres  t  m,  p.  549—577)  bat 
die  Integration  beliebiger  Gleicbungen  erster  Ordnung  mit  drei  Yer&nderlicben 
znrückgeftQirt  auf  diejenige  der  linearen  partiellen  BifPerentialgleichungen  mit 
Tier  Verftnderlicben  nnd  ebenfalls  von  der  ersten  Ordnnng.  Diese  bat  er  ibrer- 
teitSy  wie  wir  im  ersten  Kapitel  geseben  baben,  im  Jahre  1779  znrückgefObrt 
anf  die  Integration  gewObnlicber  Differentialgleicbnngen.  Indessen  batte  er  im 
Jahre  1785  noch  nicbt  klar  erkannt,  dass  darans  folgt,  dass  die  Integration  von 
beliebigen  partiellen  BifPerentialgleichnngen  mit  drei  Variablen  sich  zurückfuhren 
Iftsst  auf  die  von  gewöhnlichen  IHfferentialgleicbungen,  denn  in  seiner  Abhandlung 
Ton  diesem  Jabre,  S.  188,  erkl&rt  er  ausdrücklieb,  die  Integration  einer  nicht- 
linearen Gleichung  nicht  ausfahren  zu  künnen.  Erst  Cbarpit  bat  im  Jabre 
1784  in  einer  niemals  yerüffentlichten  Abhandlung  den  Zusammenbang  dieser 
drei  Fragen  nachgewiesen:  Integration  der  gewöhnlichen  Differentialgleicbungen, 
Integration  der  linearen  partiellen  BifPerentialgleichungen  und  Integration  der 
nifthtlinearen  partiellen  DifiSarentialgleicbungen.  Diese  Bemerkungen  entlehnen 
wir  Lacroix  t.  II,  Nr.  740,  p*548  und  Jacobi  (Grelle's  Journal,  Bd.  28,  S.  3). 
über  die  Methode  von  Lagrange  und  Cbarpit  vergleicbe  noch  bezüglidi  einer 
geometriflcben  Untersuchung  der  Gleichungen  mit  drei  Veränderlichen  nach 
Darboux  und  Lie:    Goursat,  Le9ons  etc.,  Kap.  IV  und  femer  Kap.  DL 
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Die  Lagrange'sche  Methode  in  ihrer  ersten  Form  besteht  darin, 
im  Allgemeinen  durch  Probiren  einen  Werth  Yonp  zu  Sachen,  welcher  eine 
willkürliche  Gonstante  a  enthält  nnd  die  totale  Differentialgleichiing  (3) 
integrabel  macht,  nnd  sodann  daraus  g  herzuleiten  mit  einer  zweiten  will- 
kürlichen Gonstante  b. 

Anders  und  in  allgemeinerer  Form  ausgedrückt,  muss  man  eine  andere 
Yon  (1)  verschiedene  Relation  zwischen  x,  y,  jer,  p^  q  suchen,  welche  eine 
willkürliche  Gonstante  enthält  und  so  beschaffen  ist,  dass  die  Werthe  Yon 
p  und  q,  welche  sich  aus  dieser  Relation  und  aus  (1)  ergeben,  die  Oleichung 
(2)  integrirbar  machen.^) 

Die  Methode  lässt  sich  ohne  Schwierifkeit  auf  eine  beliebige  Anzahl 
Yon  Veränderlichen  ausdehnen.     Es  sei 

f{0,  «1, . . .,  x^Pj^,  ..•,!)»)  =  0  oder  j)„  —  ;r(£r,  ä^,  . . .,  x^,p^, . .  ^^{)  (IQ 

die  f  egebene  Qleichnng.    Ersetiea  wir  p^  dwcdh  sainan  Werth  in 

d£f  =  p^dx^  +  p^dx^  +  •  •  •  +  Pndxn  ....     (20, 
so  koauai;: 

d£i  «a  p^dx^  +  p^dx^  +  •  •  •  +  ÄÄr„    ....     (80. 

Man  hat  nun  für  p^,  p^, .  .  .,  j)«-!  Werthe  zu  suchen,  welche  je  ein» 
willkürliche  Gonstante  enthalten  und  die  GlfiLchong  (S^)  integrirbar  machen. 
Allgemeiner  ausgedrückt,  man  muss  n — 1  Relationen  suchen,  die  je  n — 1 
willkürliche  GoBBtanten  estinMen  xmi  mit  (1')  siisamiiieB  fBarp^^ jp,,  ..  ^pn 
Werthe  ergeben,  welche  die  Integration  der  GUeichung  (2^  ermöglichen. 

Dies  ist  die  Lagrange'sdie  Methode  in  ihrer  allgemeinsten  Form. 
Wir  wollen  an  einigen  Beispielen  zeigen,  dass  man  mittels  der  vorher- 
gehenden Andeutungen  bereits  ziemlich  compHcirte  Gleichungen  integriren 
kazm. 

S4.  Beispiele.  —  L  Bs  seien  die  Olmcbuegee  aa  Mßg^sm^): 

1.    «  =  kCi>) 

Man  hat: 

dg=pdx  +  H{jDi)df/, 

dtf—pSas  4.«(jp,y)e^, 

Olfiidiungen,   die   unmittelbar   integrirbar   sind,   wenn  man  jp  s»  a  setai. 
Maa  findet  die  YdlaCftudigen  Litegnie: 


^)  La  grau  ge  faaBt  m  wnam  eisten  Abkandleafp  die  i^lgemmo'  Mefiede, 
nmte  Behitiwn   an  Anden^  angegebeau  aber  etoie  sie  aiRgemeiB  an  fiaA» 
führen  an  kflnnen,  da  er  dannls  die  Integration  dar  linearen  Gleichungen  noeb 


*)  Lagrang'e,  iddi.  der  BmL  Akad.,  1772,  L,  2.  und  a.  Fall;   Oeuvre^ 
t.  m,  ^.  08^660*. 
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jg  =^  ax  +  b  +  lH{a,y)Ay. 
Wendet  man  dieses  Integration&r-Terfaliren  auf  die  Gleichungen  an: 

j^*  +  a*  +  1  —  w« 

1>  —  ?»  +  2*.  .        . 

so  findet  man  die  volktSndigen  Integna^e: 

+  6  _  ^  ±  (  y^^  +  2a  lg(y  +  VllMTC)). 

Die  zweite  dieser  Gleidnmgen  eitteptfielit  d)dr  Mgeat^n  Anlgabe:  Mas 
soll  diejenigen  Fl&chen  finden,  deren  Fl&cheninhalt  für  irgend 
einen  Theil  zu  der  Projektion  desselben  auf  die  a?y-£bene  in  dem 
eonslanlen  YeriittHniss  m  :  1  S^ebi,  oder  auch:  Man  6^11  diejenigen 
Pl&cben  finden,  deren  Normalen  den  Erzeugenden  eines  gel^^den 
Kegels  parallel  sind  (vgl.  Kr.  15). 

H.  Es  ae»  911  integrireBi:  1.  die  Gleiehung:^) 

Man  setze: 

A(a?,jP)  =  a,    Uijf.q)  —  a. 

Hieraus  möge  sich  ergeben: 

und  daher: 

de  =  q>i  (xy  a)  dx  +  q>^  (y,  a)dy 

2.  Es  sei  femer  die  Gleichung  zu  integriren:') 

in  welcher 

fi  =  fii^iy  PiV{e)l 

Man  braucht  bloss  zu  setzen: 

fi  =  a. 

^(«1,  «2,  . .  •,  O  «==^  ^» 

')  Lagrange,  Abb.  d.  Berl.  Akad.  1772,  4.  Fall,  OenTretf,  t  Dl,  p.  561; 
Abh.  d.  Berl.  Akod.,  1774^  Nr.  50r  OeavUe«,  i.  I?,  p.  8a. 

*)  Lagrange,  Abh.  d.  B«^L  Akad.  1772,  Nr.  l^^U,  OetfitM  t  Di,  p.  574. 
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um  piq>  als  Funktion  von  x\^  p^q)  als  Funktion  Ton  x^,  o.  s.  w.  bestimmfln 
zu  können,  so  daas  also 

dg  —  pidxi  +  p^dx^  +  .  .  .  +  p^dXn 

nach  Multiplikation  mit  g>  integrirbar  wird. 

Man  kann  an  diese  beiden  Beispiele  die  sogenannte  Mäkode  der 
S^paraHan  der  Variablen  anschliessen;  man  findet  dieselbe  weiter  unten 
(§  19,  Nr.  72). 

nL  Es  sei  femer  die  Gleichung  zu  int^grireu^): 

q  —  pf(x,  y)  +  F{x,  y,  z). 
Man  hat: 

de  —  p\dx  +  f{x,  y)dy\  +  Fdy. 

Man  integrire  die  Gleichung 

dx  +  fdy  —  0 

mit  Hülfe  eines  integrirenden  Factors  v,  so  dass 

v{dx  '\-  fdy)  =  du 

ist.     Femer  eliminire  man  x  aus  jF*,  indem  man  u  einfährt»  und  integrire 
sodann 

de  — Fdy  ^0 

mit  Hülfe  eines  integrirenden  Factors  F*  so    dass   man  unter  dieser  An- 
nahme hat: 

V{dz  —  Fdy)  =  dU, 

oder  auch,  indem  man  u  als  veiünderlich  annimmt: 

y{dz  —  Fdy)  -^^  du^  dU. 

Führt  man  du  und  dU  in  den  Werth  von  dz  ein,    so  ergiebt   sich 
schliesslich: 

Setzt  man 

V      *    du  ' 

so  erhftlt  man  als  Integral: 

TT— au  —  6  =  0. 

Auf  diese  Weise  ist  z.  B.,  wenn 

«=i>|-  +  (^^  +  y»  +  i^) 


')  Lagrange,   Abb.  d.  BerL  Akad.  1772,  8.  Fall,  Oeuvres  t.  IIl,  p.  567; 
Abb.  d.  BerL  Akad.  1774,  Nr.  52,  Oeuvre»  t.  IV,  p.  82. 
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ist: 

tt  =  a;»  +  y«,      V  =  2x,     CT  =  \g{e  +  w)  _  y,      V  =  {z  +  u)-^ 

und  das  Integral  ist: 

—  y  +  lg(^  +  x^  +  y2)  _  a{x^  +  ^2)  _  ft  ^  0. 

IV.  Es  sei  schliesslich  die  Oleichung  gegeben^): 

«=j>-. /i(*)./i(y)./-8W. 

Man  setze: 

wo  F^,  F^  noch  unbestiiuinte  Fnnktionen  sind.     Dann  hat  man: 

d»  =.  J\  {x)  F,  (0)  dx  +  [F,  ix)rfx  (x) .  /i  (y)  .  [F,  {e)rfs  («)  dy. 

Bestimmt  man  F^  xmd  F^  durch  die  Relationen: 
[F,iz)]'—H,{z)  =  1, 

[J^i(«)J'"/i(«)  =  ö'", 
so  folgt: 

welche  Gleichung  unmittelbar  integrirbar  ist. 

Dieselbe    Lösung   findet  man   mittels    der   sogenannten   Methode    der 
Separation  der  Variabein  (vgl.  unten  §  19,  Nr.  72). 

§  9.  Methode  van  Lagrange  zur  Integration  der  partiellen  Differential^ 
gkidiungen  mit  drei  Veränderlichen.^) 

85.  Fall,  in  welchem  die  Gleichung  die  abhängige  Veränder- 
liche nicht  enthält.  —  Es  sei 

fi^j  y,P,  ff)  =  0  oder  q  =  h{x,  y,p)    ....     (1) 

die  gegebene  Gleichung.     Bekanntlich  ist: 

dz  =  pdx  +  qdy (2). 

Würde   man    die  Werthe  von  p  und  q  als  Funktionen  von  x  und  y 
kennen,  so  müsste  man  haben: 

*  —  ^  rs^ 

dy  ~  dx ^^^' 

0  Lagrange,  Abb.  der  Berl.  Akad.,  1772,  9.  Fall,  Oeuvres,  t.  lU,  p.  569. 
^  Ausser  den  im  Anfang  des  §  7  dtirten  Schriften  vgl.  Jacobi,  Vor- 
lesungen Aber  Dynamik,  Vorl.  22,  S.  168—178. 
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und  die  Oleiohiing  (1)  müBste  f&r  diese  Werthe  eine  Identität  sein.     Man 
hat  also: 

^  =  ?1  M  ^  ^  U\ 

dx         Sx  "^  Sp  dx ^^ 

9x^  dp  dx^  B^dx  .     .     .     .      V'  /• 

da 
Eliminirt   man  ^  ans   der   Relation  (4)  oder   ans   der  Relation  (4') 

mittels  der  Gleichung  (3),   so   findet  man,   dass  p  einer   der  ftquiralenten 
linearen  Gleichungen  genügen  moss: 

$  ^      I      ^   ^  /ex 

dy  ^^  Bx  ^  dp  dx ^^ 

^  +  ^^  +  £1=0       ....     (50. 
dx    '    fy  dx    ^    dq  djf  ^   ^ 

umgekehrt,  wenn  man  eine  Lösung  der  Gleichungen  (5)  oder  (5')  kennt, 
so  machen  der  durch  diese  Lösung  gegebene  Werth  von  p  und  der  ent- 
sprechende durch  (1)  gegebene  Wertii  Ton  q  den  Ausdruck  fiir  dg  integrabel 
oder  sie  genügen  der  Gleichung  (3).  Li  der  That  folgt  aus  den  Gleichungen 
(1),  (5)  oder  (1),  (50  die  Gleichung  (3). 

Somit  findet  man  alle  Lösungen  der  Gleichung  (1),  wenn  man  alle 
Werthe  von  p,  welche  der  Gleichuxig  (5)  oder  der  Gleichung  (5^)  genügen» 
sodann  mittels  (1)  alle  zugehörigen  Werthe  von  q  sucht  und  die  Gleichung 
(2)  integrirt  Im  Allgemeinen  ist  es  besser,  sich  darauf  zu  beschxfinken, 
einen  Werth  von  p,  der  eine  willkürliche  Constante  a  enth&lt  und  der 
Gleichung  (b*)  genügt,  sodann  den  zugehörigen  Werth  von  q  zu  suchen 
und  schliesslich  die  Gleichung  (3)  zu  integriren.  Man  gelangt  aof  diese 
Weise  zu  einer  Lösung  der  Gleichung  (1),  welche  zwei  willkürliche  Con- 
stanten enthält  und  ein  vollständiges  Integral  ist. 

Das  Integral  der  Gleichung  (1)  kann  durch  symmetrischere  Rechnungen 
gefunden  werden,  wenn  man  eine  zweite  Relation 

zwischen  x,  y,  p,  q  sucht,  die  zusammen  mit  (1)  zur  Bestimmung  von  p 
und  q  in  folgender  Weise  dient.     Man  hat  alsdann: 

dx  "^  dp  dx  "^  8q  dx  '     dy  '^  dp   dy  ^  dq  d/g 

dx  "^  dp  dx  "^    dq  dx  '     9y         9p  dy  dq  dy 

miminirt  man  unter  Anwendung  der  Determinantentheorie 

dp       dq      dp       dq 
dx'     dx'    dy'     d^ 


Digitized  by 


Google 


Allgemeiner  Fall.  75 

anrischen  diesen  61eidiuigen  und  der  Oleiclnmg  (3),  so  kommt: 

oder: 

V  a^  _  V  ^  ,  *r  M  _  ?t  ?^  _  0         m 

dx  9p  dp  8x     *     9p  dq  9q,  dy  '     '     \  h 

S6.    Allgemeiner  Fall.  —  Es  sei  jetzt  die  Gleichung  gegeben: 

f{x^  y,  *,  p,  q)  =  0  oder  q  =  H(z,y,g,p)    .     .     .     (7)- 

Ferner  weiss  man^  dass 

dg  =  pdx  +  qdy (2) 

ist.     Weim  masL  eine  zweite  Belaticm 

fi{^,y,^,P,ü)  =  0 (8) 

zwischen  x,  y,  z,  p,  q  kennen  würde,  so  könnte  man  aus  dieser  und  der 
gegebenen  Gleichung  die  Werthe  von  p  uad  q  ableiten  und,  wenn  man 
diese  Werthe  in  die  Gleichung  (2)  einsetzte,  würde  diese  unmittelbar  int&- 
grirbar  werden.     Man  muss  somit  haben: 

^^  =  ^^  rQ\ 

^         S ^^> 

oder: 

8y  ^   9e  ^         9x  ^   de  ^  ^^ 

für  jede  Belation  (8),  welche  einer  Lösung  von  (7)  entspricht 

Ninunt  man  an,  dass  in  die  Gleichung  (7)  die  aus  dieser  Gleichung 
(7)  und  aus  der  Gleichung  (8)  abgeleiteten  Werthe  von  p  und  g,  ausge- 
drückt in  X,  y,  0,  eingesetzt  werden,  so  wird  die  Gleichung  (7)  eine  Iden- 
tität und  somit  hat  man: 

dx  "^  dx  ^  8p  8x'     de  '^  dz  "^  dp  dz       '     '     '     ^    ^ 
oder: 

dx  '^  dp  dx  ^  dq  dx  ^  dz  ^  dp  de  ^  dq  de        ^  ^*"  > 

Mittels  der  Gleichungen  (10)  oder  (10')  und  (7)  kann  man  ^,  y 
ans  der  Gleiclmng  (9^)  eliminiren,  wodurch  dieselbe  übergeht  m: 

^  *!  _  ^  +  ^L ^  _  «)  +  f.  +  j, |i  «  0  (11) 

dx  dp         dy     *     dz\^  dp  I     ^     dx     ^    ^  dz  ^     ^ 


oder 

^^L 

dx  dp  ^^  dy  dq 


?.£  +  gg  +  (.|+.g)S  +  (|  +  .f)  =  o   .    ("0. 
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Umgekehrt  kann  man  aus  den  Gleichungen  (7)  und  (11)  oder  (7)  und 
(11 ')  die  Gleichung  (9^  ableiten.  Die  Integration  der  Gleichung  (7)  ist 
somit  zoräckgeffthrt  auf  diejenige  der  Gleichung  (11)  oder  der  Gleichung 
(11^,  aus  der  q  als  eliminirt  Torausgesetzt  wird. 

Man  kann  die  Integration  von  (7)  auch  auf  die  Ermittelung  einer  im- 
plidten  Belation  (8)  zurückfahren.  Zu  dem  Ende  leitet  man  aus  (7)  und 
(8)  her: 

dx     *"    Sp  dx     *     Sq  $x  '    a«    ""     dp  dx  "^  dq  8x  ''^ 

Sy   "^    dp  ~8y  "^    8q  dy  '    Sy   ^  9p  Sy  ^  6q  dy  '^      | 

dz    "^    dp  dz    '^    dq  dz  '      dz    "^    dp  dz  '^  dq   dz   ~   "^ 

Die  beiden  ersten  von  diesen  Gleichungen  geben: 


(12). 


die  zweiten: 


die  dritten: 


»(/•.  A)     .  i(f.  A)  ii  _  0 

»(«,  P)  "^  «(4.  P)  ««  ~     ' 

9(f,  Q     ,  »if,  f,)  «*  ^  0 

»(y,  9)  "^  i{p,  9}  »» 


m  ft)     I     9(f.  ft)  ^9^0      9{f,  A)     ,     d(f,  /•.)   »  ^  A 
»(«,  P)    "^    »(9,  J»)   »«  '      »(«.  9)    "^    »OP,  4)   »« 

Verbindet  man  diese  Relationen  mit  (9'),  so  kommt: 

8(f,  fr)    .    m  Q    .      jy,  /;)    ,       »(/•,  A)  „  0 

«(«,  P)   "^    t{y,qi    ^  ^  »(«,  P)    "^  *   «(«,  9) 

oder,  wenn   man    die  Vorzeichen  ändert  und  nach  den  Ableitongen  von  /j^ 
ordnet: 

dx  dp^dy  dq^  dz\^  dp^  ^dq)      dp[dx^^dz)      dgUy  +  ^  W         ^     ^" 

Man  gelangt  mit  Hülfe  der  Determinanten  zu  demselben  Resultat, 
wenn  man  die  Ableitungen  von  p  und  q  zwischen  (9^  und  (12)  eliminirt. 
Man  kann  auch  von  den  Gleichungen  (7)  und  (13)  zu  der  Gleichung  (9^ 
zurückgelangen. 

S7.  Ableitung  des  allgemeinen  Integrals  aus  der  Gleichung 
(11),  (11')  oder  (18).  —  Die  Systeme  der  diesen  Gleichungen  entsprechenden 
simultanen  Differentialgleichungen  sind  nach  Nr.  32: 

dx dy  dz        dp  /j^   \ 

*jp  ^  dp         dx'^  ^  dz 
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dx  dp dz —  dp  .--^  V 

v-v-    v^    v-v^    V     •   •   •   •  ^    «^ 

9p  dq         ^  dp^^  Bq  dx   ^  ^  $£ 

dx  dy dz  —  dp  --dg        .^q  . 

v=  V-    v^  iT'^ir  +    v"v+ ^1^^  -^• 

dp  8q        ^  &p^^  8q  dx  ^  ^  dz        dy  ^   ^  dz 

Betarachten  wir  irgend  eines  dieser  Systeme.  Aus  den  beiden  ersten 
Gleichungen  erhält  man  unmittelbar: 

dsf  =  pdx  +  qdy (14), 

welche  Gleichmig  somit  die  eine  yon  ihnen  ersetzen  kann.  Lagrange  hat 
daraus  in  -scharfsinniger  Weise  die  Lösung  eines  analytischen  Paradoxons 
abgeleitet,  welches  er  selbst  entdeckt  hatte. 

Das  System  (IIa)  hat  zur  Lösung  ein  System 

wo  u,  Vy  w  Funktionen  von  x,  y,  0,  p  und  a,  h,  c  Constanten  sind.  Mithin 
ist  das  Integral  der  Gleichung  (11)  oder  (IIQ  eine  Relation  von  der  Form 

u  =  <p{v,  io) (15), 

wo  g>  willkürlich  ist. 

^JHese* Gleichung  (15)",  sagt  Lagrange,  „mit  der  gegebenen  Gleichung 

fix,y,0,p,q)  =  0 (7) 

combinirt,  wird  die  Werthe  von  p  und  q  als  Funktionen  Yon  x,  y,  a  er- 
geben, welche,  in  die  Gleichung 

de  =  pdx  +  Qdy (2) 

substitoirt,  aus  ditiser  eine  Gleichung  in  x,  p,  £f  ableiten  lassen,  welche  die 
gesuchte  Gleichung  ist. 

Da  bisher  die  Funktion  q>(v,  w)  durch  nichts  beschiifaakt  ist,  so  würde 
folgen,  dass  die  primitive  Gleichung  einer  Gleicbung  erster  Ordnung  mit 
drei  Veränderlichen  eine  willkürliche  Funktion  von  zwei  Grössen  enthalten 
könnte;  man  kann  sich  aber  leicht  überzeugen,  dass  es  unmöglich  ist,  aus 
einer  Gleichung  mit  drei  Veränderlichen  mittels  ihrer  beiden  abgeleiteten 
Gleichungen  eine  willkürliche  Funktion  von  zwei  Grössen  verschwinden  zu 
lassen. '* 

Dieser  Einwurf  ist  nicht  vollkommen  richtig.  Man  kann  nur  sagen: 
Es  ist  beim  ersten  Anblick  ziemlich  überraschend,  dass  die  primitive  Glei- 
chung  einer  Gleichung  der  ersten  Ordnung  mit  drei  Veränderlichen  von 
dem  Werthe  von  p  abhängen  kann,  der  aus  einer  Relation  (15) 
abgeleitet  ist,  welche  eine  willkürliche  Funktion  zweier  Grössen 
enthält  Wie  dem  auch  sei,  jedenfalls  hat  Lagrange  das  in  Rede  stehende 
Paradoxon  sehr  gut  erklärt  und  zu  gleicher  Zeit  das  Mittel  angegeben,  um 
das  allgemeine  Litegnd  der  Gleichung  (7)  zu  finden,  nämlich: 
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An  Stelle  der  Verftndarlichen  x,  y,  ß,  p,  welche  in  den  Oleicbmgen  (11«) 
oder  (IIa) 'vorkommen,  nehme  nan  u,  «,  w, p.  Da  die  Gleichung  (14)  die 
eine  der  Oleichnngen  (IIa)  oder  (11 'a)  «rsetzen  kann,  ,,80  werden  in  der 
Formel  djf  —  pdx  —  qdp  die  aus  der  Variabilitttt  von  p  herrorgehenden 
Glieder  sich  gegenseitig  aufheben,  da  diese  n&mlkhen  Ausdrucke*^  der  alten 
Yerftnderlidien  als  Funktionen  der  neuen,  „diese  Formd  in  dem  Falle  zu 
Null  machen,  wo  u ,  v,  tc  Constanten  sind.  Dieselbe  wird  also  v<m  der  Form 
werden: 

üdu  +   Vdv  +    Wdw, 

in  welcher  U,  V,  TT  Funktionen  von  jp,  u,  v,  w  sind"  (Lag  ränge).     An 
Stelle  der  Ql^chung  (14)  kann  man  also  nehmen: 

Udu  +   Vdv  +   Wdw  =  0 (16). 

Da  die  Gleichung  (15),  welche  eine  LOsung  dieser  isi,  p  nicht  mehr 
ezplicit  enthält,  so  ¥rird  dies  bei  (16)  ebenso  der  Fall  sein,  so  dass  U^  Vj  W 
durch  tt,  t7,  w  allein  ausgedrückt  sind. 

Anstatt  ^e  Relation 

d0  :^  pdx  +  qd^ (2) 

zu  integriren,  nachdem  man  darin  p  und  q  durch  ihre  aus  den  Gleichungen 

f{x,y,js,p,q)  =  0 (7) 

u  =  (p{v,w) (15) 

sich  ergebenden  Werthe  eingesetzt  hat,  kann  man  somit 

Udu  +   Vdv  +   Wdm  ««0 (16) 

onter  Berüoksiphtigung  von 

u  ^  (p{v,w) (15) 

integriren,  wobei  die  Funktionen  u,  t?,  w  die  Grösse  q  nicht  enthalten,  selbst 
nidd;  implieit,  wenn  diesdben  mit  Hülfe  ?on  (11«)  bestimmt  worden  sind. 
Abb  (15)  folgt: 

und  somit  erhftlt  man  an  Stelle  von  (16): 

(^£+   y)äv+   [U%  +  W)äu,  =  0    .     .    (17). 

woraus  man  u  eliminiren  und  eine  Belation  von  der  Form 

V  =  tp{w) (18) 

ableiten  kann.  Eliminirt  man  p  zwischen  (15)  und  (18),  so  ecbSlt  man  das 
gesuchte  allgemeine  Integral*  HAtte  man  q  in  u,v,ip  gelassen,  so  misste 
man  zu  den  Gleiahungen  (15)  und  (18)  noch  die  gegebene  Glächung  hinca* 
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nehmen.  In  jedem  Falle  sieht  mm,  daas  u  und  17  beide  Funktionen  von 
w  sind,  aber  eine  von  ihnen  ist  nicht  willkürlich. 

Die  Gleichungen  (18a),  deren  Anzahl  vier  betragt,  eorgeben  nicht  mehr 
ak  die  Oleidbmigen  (Ha)  oder  (ll'a)i  weil  die  «ine  der  Lösungen  von  (18^) 
fists  0  htf  wie  jnan  leidit  findet  In  der  That,  bildet  man  einen  Bruch 
glwb  denjenigen,  welche  in  (13«)  aoftreten,  und  dessen  Zfihler 

ist,  so  findet  man»  duss  der  Nenner  gleich  Null  ist  Eine  der  Gleichungen 
(19«)  kann  aomit  durch  dfi=f^O  oder  f  «=»  const  ersetzt  werd«i.  Diese  Con- 
stante  mnss  gleich  Null  sein,  da  sonst  das  gefundene  Integral  mit  der  ge« 
g»b«neii  Gleichang  nicht  TertrftgUch  wfire.  Das  System  (13«)  ist  somit  dem 
System  (ll'a)  ttqaivjdeat,  wenn  man  zu  dem  letzteren  f  ^^  0  hinzuffigt.^) 

88.  Xniiltt#liiiig  des  irolMMaatäigefB.  Int^gnOa.')  —  Nehmen  wir 
für  die  Belation  (15)  die  Gleichung 

u  =  a  +  bv  +  Civ (19), 

wo  a,  b,  c  willkürliche  Constanten  sind,  und  setzen  wir  6  =s  0,  c  =  0,  so 
erhalten  wir: 

tt  =  a (20). 

Diese  Gleichung  giebt  zusammen  mit 

f{^.y.B,p,q)  =  0 (7) 

p  und  q  ausgedrückt  durch  die  willkürliche  Constnrte  a  und  die  Vanablan 
Xj  5f,  e.    Somit  führt 

dss  s=  päx  +  qdy 

zn  einer  LOsung  mit  zwei  willküriichen  Constanten,  welche  dae  voll- 
stftndige  Integral  ist. 

Hau  kann  zu  diesem  in  gewissen  Ffillen  auf  eine  aadaire  Art  gelangen. 
Man  nehme  an,  daes  in  der  Gleichung  (16)  IF  v«  0  sei  Offenbar  genügt 
man  dieser,  wenn  man 

^)  Lagrange,  Le^ons,  p.  386  n.  ff.  Lacroix,  t  n,  Nr.  747,  p.  564.  La- 
grange sagt  noch:  Man  hat 

V  7x  v»(fr),    n  ^  %{u>) 
mit  der  Bedingung: 

Wi!^)  +  ^♦'(»)  +  Tr=  0. 

*)  Dies  ist,  wenn  wir  Lacroix  t.  II,  Nr.  741,  p.  640,  recht  TenAehen,  auiA 
Idee  Ton  Charpit  Lacroix  t  in,  p,  705  f&hrt  einige  Bemerkungen  Ton  Poisson 
an  über  den  Znaaipwenhang  swischen  dem  Verfahren,  welches  die  allgemeine 
LOevng  mittehi  des  yollst&ndigen  Integrals  giebt,  und  dengenigen,  welches  wir 
in  der  Terheigebeadan  Nummer  aoseinandergesetst  haben. 
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80  Lagrange'sche  Methode  fftr  belieb.  GHeidraiigeii  mit  drei  Vftriableiu  [Nr.  S9~40] 

u  ^B  a,    V  m^  b 

setzt,  und  diese  Belationen  geben  zusammen  mit  (7)  das  Tollst&ndige  Integral 
(vgl.  das  Beispiel  der  Nr.  39). 

Bemerkung.  Die  Lagrange'sche  Methode  gestattet  eine  zweifache 
Erweiterung  in  dem  Falle,  wo  die  Anzahl  der  Yariablen  grOsser  als  drei 
ist  Man  kann  die  Aufgabe  zurückführen  auf  die  Bestimmung  eines  Inte- 
grals einer  (16)  analogen  Gleichung  von  der  Art,  dass  dasselbe  zu  gleicher 
Zeit  das  Integral  der  gegebenen  Gleichung  ist;  dies  hat,  wie  ¥rir  im  nBebsten 
Kapitel  sehen  werden,  Jacobi  bei  seiner  Erweiterung  der  Lagrange'schen 
Methode  gethan.  Diese  Methode  erfordert  die  yoUstftndige  Integration  der 
Gleichungen  (IIa)}  i^^'a)  oder  (13«).  Jacobi  hat  jedoch  noch  eine  andere 
Erweiterung  der  Lagrange'schen  Methode  gefunden,  welche  den  Namen 
„Jacobi'sche  Methode"  verdient  und  sich  gründet  auf  die  ToUständige  Inte- 
gration einer  gewissen  Anzahl  von  (18«)  analogen  Gleichnngssystemen.  Diese 
Methode  wird  im  zweiten  Theile  dieses  Buches  auseinandergesetzt  werden. 

§  10.    BeUpide,^) 

89.  Beispiel  für  die  Anwenduxig  der  Methode  der  Nr.  37.  — 

Es  sei 

e  =  pq 

die  gegebene  Gleichung.     Die  Hülftgleichungen 

dx   dy   dz    dp 

führen  leicht  zu  den  Integralen: 

f*  ==  y  —  1)  =  a,   f?  =  -^y  =  6,  «7  =  a?  —  ^  =  c. 


^)  Das  erste  dieser  Beispiele,  welches  von  Lagrange  mit  bewnndenuiga- 
werthem  Scharftinn  gewählt  worden  ist  als  Anwendung  der  allgemeinen  Methode, 
findet  sich  in  den  Legana  p.  898.  Die  Classification  der  andern  verdankt  man 
Legen dre  (Mtooires  de  TAcad^mie  de  Paris  1787:  Memoire  sur  Vintegratitm 
des  iquatiofu  aux  differencee  partielles,  p.  809—851;  §  IX,  p.  887—848:  Des  Squor 
tions  nan  lineaires  du  L  ordre)^  im  Auszuge  wiedergegeben  von  Lacroix,  t.  II, 
Nr.  742—747,  p.  550 — 564.  Die  besonderen  FftUe,  wo  man  die  Rechnnngen  zu  Ende 
fahren  kann,  sind  Lagrange»  Abh.  der  Berl.  Akad.  1772,  1774,  1785,  entliehen. 
Jacobi  (CreUe's  Journal  Bd.  28,  S.  2)  hat  bemerkt,  dass  mehrere  dieser  von 
Lagrange  behandelten  Beispiele  sdion  Yon  Eni  er  mittels  besonderer  Knnst- 
gri£fe  gelöst  worden  waren.  Auch  Bo  ole,  Treatise,  Kap.  XIV,  haben  wir  einiges 
entliehen.  Der  Efirze  halber  haben  wir  die  Schlnssfolgenmgen  Ton  Lacroix, 
welche  sich  anf  eine  allgemeine  Methode  zur  Entdeclnmg  neuer  integrabler  F&lle 
(t.  n,  Nr.  745,  S.  558)  besiehen,  sowie  das  Beispiel,  welches  er  dazu  giebt,  nftmlidi : 

weggelassen.  Man  integrirt  diese  Gleichimg,  indem  man  ay  ^  qxz  setst  (t.  II,  p.  561). 
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Beispiele.  81 

Aus  diesen  Gleichungen  erhält  man: 

y  zss  u  +  p,    z  =  p%    X  =s  w  +  pv 

dy  =  du  -^  dp^    dz  =  2pvdp  +  p'^dv,    dx  =  dw  -{-  pdv  +  vdp. 

Die  Gleichung 

dz  —  pdx  —  qdy  =•  0 
nimmt  die  Form  an: 

dw  -f-  vdu  =  0. 
Setzt  man 

t?  =  9?  (w,  w), 

so  geht  diese  Gleichung  über  in: 

dw  +  9'(W,  w)dU  aa=    0, 

und  diese  führt  zum  allgemeinen  lutegral. 
Setzt  man  dagegen 

dw  =  0,    du  =  0, 
oder: 

w  =  X  -  ^  ^  c,   u  =  y  —  p  =  a, 

so  findet  man   zwei  Relationen,  welche  durch  Elimination  yon  p  zu  dem 
TolMändigen  Integrale  fähren: 

(a;  —  c)  (y  —  a)  =  i8r. 

Man  gelangt  zu  dem  vollständigen  Integrale  auch,  wenn  man  zur  Be- 
stimmung von  p  die  Gleichung  y  — jp  =  a  nimmt.     Man  hat: 

P  =  y  -  a,    «  =  ^^ 

dz  =  {y—  a)  dx  +  ^-^  dy, 

oder: 

dz                  «         j  j 
7 ^  dy  =  dx. 

Das  Integral  dieser  ist: 

z 

s=ss   X    C 

y  —  a 
oder: 

e  =  {y  -^  a)  {x  —  c). 

40.  Beispiele,  welche  von  der  Integration  einer  einidgen  der 
Hüifiigleiohungen  abhängen.  —  I.  Beispiele,  welche  von  der  In- 
tegration von 

MaoBioB,  Part.  DifferentialgleicliUDgeii.  0 
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82        Lagnuige*ache  Methode  für  belieb.  Gleichungen  mit  drei  Variablen.    [Nr.  40] 
abh&ngen.  —  Mao  kann  diese  Gleichung  integriren,  wenn  man  hat: 

d.  h.  wenn  die  gegebene  Gleichung  von  der  Form  ist: 

g  —  j)  F{x,y)  4-  q>{x,y). 

In  diesem  Falle  ist: 

de  =  p{dx  +  Fdy)  -f  q>{x,  y)  dy. 
Hat 

dx  +  Fdy  »»  0 

einen  Integrabilit&tsfaktor  v  derart,  dass 

v(dx  +  Fdy)  =  du 


ist,  so  ergiebt  sich: 


de  —^  +  (p{x,  y)  dy. 


Nimmt  man  an,  dass  man  x  aus  q>  und  v  eliminirt  habe  dadurch^ 
dass  man  diese  Yerftnderliche  durch  ihren  Werth  in  u  und  y  ersetzt,  so 
muss  man  haben: 

dy      ~  du' 
Hieraus  folgt; 

P  =  f  jg  äU- 

Dieser  Werth  von  p  enthält  eine  willkürliche  Constante;   der  Werth 
von  e  enthalt  somit  deren  zwei  und  giebt  das  vollständige  Integral.^) 
Es  sei  z.  B. 

a;g  =  ^y  -f  xe^+-^. 
Man  hat: 

F=^,v^2x,  u^x^  +  y^,  (p(x,  y)  =  e''+^'::^  e^,^  =  e 

p  =»  2a?ye«  +  2ax,    q  =  2y  V  +  e«  +  2ay, 

dz  =  yef^+sf*  {2xdx  +  2ydy)  +  c^'+^rfy  +  2axdx  +  2aydy, 

n.  Beispiele,  welche  von  der  Integration  von 

dp 


dy  = 


')  Lagrange,  Abb.  der  Berl.  Akad.  1772.    Oeuvres  t  III,  5.  Fall.  p.  562. 
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Beispiele.  83 

abhängen.  —  Man  kann  diese  Qleichnng  integriren,  wenn  man  hat: 

Diese   lineare   partielle  Differentialgleichnng  giebt   für  h  oder  q  den 
folgenden  Werth: 

q  =  xF{p,  y)  +  (p{p,  y,e  —  px). 

Man  erhält  hieraus: 

de  =  pdx  +  xF(p,  y)dy  +  ip(j>,y,  e  —  px)  dy. 
Setzt  man 

dp  —  F{p,y)dy  =  0, 

wodurch  p  und  e — px  =s  u  bestinmit  werden,    so  geht   die  vorstehende 
Gleichung  über  in: 

du  =  (p{p,yy^)dy, 

aas  welcher  man  p  wird  eliminiren  können.^) 
Als  besondere  Fälle  erwähnen  wir: 

1)  denjenigen,  wo 

F{p.  y)  =  w'ijf) 

ist;  dann  ist: 

du  =  (p[y^(f/),y,u]dy; 

2)  denjenigen,  wo 

JF  =  0 
ist;  alsdann  ist: 

2  =  <p{p>y,^  —  px\ 

oder: 

z  =  px  +  f{p,  y,  q). 

In  diesem  Falle  hat  man: 

js  =  ax  '\'  u, 
du  =  y)(a,y,  u)dy, 

3)  Endlich  kann  man  als  noch  specielleren  Fall  die  beiden  Gleichungen 
betrachten: 

q  =  w  {p>  y\ 

q  =   W{p), 

welche  weiter  oben  behandelt  worden  sind  (Nr.  34,  I.  S.  70). 

Im  üebrigen  haben  wir  früher  die  allgemeinste  derjenigen  Gleichungen 
untersucht,  mit  denen  wir  uns  hier  beschäftigen  (Nr.  21). 


*)  Lagrange,  Abh.  der  Berl.  Akad.  1774.    Oeuvres  t.  IV,  Nr.  54,  p.  85. 

6* 
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84        l4igraiige*8che  Methode  ftrbeUeb.  Gleichungen  nut  drei  Variftbleii.     [Nr.  40] 
nL  Beispiele,  welche  von  der  Integration  von 


djc —  dp 

abh&ngen.  —  Wir  setzen: 


Sp  bx  '^  ^   Sz 


oder: 


Um  den  Werth  von  k  oder  q^  welcher  dieser  linearen  Gleichung  genügt 
zu  finden,  müssen  wir  das  Hülfssjstem  integriren: 

dx   dy  dz  dp  dq 

1  T  *°^  y  "^   ^\XyP)  "*    0" 

Es  sei  T  BS  a  das  Integral  von  dp  =  F{x,  p)  dx;  daraus  möge  sich 
ergeben  p  bs^  jt(Xj  a);  dann  hat  man: 

djg  =  ^(a?,  a)dXj    e  —  J^(a?,  a)dx  =  h. 

Die  andern  Integrale  sind  q  =  c,  y  s=s  d.  Mithin  hat  die  lineare 
Gleichung,  welche  q  giebt,  zum  Integral: 

2  =  9(y»  ^»  z—ln{x,  a)dx). 

Die  Relation  de  sss  pdx  +  9!^y  g^^t  über  in: 

de  =  pdx  +  <p{y,  T,z  —  \n{x,  a)dx)dy. 

Setzt  man  p  «»  3t{x,  a)  und  ist 

e  =  1 3t{x,  a)dx  -\-  V, 
so  wird 

de  =  pdx  +  rft;  a=  pdx  +  ^(y,  ä,  v)dy, 

und  hat  man  nur  noch  v  durch  die  Gleichung  zu  bestimmen: 

dv  =  g)(if,  a,  v)  dy, 

Bemerkung.  Es  ist  ersichtlich,  dass  sich  dieser  Fall  im  Grande 
nicht  von  dem  vorhergehenden  unterscheidet,  da  die  2;  und  die  y  in  den 
partiellen  Differentialgleichungen  die  nämliche  Bolle  spielen.  Wir  begnügen 
uns  daher,  ein  specielles  aus  Lacroix^)  entlehntes  Beispiel  anzuführen. 
Die  Gleichung 

q  =  {e  +  pxy 
hat  zum  Integral: 

^  +  -  +  -irr  =  ö- 

^     X     ^     y  +  b 
*)  Tome  U,  Nr.  741,  p.  549. 
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Beispiele.  85 

IV.  Beispiele,  welche  abhängen  von  der  Integration  von 

dz dp 

dx  dx    ,         dx  * 

dp         dx     *    -^   dz 

Wir  setzen,  um  diese  Gleichung  integrabel  zu  machen: 

Diese  partielle  Differentialgleichung   hat   als  entsprechendes  System  simul- 
taner Gleichungen: 

dx   dy   dz  dp       dx 

T  —  "Ö"  ~  y  ~  pF(z,p)  —  xF{z,py 

Es  sei  T  =  6  das  Integral  von  dp  «»  F(ayp)djsf  und  es  sei  femer 
p  =  jt{£^,  h)  der  Werth  von  p,  welcher  sich  daraus  ergiebt.  Dann  sind 
die  andern  Integrale  des  Hülfssystems: 

Die  Gleichung  für  k  führt  somit  zu  dem  Integral: 

Die  Gleichungen  von  dieser  Form  geben  für  d£!  den  Werth: 

dg=p[dx  +  (p(y,  T,  X  _  j-^)dy]. 
n: 

dz  =  ;r(ir,  ö)[-^^^  +  dv  +  (p^,h,  v) rfy], 

und  diese  Gleichung  reducirt  sich  a«f  die  integrabls  Gleichung: 

dv  +  g)(t/,  b,  v)  dy  =  0. 

Ein  besonderer  Fall  ist  der,  wo 

q  =  K{p,z) 
ist.     Man  hat  alsdann: 

dz  =  pdx  +  k(j),  z)  dy. 

Die  Integrabilitfttsbedingung  ist,  wenn  man  p  als  Funktion  von  z  allein, 
z.  B.  jp  SB  3t {z\  annimmt: 


Setzt  man 
so  wird: 
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8  6   Lagrange'Bche  Methode  für  belieb.  Qleichungen  mit  drei  Variablen.  [Nr.  40—4 1  ] 

oder: 

qdp  =  pdq. 
Mithin: 

g  SS  op  oder  ^(p^  e)  =  ap. 

Aus  dieser  Gleichung  leitet  man   den  Werth  von  n{e)  her.     Ist  dies 
geschehen,  so  führt  die  Gleichung  p  =  Jt{z)  zu  dem  Werthe  yon  x: 

Andrerseits  giebt  die  Gleichung  q  =  a^(j6^): 

«»  =  11^+  xi^y 

Damit  diese  beiden  Relationen  identisch  seien,  muss 

V(y)  =  —  ay  +  6,    xi^)  =  —  x  +  b 
sein.     Somit  ist  schliesslich  das  vollständige  Integral: 

Diese  scharfsinnige  Auflösung  rührt  von  Lagrange  her.^) 
Geometrische  Anwendung.     Die  Gleichung  einer  Fläche  zu 

finden,  bei  welcher  die  Länge   der  Normale,    gerechnet   bis   zur 

^y- Ebene,  gleich  1  ist. 

Die  Gleichung,  zu  welcher  die  Aufgabe  führt,  ist: 

Setzt  man: 

p  =  jt{a),     q  =  a7t(z), 
so  erhält  man: 

Die  Lösung  ist  also: 

a;  +  ay  =  ö  —  Vr+"ä^  VT^^? 
oder: 

(x  +  ay   -  6)«  —  (1  +a«)  (1  —  O- 

Es  ist  dies  die  Gleichung  eines  Rotationscylinders,    dessen  Achse  dar- 
gestellt wird  durch  die  Gleichungen: 

jer  =s  0,    X  +  ay  —  &  =  0. 

Als  singulare  Lösung  findet  man  der  allgemeinen  Regel  gemäss: 

z  =  ±  1. 


»)  Abh.  d.  Berl.  Akad.,  1772,  Oeuvres,  t.  ITI,  7.  Fall,  p.  566;  Abh.  d.  Berl. 
Akad.  1774,  Oeuvres,  t.  IV,  Nr.  51,  p.  81. 
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Beispiele.  87 

Durch  ein  anderes  Verfahren  gelangt  man  zu  einem  yollständigen 
Integral,  welches  die  Kugelfl&che  darstellt.  Ans  der  gegebenen  Oleichnng 
findet  man: 

Vi— -?»  — pV 

Somit: 

2zde  =  2epdx  +  2(1  —  z^  —  p^e^f^dy. 

Die  linke  Seite  ist  ein  exactes  Differential;  dasselbe  würde  der  Fall  sein 
mit  dem  ersten  Gliede  der  rechten  Seite,  wenn  man  pg  ^ss  a  —  x  setzte. 
Unter  dieser  Annahme  sei 

ir»  -f-  (a  —  xY  =  V. 
Dann  wird: 

2(1  —  vf^dy  =  dv 
oder: 

1    —   t;  =  (y   _   5)2. 
Somit  schliesslich: 

^^  +  {x  —  aY-\-{y  —  ly  =  1. 

Bemerkung.  Bei  den  verschiedenen  Beispielen,  die  wir  soeben  be- 
handelt haben,  haben  wir  stets  die  Methode  der  Nr.  88  angewendet,  welche 
darin  besteht,  dass  man  den  Werth  von  p  aus  der  Lösung  u  ^=^  a  von 
einer  der  Hülfsgieichungen  herleitet.  Wir  wussten  von  vornherein,  dass 
es  uns  auf  diese  Weise  gelingen  muss,  dz  ^ss  pdx  +  qdy  integrabel  zu 
machen.  Wir  haben  uns  nachträglich  überzeugt,  dass  dem  in  der  That 
80  ist 

41.  Einige  Beispiele,  welche  von  der  Integration  von  zweien 
der  Hülftglelohnngen  abhängen.  —  I.  Betrachten  wir  die  Hülfsglei- 
drangen: 

dx     dy  dp 

dx      r       dx  ,    ^* 

dp  Bx'^  ^  6z 

Diese  Gleichungen  sind  integrabel,  wenn 

-—  und  -r h  J>  -*- 

dp  9x     ^   -^  8z 

Funktionen  von  x,  y  und  p  allein  sind.  Es  genügt  dazu,  dass  z  m  q  nur 
in  erster  Potenz  vorkonmat  und  zwar  multipHcirt  mit  einer  Funktion  von 
y  allein,  oder  mit  andern  Worten,  dass 

q  =  F{x,  y,  p)  +  z<p{y) 
sei. 

Als  besonderen  Fall  kann  man  den  anführen,  wo 

q>{y)  =  0 

ist.    Man  hat  alsdann  eme  Gleichung,   welche  z  nicht  mehr   enthält,    und 
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8  8        Lagrange'sche  Methode  für  belieb.  Gleichungen  mit  drei  Variablen.    [Nr.  41  ] 

man   kann   darauf  die  Methode   der   Nr.   35  anwenden.     Z.  B.  giebt   die 
Gkiohiuig 

px  +  qy  =  pq 
auf  diese  Weise: 

i)  =  y  +  p    q  =  X  +  by,    2h{0  —  a)  =  (x  +  hy)\ 
Lagrange  behandelt  mittels  besonderen  Konstgriflfo  die  Gleichung:^) 

,-^(p,f). 

Er  setzt: 

X  =  yu,  p  ^  <p  (tt), 
woraus  folgt: 

dx  ^  ydu  +  udy,    q  =  f[(p{u),  ü] 

dz  =»  yg>{u)du  +  {f[<p{u),  ü]  +  u(p(u)}dy, 
und  bestimmt  q>  durch  die  Gleichung 

b  +  lq>(u)du  =  f[(piu),  u]  +  u<p{u), 
wonach  sich  ergiebt: 

z  ^  a  +  by  +  yj<p{u)du, 

n.   Die  Hülfsgieichungen 


dx 

= 

dz 

— 

dp 

sp 
dy 

K- 

Az 

8x 

+  P 
dp 

4k 
Sz 

H- 

^  SP 

9h 

Sx 

+  P 

9% 

Sz 

fähren   ebenso    zur   Integration  der   partietten  Differentialgleichungen  von 
der  Form: 

q  =  F(y,  jßr,  p)  +  px(p(y) 

q  =  g7(y)  F(x,  z,  p) 
oder  erleichtem  dieselbe  wenigstens  erheblich. 


')  LagraAge,  Abb.  d.  Bari.  Akad.  1772,  Oeuvres,  tili,  «.FaU,  p. 564.  Mit 
diesem  Beispiete  schli^ast  die  Unteviuchuag  der  besondereR  von  dem  gesolMuckten 
Turiner  Gelehrten  behandelten  Fälle. 
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3.  Kapitel. 

AnsdehBimg  der  Lagrange'schen  Methode  anf  partielle  Diffe- 
rentialgleiehimgeii  mit  beliebig  yielen  Variablen.^) 

§  11.    Theorie. 

42.  ZarüokfÜhrung  der  Aufgabe  auf  die  Integration  eines 
Systems  von  simultanen  Differentialgleichungen.  —  Die  gegebene 
Gleichung  sei: 

f{sS,  X^y  a?2,  .  .  .,    Xn,  2?i,  i>2>  •  •  •>  P»)    =    0     .       .       .       .       (1). 

Kennt  man  eine  Lösung  derselben,  so  machen  die  daraus  sich  er- 
gebenden Werthe  von  Pi,  p^,  . . .,  Pm  ausgedrückt  durch  z,  x^,  x^,  ...,  x^ 
die  Gleichung 

dz  =  p^dxi  +  p^dx^  4- \r  PndXn     ....  (2) 

integrabel.     Infolge  dessen  hat  man: 


^)  Diese  Ausdehnang  der  Lagrange'sehen  Methode,  welche  von  Gharpit 
veigebens  yerBocht  wurde  (ygL  Lacroix,  t.  II,  Nr.  748,  p.  567 — hl2)  wurde  Ton 
Jacob i  in  der  kleinen  Abhandlung:  „Über  die  Integration  etc.'*  (Crelle'a  Joozn., 
Bd.  3,  S.  817—329)  auflgef&hrfc.  Die  Rechnungen  dnd  dieselben,  wie  bei  der 
Methode  von  Pf  äff,  nur  sind  dieselben  in  der  umgek^uten  Reihenfolge  aosge- 
ftthxt.  Bei  der  Methode  von  Lagrange  und  Jacohi  föhrt  mam  die  IntegxAtion 
der  partiellen  nicht  linearea  Gleichungen  auf  di^anige  der  liBearen  partiellen 
Differentialgleichuiigen  oder  anf  diejenige  der  entsprechenden  simultanen  DifFe- 
rentialgleichungen  zurfick.  Dies  ist  die  Grundidee,  die  Übrigens,  wie  wir  in  Nr.  87 
gesehen  hal>cn,  zu  einer  Änderung  der  VerftnderUchen  ffthrt.  Bet  der  Methode 
▼OB  Pf  äff  ist  dagegen  die  Änderung  der  Yariablen  der  Grundgedanke;  dieselbe 
fUurt  sdüieaslieh  su  den  erw&hnten  simultanen  Differentialf^eichungeB.  Wie  man 
sieht,  ist  die  Arbeit  tob  Jaoobi,  die  wir  in  diesem  Kapifcel  analjsixen,  in  her* 
▼erragendem  Masse  geeignet,  den  Zusammenhang  su  zeigen,  welcher  zwischen 
der  Methode  ¥on  Lagrange  und  deijeaigen  von  Pf  äff  besteht.  Aus  diesem 
Gnmde  setzen  wir  sie  an  diese  Stelle,  obwohl  dieselbe  absolut  keinen  Einfloss 
auf  die  £nlwiekelung  der  Wiesensohaft  gehabt  hat. 

A.  Meyer  hat  in  der  Sdhnft:  Memeitt  aar  VimUgratifm  de  Viquatum  fmeraJr 
(lux  difftrences  partieUae  du  premier  ordre  d'uH  nomkrt  gueloofmitf  dr  wvriMt» 
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dpi    dpk 

oder: 


.       —     , (3) 

dxk  dxi  ^ 


dpi      ,      dpi         dpk     ,     9pk   ^ 

6ik  "^  "dT-^^  —  "to"  ^"  ~ai"  ^'• 

Substitoirt  man  in  (1)  die  in  Rede  stehenden  Werthe  Yon  p^,  ...,!>» 
und  ersetzt  man  femer  e  durch  seinen  Werth,  so  wird  die  Gleichung  (1) 
eine  Identit&t,  aus  der  man  durch  Differentiation  erhält: 


*/■           '^  „    _   */■     <P>    j_           4.    *^    «*?» 

.  (4i) 
•      (4*) 

«Xn              «Z  ^"           ip,     rfx»     '                      dpii    Ac» 

Wir  setzen: 

-^1  —          »X.          Sz  ^1 ^"                »x„          8z  P' 

•     (4.). 

.  (3) 
.     (6). 

Führt  man  die  Bedingungen  (3)  in  die  Gleichungen  (4)  ein  und  fugt 
man  zu  den  letzteren  noch  eine  von  (6)  nicht  verschiedene  identische  Glei- 
chung hinzu,  so  gelangt  man  zu  dem  folgenden  System  von  Gleichungen, 
denen  die  aus  einer  beliebigen  Lösung  von  (1)  abgeleiteten  Werthe  von 
^t  Pii  '  '  '1  Pn  genügen  müssen: 


(M^m.  de  TAcad.  de  Belgique,  t.  XXVII,  3.  pagination,  p.  1—24)  die  Arbeit  von 
Jacobi,  die  wir  hier  analysiren,  ohne  einen  wesentlichen  Zusatz  zu  machen, 
reproducirt. 

Wir  fahren  noch  in  Bezug  auf  den  in  diesem  Kapitel  und  zum  Theil  im 
folgenden  behandelten  Gegenstand  an:  Boltzmann,  Zur  Integration  der  par- 
tiellen Differentialgleichungen  erster  Ordnung  (Wiener  Berichte,  1875,  LXXII, 
2.  Abth.,  471—488);  Bertrand,  Sur  la  premikre  methode  de  Jacobi  pour  Vinti- 
graiion  des  equatians  aux  derivees  partielles  du  premier  ordre  (CR.  1876,  LXXXII, 
p.  641-647). 

Bei  Gelegenheit  der  in  diesem  Kapitel  auseinandergesetzten  Methoden,  sowie 
der  Methoden  von  Pf  äff  und  Cauchy  ist  eine  wenig  bekannte  Arbeit  zu  er- 
wähnen, deren  Mittheilung  wir  dem  Herrn  Professor  Padova  verdanken:  Sulla 
integrazione  delle  equazioni  a  derivate  parziali  del  V  0.  Memoria  del  Prof. 
Giov.  Maria  Lavagna.  Dieselbe  ist  publicirt  in  den  Atti  dell  'Accademia  Geoenia. 
in  Catane;  ein  Auszug  aus  dieser  Abhandlung  erschien  im  Jahre  1846  in  den 
Atti  della  settima  riunione  degli  scienziati  italiani  tenuta  in  Napoli,  nel  1845. 
(Lavagna  wurde  geboren  zu  Livomo  im  Jahre  1812;  er  starb  zu  Pisa,  wo  er 
Professor  der  Mechanik  des  Himmels  war,  im  Jahre  1870).  Wir  hoffen  in  Kurzem 
diese  Originaluntersuchung  an  anderer  Stelle  zu  analysiren. 
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1  dp,  dx,    "^  dp,   da;,   "^  ■  '  *  "^  dpn  dxn      '     '       ^^' 


«  dPi   dx,    ""^   "dp,   d«,  ""^  '      ■  "^  dpn  dxn     '  ^  "^ 

V—  ^J^M^^^  4_JtA  n       \ 

^    —   9p,   dx,    '^    Sp,  dx,   '^  ^  dpn  dxn     '     '  ^  ''+'^" 

Es  ist  wesentlich  zu  bemerken,  dass,  wenn  sich  auch  die  Gleichungen 
(7)  aus  den  Gleichungen  (4)  und  (3)  ableiten  lassen,  man  doch  nicht  um- 
gekehrt di^  Gleichungen  (3)  aus  (4)  und  (7)  herleiten  kann.  Man  kann  somit 
aus  der  vorstehenden  Analyse  folgern,  dass  die  Werthe  von  Pi,P2i  *  •  -'  Pm  ^1 
als  Functionen  von  x^,  X2,  .  .  .,  ^n  ausgedrückt,  welche  den  Gleichungen  (7) 
genügen,  die  Lösungen  der  Gleichung  (1)  enthalten;  aber  das  umgekehrte 
ist  im  Allgemeinen  nicht  richtig:  die  Lösungen  des  Systems  (7)  brauchen 
der  Gleichung  (1)  nicht  zu  genügen. 

Es  folgt  hieraus,  dass  man  unter  den  Lösungen  des  Systems  (7)  die- 
jenigen heraussuchen  muss,  welche  der  Gleichung  (1)  genügen.  Die  Inte- 
gration des  Systems  (7)  kommt  dem  §  7  (vgl.  besonders  die  Nr.  32)  zu- 
folge zurück  auf  diejenige  des  Systems: 


^= 

— 

= 

dz 

P  " 

_dp. 

= 

,  .  .  = 

dpn 
Pn        • 

• 

(7«). 

Da 

8p, 

dpn 

8f 

»f 

+  ••• 

+ 

Sf 

Sxn 

Sf 

Spn 

+ 

Sz 

+  Pi 

Sf 
SPi 

+  •• 

•+   P» 

Sf 

Spn 

=  0 

ist, 

so  sind  die  Verhaltnisse,   welche  in 

den  Gleichungen 

(7a)  vorkommen, 

gleich 

df 
'0' 

oder  mit  andern  Worten,  es  kann  eine  jener  Gleichungen  durch  df  =z  0 
ersetzt  werden.  Es  folgt  daraus,  dass  das  eine  der  Integrale  des  Systems 
(7a)  f=C2^  oder,  wie  wir  schreiben  wollen,  /*2„  =  c^^  ist.  Das  Integral- 
system der  Gleichungen  (7a)  kann  somit  dargestellt  werden  durch: 

/l  =  ^H     f%  =  ^2i  '  '  '  •)  hn—l  =  ^2w-.l»   hn   =    ^2n> 

wo  die  f  Functionen  von  ^,  x^,  x^^  .  .  .,  Xny  Pi,  P2,  -  -  -i  Pn  und  <31iö  c  Con- 
stanten bezeichnen. 

Das  System  (7)  hat  zur  Lösung  n  -}-  1  Relationen  von  der  Form: 

F{f„.f„  ..., /i„)  =0. 
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92  Aasdehnung  der  Lagrange'aoben  Methode.  [Nr.  48] 

Es  bleibt  also  nur  übrig,  die  Form  der  Fnnctionen  F  derart  zu  specialis 
siren,  dass  sie  die  Lösung  von  (1)  geben. 

4S.  Änderung  der  Variablen.  —  Wir  setzen,  wie  im  Falle  der 
Gleichungen  mit  drei  VeränderlicheD, 

/•  =  0,    /i  =  «1,    ^  =  «,,..  .,  /i„«i  ==  ««^_i      .     .     (8) 
und  leiten  aus  diesen  2n  Gleichungen  die  Werthe  der  Variablen 

^V    •  •  V    ^n,  Pv    '      '1  Pn 

als  Functionen  von  ^ 

«1,  «2,  .  .  .,  t<j„_i,  e 

her.    Führt  man  diese  Variablen  in  die  Gleichung 

dg  =  p^dx^  +  •  •  •  +Pndx„ (2) 

ein,  so  geht  dieselbe  über  in: 

dz  =  Zdz  +  £^1^1*1  +  U^du^  + 1-  üa,.!  du^^^.     .     (9) 

Man  kann  nun  leicht  beweisen,  dass  Z  =  1  ist  und  dass  die  Glei- 
chung (9)  e  nicht  mehr  enthält.  Man  erhält  nämlich  aus  den  n  ersten 
Gleichungen  (7«): 

de  =  p^dx^  4-i^2^^2  +  ■  •  •  4-  Pndxn      .     .     .     (10). 

Diese  Gleichung  (10)  kann  somit  die  eine  der  Gleichungen  (7)  ersetaen 
und  dasselbe  ist  der  Fall  mit  der  Gleichung  (9),  welche  (10)  äquivalent 
ist.     Nun  haben  aber  die  Gleichungen  (7^)  zur  Lösung: 

^1    *=    ^l>     **2    =    ^2»       •  -1    **2n— 1    *=    ^2/1— IJ 

und  diese  geben: 

du^  =  0,    dfMs  =  0,  .  . .,  du^^_^  =  0 

und  verwandeln  somit  die  Gleichung  (9)  in  Z  =  1.     Folglich  ist 

i^K,  ^,  ...  ^^i)  =  0       .....     (11) 

eine  Lösung  der  Gleichungen  (7„)  und  somit  der  Gleichung  (9)  oder  der 
Gleichung: 

U,du^  +  U.du,  +  .  .  .  +  Ü2,_i  du,,_,  =  0   .     .     (n 

Diese  kann  daher  nicht  mehr  die  Variable  z  enthalten,  da  dieselbe  nicht 
mehr  in  (11)  vorkommt. 

Man  kann  die  vorhergehenden  Bemerkungen  auch  durch  eine  direkte 
Rechnung  beweisen.     Man  hat: 

r,  dx.     .         dx,     .  ,  dxn 

wenn  die  Werthe  von 
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Änderung  der  Variablen.  93 

dx^     dx^  dxn 

W  "ä?'  ■  '  '  ~di 

ans  den  den  Gleichungen  (7„)  genügenden  Relationen  (8)  hergeleitet  werden. 
Somit: 

d^_^J_^     d^  i_A^  ^ Lj?f 

dz  P   'dPi     dz  P    Sp^'  '  '   '    dz  P   8p» 

Mithin  ist  nach  (6): 

Berechnen  wir  nun  einen  der  Coefficienten  ü.  Für  irgend  einen  dieser 
Coefßcienten  hat  man: 


Die  Ableitung  von   U  nach  z  ist: 

dz  f\'  dz     du    "^  ^'dzduj' 

Diese  Gleichung  kann  man  mit  Hülfe  der  Relation 

d^xi    dl      dxi  \  dpi    dxi 

dzdu  du  \^*    dz  )  du     dz 

transformiren  und  erhält  auf  diese  Weise: 

dU  _____    « /  dpi    dxi    dpi    dxi  \     \      ^    H^      da?< 

dz    ~  ^\dz    'du'  ~  'du    'dz')   '^  du  f  ^''^' 

du 


oder: 


du SjI^L  ^^  .^    <^i  \ 

dz  ^\dz      du  du      dz  y 


da 


»  dXi  rw  t 


ist.     Man    kann  nun  in   -j-  die  Grössen 

dz 

dpi      dxi 
~dz~'    dz 

ersetzen  durch  ihre  aus  den  Relationen  (8)  oder  (7„)  abgeleiteten  Werthe. 
Man  hat: 

dpj^  _   Pi_      i5i  =  1    Ül 
dg    ~    P  '      dz  P     dpi' 

somit: 


du 1     "  I  j  ^ ^  ^\ 

dz    ~   P  f\^'  du  dpi     du  y 
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94  Ausdehnung  der  Lagrange'schen  Methode.  [Nr.  43 — 44] 

oder,  wenn  man  P«  darch  seinen  Werth  ersetzt: 


du 

dz 


1     "/_   df    dxi $J_    dpi\^  1    a/*    *      dxi 

P  f\       SJi     du  dpi     du)       P    dz  f^'  du' 


Die  erste  Summe  ist  die  Ableitung  nach  u  yon  dem  Ausdruck  /*,   welcher 
identisch  Null  ist.  die  zweite  ist  gleich  U.     Somit: 


oder  auch: 


dU 

«/■ 

dz 

U    ~ 

dz 
P 

_  Cdf  dz 
U=  Ce     J*'  ^' 


wo  C  eine    Funktion   der   übrigen  Variablen  ausser  von  z,   nämlich   von 

«1»  «2,  .  •  •,  «2n-i  ist. 

Hieraus  folgt,  dass  man  die  Oleichung  (9')  durch 

_rdf  dz_ 
]6z  P 

dividiren  kann.     Dieselbe  geht  somit  über  in: 

C.du,  +  C,du,+  ...  +  C,,_,du,^,  =  0      .     .     (12). 

Pf  äff  hat  eine  allgemeine  Methode  gefunden,  um  die  Gleichungen 
von  dieser  Form  zu  integriren.  Wir  werden  dieselbe  später  darlegen,  zu- 
vor wollen  wir  aber  an  einem  speciellen  Beispiele  den  Nutzen  der  vorher- 
gehenden Transformationen  zeigen.  Dieselben  genügen  in  der  That  in  vielen 
Fiülen  zur  Bestimmung  des  Integrals  der  partiellen  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung,  weil  man  oft  die  Gleichung  (12)  zu  integriren  vermag, 
ohne  die  Methode  von  Pf  äff  zu  Hülfe  zu  nehmen. 

§  l:i.  Anwendung  auf  die  Integration  der  Schloßt  sehen  Gleichung: 

44.  Integration  des  Systems  von  simultanett  Differentialglei- 
ohungen,  su  welchem  die  Aufgabe  führt.  —  I.  Wir  setzen: 

Dann  kann  die  Gleichung  geschrieben  werden: 

/'  =   .     Xj,       X.,,        x.^i  —  1  =  0      ....     (1) 
'     i>i»       Pi*       Pn  I 

^)  Schlftfli,  Sopra  una  equazione  a  differenziali  parziale  del  primo  ordine 
(Annali  di  matematica  pura  ed  applicata,  serie  2,  t.  II,  S.  89 — 96). 
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Die  ersten  Unterdeterminanten  der  vorstehenden  Determinante  können 
dargestellt  werden  in  dem  folgenden  Tableau: 

und  zwar  hat  man: 

1  «/•   _  ,  _  jt       ^    9f   _   t      ^     9f    _  j. 

2  ^  —  —  i^sOj««  -1-i>2«8«8  —  .Ci,-    2  i^.^   —  ff«'   2   5^3   ~  ff«- 

1  «/•  _  _  1    «/"   _  1    */"   _ 

2  äp;  ~  ^«^«^^  "■  ^2^^»  —  ^'  '■    2    Ä^  —  ^-2'  "2  "Spi  ~  ^* 

Mithin  ist  schliesslich  das  zu  integrirende  Hülfssystem: 
<tei  _^  _4^  ^_  ^  _,  «*?  _^  —  <^/>i    __  --  dp,   _.  :-  ^A         /2\ 

«1  »2  ''s  ^  £l  &  £3 

II.  Den  Eigenschaften  der  Determinanten  zufolge  hat  man: 
^1^1  +  ^^2  +  ^3^8  =  Ö,    i?i^i  +  P2^2  +  i^s^s  =  ö 

^1^1    +  Ä^2    +  #3^8    =    ^»      Pl^l  +i>2^i    +  -P3^3    =•    1- 

Mithin  kann  man  aus  den  Differentialgleichungen  herleiten: 

x^dXj^  +  x^dx^  +  x^dx^  =  0,    p^dp^  +  p^dp^  +  i^gt^pg  =  0. 
i>i^i  +  Ä<^2  +  Pz^^%  =^  dz  ^=  —  {x^dp^  +  x^dp^  4-  argt^i^a). 
Die  letzte  Eelation  giebt  ferner: 

^{^\V\  +  ^2^2  +  ^3/^3)  =  ö- 
Man  erhält  hieraus,  wenn  man  beachtet,  dass 

(«l*+^2'+^')  (Pl'+i'2'+i^3')  —  (^li>l+^2l>2+^3P3)'=«l*+«2'+^^ 

ist,  drei  Integrale,  welche  in  den  folgenden  Gleichungen  enthalten  sind: 

^1'  +  ^2'  +  ^8^  =  «*^      ^1'  4-  ^2'  +  ^3'  =  ^*   •  (4i),  (42) 

Ä*  +  Ä*  +  i>3'     =    ^^2-^2^1       ^1^1  +  ^2i>2  4-  ^3i?3  =^COte      (43),    (4J, 

zu  denen  man  noch  die  gegebene  Gleichung 

Ol«!»  +  a.,«^«  +  0353«  =1 (1) 

hinzufügen  muss.     Dabei  sind  iV,  w,  ^  willkürliche  Constanten. 

III.  Man  hat  ferner: 

d5j  =3-,(?P3  +  JP3(/jr2  —  J-jdp,  — ^^^(^jJg  =  (— •^.i.f3  4-i>3^2+  ^3^2  — i^a^S^^. 
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96  Aasdehnung  der  Lagrange'schen  Methode.  [Nr.  44] 

Nach  den  Eigenschaften  der  Determinanten  ist  aber: 
OjSjSj  +  ;r2^3  4-  jjgTT,  =  0, 

mithin: 

(«2   —  «3)  «S^S    =    —   ^2^3    —  1>2^S   +  arj^s    +  P^y^, 

and  somit: 

ds^  =  («2   —  ^3)  ^ih^^' 
Ebenso :  ds^  =  («3  —  a^)  s^s^dg, 

ds^  =  {<h  —  ^)  h^  ^' 

Von  diesen  Gleichungen  ist  nur  eine  einzige  von  den  vorhergehenden 
verschieden,  denn  man  erhält  aus  ihnen: 

die  zu  den  Relationen  (1)  und  (42)  fähren.     Wir  setzen: 

du  =  28iS28^dz, 
dann  haben  wir: 

2sidsi  =  (02  —  Oj)  du,      28.2ds^  =  (03  —  a^)  du,     28zdsz  =  K  —  Oj)  rf«, 
oder,  indem  wir  zur  Abkürzung 

«2  —  «8  =  ^17     «3  —  ^1  =  ^27     «1  —  «2  =  ^3 

setzen  und  integriren: 

Si^  *=   ft|W  +  Äi 

SjS  .=  62«*  +  A 
S32  =  53t*  +  A^. 

Die  Constanten  .i^,  ^,  Aq  sind  den  Relationen  (1)  und  (4«)  zufolge 
an  die  Bedingungen  gebunden: 

«lA  +  «2^  +  «8^3  =  1 
^,  +      Ä,+      A^=  N. 

Ferner  kann  man  A^  als  eine  absolute  Constante  annehmen,  da  u  eine 

Variable  ist,  die  wir  willkürlich  wählen^).    Die  zwischen  u  und  z  bestehende 

Relation  ergiebt  somit: 

C«  du 

z  =  k  +  i  J^  yjÄ^+h^u)  {A,+  i;^A,+b,u) 


>)  Wir  haben  vergeblich  versucht,  A^  willkürlich  zu  lassen  und  die  Lösung 
von  Nr.  45  ebenso  symmetrisch  zu  gestalten  wie  die  der  Nr.  44. 
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SehUUli'flebe  Gleichung.  97 

IV.    Wir  suchen  nun  ein  letztes  Integral.     Es  ist: 

p^dgc^  ^  x^dp^  ^  (jh^h  +  ^%St)  cic  —  (1  ^  a^$^^)  dg  ^  (^353»+  «1«^«)  *, 

Pl^^  —  ^3*^8  =  0P8^3  +  ^Jz)  ^  «=  (1  ~  «8*8 *)  *8^  =  (<»l«l'+  «2««')  * 

oder: 


^1,    t»* 


Ä^l»        «1*  +    «2*    +  ^8* 


^   *2^S    — '    *8*^2- 


Mithin: 

m^i  «=  JVcot«  .  a?!  —  (fljg^s  —  «3*2) 

«»'(Pi^i  —  Ma)  =  ^i^(«2«8  —  ^zh)  —  (ä?8«8  -^  *8%)*Pl- 
Setzen  wir 

yjfi  =3:  mQx  cosi?i,    iCgÄj  —  a?jS2  =  mg^  sin  di,    ßi*  =  Sg*  +  *|^ 

was  gestattet  ist,  da 

ist,  so  erhalten  wir: 
Xxd  (a?j«3  —  a?j5j)  =  -j^  ßi  eos  dl  (m  sin  i^fd^]  +  m^i  cos  i?i<ft^|) 

(^2*8  —  ^8%)  ^^1  =  "V-  ( —  öl  8^°  i?i^i?i  +  cos  ^idQi)  wßi  sin  t>i). 
Mithin: 

Man  hat  somit,  indem  man  noch  zwei  andere  dy^  analoffs  GMesen  d,  «iid  iDg 
emffihrt: 

Die  OrOssen  8^,  8,,  s,  lassen  sich  ebenso  wie  iz  mittels  u  ao^drüclcen.    Man 
kann  somit  schreiben: 


MftBilon,  Part.  DiffenntialgleichimgeB. 
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Ausdehnujig  der  LagnuDgeVhoi  Methode. 


[Nr.  44-45] 


Von  den  drei  neuen  Constanten  o^,  a,,  o^  ist  nur  eine  einzige  wül- 
kfirlich.  Man  erhftlt  nftmlich  aus  den  Gleichungen,  welche  t9j,  t?,,  ^^3  defi- 
niren: 

Jr»(«i«  +  V  +  a?,«)   —  •ll«(ft«C08«di   +  ft*C08*1»2  +  ft*«»«*,), 
(«Ä«8  —  «8^)*  +  («8«1  —  «1«8)*  +  (^1««  —  ^««1)* 

=  •fi«(ßi«8in«tJi  4-ft«8in«*,  +  ß,«8in«*,) 
oder  auch,  wie  leicht  ersichtlich: 

2P  «=  ßi«  cos«  1*1  +  ft«co8«iJ,  +  ft'cos'iJj, 
JT»  —  ßi«  sin«  i»j  +  ft«  sin»  iJ,  +  ß,«  sin«  tJ,. 

Setzt  man  in  diesen  Gleichheiten  ti  &«  0,  so  kommt: 

J^  —  (J,  +  ^)cos«ai  +  (^  +  ^i)cos«a,  +  (^^  +  ^)co8«a„ 
2P  —  (J^+A^)  sin«  Ol  4-  (^  +  A)  8in»a,  +  (^  +  ^)  8in«a„ 

Gleichungen,  welche  einander  äquivalent  sind. 

Eine   zweite   Relation   findet  man   auf  folgende  Weise.  —  Man   hat 


identisch: 


oder: 


—  0, 


Ersetzt  man  die  verschiedenen  Factoren  dieser  Summe  von  Produkten 
durch  ihre  Werthe,  welche  sich  aus  den  die  d  definirenden  Gleichungen 
ergehen,  so  erhAlt  man: 

gl«  sin  2tJi  +  ft«  sin  2^,  +  ft*  sin  ^^%  =  0. 

Macht  man  1«  sr  0,  so  folgt: 

( J,  +  ^)  sin  2ai  +  {J^  +  Ai)  sin  20,  +  (^1  +  il,)  sin  209  »»  0. 

Wie  man  hemerken  wird,  sind  die  beiden  andern  Relationen  zwischen  dea 
Grössen  A  und  a  der  folgenden  Äquivalent: 

( J,  +  A^)  cos  2ai  +  {A^  +  Ai)  cos  20,  +  (^1  +  A^)  cos  209  =  0. 

Der  grösseren  Symmetrie  wegen  setzen  wir  noch: 

«1  +  Oj  +  Oj  —  3n. 

.Wir  haben  es  nur  mit  fonf  Gonstanten,   m,  JV,  n,  k  und  €  zu  thnn; 
in  der  That  lassen  sich  die  Grössen  A  mittels  N  und  k  und  die  Grössen  a 
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mit  Hülfe  von  n  und  N  ausdrücken.     Man  wird  bemerken,  das8 

_?.     X     -L 
m'      m'      m 

nur  von  N  und  n  abhängen  und  dass  z  nur  k  und  N  enthüt. 

45.   Integratioxi  der  gegebenen  Qleiohtang«  —  Nehmen  wir  die 
Grössen  m,  N^  n,  e^  k  und  u  als  neue  Verftnderliche,  so  nimmt  der  Ansdrack 

Pidxi  +  p^dx^  +  p^dx^  —  dz 
die  Form  an: 

—  dk  +  P^dm  +  P^dn  +  P^dN, 

ohne  de  za  enthalten,  da  z,  x^,  x^,  x^  nicht  e  enthalten;  ebenso  enthldt 
derselbe  nicht  du,  da  der  allgemeinen  Theorie  nach,  wenn  z  die  sechste 
neue  Variable  w&re,  der  Goeffident  von  dz  gleich  Null  sein  würde  imd 
du  =  28^^^(ljer  ist.  Femer  wissen  wir,  dass  P|,  Pj,  Pg  unabhängig  von 
xr  und  somit  von  u  sind. 

I.    Berechnung  von  Pj  =^  p^  -^  +  A  dSi  "^  ^»  ^'    ^^  ^**' 

»(s)-». 

mithin: 

dx^  x^ 

dm  m' 

Ebenso: 

dXf  Xf      dx^  x^ 

dm  m'     dm  m' 

Folglich: 

*         ^^  dm    *  ^*  dm     *   -^^  dm  m  m 

U.  Berechnung  von  p,  _  j,^  ^  +  j,,  ^  +  j?3  ^.     Es  ist: 


mithin: 
Folglich: 


P^i 


7* 


Digitized  by 


Google 


100  Aasdehnong  d«r  Lagraige'iohen  Methode.  [Nr.  45} 

Somit  ecUieetUeh: 

ebenso: 

P,  _  K^.  P,  _  N^. 

HierauB  ergiebt  sioh,  wenn  man  addirt,  infolge  der  Definition  von  «, 

SP,  =  2V|^  (o,  +  «,  +  a,)  =  if  ^  —  9N, 

somit: 

p,  =  jv: 

in.  Berechnung  TonP5«=A^+ l?jj^  4- ft^^jy.    Der 

Anßdrock  j^  ist  ein  besbnuntas  Integral  zwischen  den  Oranzen  0  und  u, 

ä&  N  in  JB  nur  implicit,  n&mlich  infolge  der  Grössen  A^  welche  sieh  unter 
dem  Integralzeichen  befinden,  Torkommt  Da  man  in  P^,  ohne  seinen 
Werth  zu  Andern,  ti  &=  0  setzen  kann,  so  hat  man  ein&ch: 

Um  diesen  Ausdruck  berechnen  zu  können,  sind  wir  gezwungen,  in 
Bezug  auf  A^^  und  %  eine  specielle  Annahme  zu  machen.  Wir  nebnMH 
Ai  =^  0,  dl  =  n  an,  wodurch  an  den  vorhergehenden  Bechnungen  nichts 
geändert  wird,  die  folgenden  aber  sehr  vereinfacht  werden,  da  diese  An- 
nahme f^r  ti  =  0  die  Oleichungen 

^'  —  ^'   dN  dN         ^ 

nach  sich  zieht.     Wie  oben  hat  man: 

p       dx,  dx^  d    .  \_i_^  ^ 

Drückt  man  x^Sq  —  s^rr,,  «,,  8^  als  Functionen  von  N  und  von  ^  und 
Qi  wieder  als  Function  von  s^j  welches  N  nicht  enthftlt,  und  von  i^  aus, 
so  findet  man: 

«««8  -  «8%  =  ^i  »a^i;  ffi*  =  Ä*  —  «1* 

(«2  —  «8)  «2*=  1  —  «i«i'  --  «sPi*;  («8  —  ojK*  =  1  —  «i«i'  —  ö»ei*- 

Hieraus  erbilt  man: 

d^"   ^/    "37^—     (0,-0,)»,'    ^  "*     (0,-0,)«,  • 
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Mithin : 

J>8«1    =   ♦»  sin  i?i   —  +  »1^1  COS  i?i  ^  —  (^  _  ^)  ^^  («1%«,   +  08«8«8) 
=  -N«!  5j^  +  -,   (*»«8    —   arjS,)   —  (^  _  ^)  ^,^  («2«««*   +  «8a?8«8) 

= ■^*»  S  +  (a.-J».v,  ^"'»'^  t^*^  - «»)  ^*  -  ««ei'] 

4-  «8»8  [(«8  —  Oj)  «**  —  08^1*]} 


Da 


=  ^^^15!  +  (a.-J».V.  ^'^'^'  ^  *^  ^'^*»  "•■  '''''''^' 


ist,  80  hat  man  weiter: 

Bebt  man  d«t  Factor  «^  tmd  macht  «  ^  0,  so  kommt: 

Y.  Vollendung  der  Integration.  Die  vorherg>ehenden  Bechnnngen 
fahren  die  Integration  der  gegebenen  Gleichung  auf  diejenige  der  folgenden . 
zurück: 

dk  =  JV—  dm  +  Ndn. 

W&hlt  man  für  k  eine  beliebige  Function  von  m  und  n,  so  ist: 

dfe    ...    y  cotc      g         ^ 
dm  m  '     ein  * 

Wir  erhalten  somii  A^  ^,  cot  £  ausgeärttokt  daxdk  m  und  n.  Mithin  werden 
^11  ^S7  ^8>  ^  Functionen  von  m,  m,  u  sein  und  die  Elimination  dieser  drei 
Grossen  giebt  das  allgemeine  Integral.^) 


')  Schlafli  giebt   eine  schöne  Anwendung  der  vorstehenden  Lösung  auf 
die  Bewegung  eines  Körpers  um  seinen  Schwerpunkt  (a.  a.  0.  S.  94 — 96.). 
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4.  Kapitel. 
Die  PfaTsehe  Metkode.') 


§  13.    Pfafs  Transformation. 

46.  Allgemeiner  Oedukengeiig  dee  PfalTwdiea  Problemi.  — 

Pf  äff  hat  die  Aufgabe  der  Integration  einer  partiellen  Differentlalgleichnng 
erster  Ordnimg  von  dem  folgenden  allgemeinen  Problem  abhftngig  gemaeht, 
welches  seinen  Namen  trt^^:    Wenn  ein  Differentialansdraok 

X,dX,   +  X^dx^  +  •      .  +  X^m (1), 

in  welchem  X^,  X^,  . .  .,  Xm  Functionen  von  x^  x^^  .  .  .,  d?«,  sind,  gegeben 
ist,  denselben  in  einen  andern  zu  transformiren  von  der  Form 

X(U,du,  +  U,du,  +  .  .  .  +  U^^du^x)  ....    (2), 

in  welchem  {7^,  ü^j  .  .  •>  ^m-i  Functionen  sind  von  m  —  1  neuen  Vari- 
ablen ti^,  U|j  .  .  .,  Um—i,  die  ebenso  wie  A  mit  den  alten  Variablen  durch 
zu  bestimmende  Gleichungen  verbunden  sind. 

Wir  nehmen  an,  diese  Gleichungen  seien  von  der  Form: 

«1  =  «1  («*i»  «1.  • . .» «^-i»  «m) (3i) 


(ttj,  «2,  .  .  .,  u^i,  x„,)      ...     (S^-i). 


^)  Pf  äff  I  Mähodus  generalis,  aegwxtianes  differenHarum  partiälium  nee  fum 
aequoHonea  differenHales  vidgares,  utrasque  primi  ordinis,  inter  quotcumque  varia- 
hües  oowpleU  integrandi  (Abh.  d.  Berl.  Akad.,  1814—1815,  S.  76—136).  Eine 
Analyse  dieser  Abhandlung  hat  Gauss  gegeben  (Göttingische  gelehrte  Anseigen, 
1.  JuU  1815;  Werke  Bd.  lü,  S.  281—241)  und  Jacobi;  Über  die  Pf  äff*  sehe 
Methode  etc.  (Grelle's  Joum.  Bd.  11,  8.  347—357),  Sur  la  r^dnction  etc.  (Joum. 
de  Lionville  t.  III,  p.  161  u.  ff.).  Die  Abhandlmigen  von  Jacobi  und  die  kleine 
Bemerkung  Ton  Gauss  enthalten  verschiedene  Vervollkommnungen  der  Pf  af  fschen 
Methode,  die  wir  weiter  unten  angeben  werden.  Man  vergleiche  auch  die  weiterhin 
folgenden  wichtigen  bibliographischen  Hinweise. 
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Gedankengang  des  PfafTschen  Problems. 
Für  irgend  eine  der  Yerftnderlichen  x^y  .  .  .,  Xm-^i  hat  man: 


^-Sj"^  +  B,^  + 


103 


(*)■ 


Sabstitnirt  man  diese  Werthe  in  den  Ansdraok  (1),  so  findet  man: 


(^ 


**«        J-   TT   ^"^       _l_ 


+  i«_i 


9Xm- 


+    Xm-l 


9Xm 


4-Xm)«to, 


(5). 


Damit  der  Ansdrack  (5)  die  Form  (2)  annehme,  mnss  1)  der  Coeffi- 
cient  Yon  dx^^  ntill  sein,  2)  müssen  die  Goefficienten  von  du^,  du^,  .  .  .,  du^^^ 
von  der  Form  sein:  ÜJj,  iü",, . . .,  AUm^u  ^^  ^i>  ^2>  •  •  «j  ^m-i  Functionen 
sind,  welche  explicit  nur  noch  die  Veränderlichen  u^^  t^j  •  •  •»  ^n— i  ent- 
halten.    Dazu  ist  erforderlich,  dass 


d     ^      ._         lilogX  1    dl 


seL  Die  vorher  genannten  Bedingungen  drücken  sich  also  analytisch  folgender- 
massen  atus: 


^^^+- 

..  +  X^^^AU,.     .     .     .     (6,), 

x.^  +  -. 

•  •  +  ^-»  -^  "=  ^^'^  ■     '     (««-»)' 

X.-Ä.  +  .... 

•    "•■^"-«  '^  +  ^-'-^       •     («")' 

1    diu,  _    1    diu, 
lU,    dxm         lUt   dxp, 

_          _       1       diO^_,  _  1    dt       ,,, 
—  lUm-i      dxm              l  dr«      ^''' 

47.  Bestlmmimg  der  Belationen,  welohe  Bwisohen  den  alten 
und  den  neuen  Verftnderliohen  bestehen.  —  Wir  wollen  die  Ab- 
leitungen nach  Xm,  welche  in  diesen  letzten  Gleichungen  vorkommen,  bilden. 
Is  ist: 


dW  ^  / 

dXm  \ 


dX^    dx^ 

dXm     du 


+  ...+ 


dXm-^    dXm- 
dxm  9u 


') 


^    \^*  9u9x„  +  •    •  +  ^«"-1  Tä^j- 
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Sabtralürt  man  toi»  dieser  GleiiAdiiig  diejenige,    w^lie  min  erhfilt, 
wenn  man  die  Relation  (6,^)  nach  u  differentiirt,  nftmlich 


dXm 

du 


so  erhftlt  man 

dXm 
du 


[du      8Xm    "^  '  '  '       '^        du  dXm    j 


,     diu  ^  /dX,   Ä»,   _  ^   9x^\    , 
"*"   (ia?/«  \(2a;iN    9u  du    9xmJ    ' 


-^i 


dXm  ifU  du  dXm    J 


In  dieser  Gleichheit  ersetzen  wir  nun  die  Ableitongen  der  Oröaten  I 
nach  u  und  Xm  durch  ihi^  Werthe.     Es  ist  allgemein: 

dX    ____   9X     Sx^     ,  ,       dX      dXm—i      1       9X 

dXm  *jr,     aa?m    "^      "     *    '"    ^d^iM— I      a^Tm       "^      dXm 

dX   ßX  Jte,     ,  ,       dX      ^w— i 

Setzen  wir  diese  Werthe  in  den  Ausdruck  von  -3 —  ein,  so  erhalten 

dxm        ' 


wir: 


dxm  9u[\Sx,  dxJSxm'^  *■  [iXrn  to,    )\ 

+ 

I      dXm—i  [IdXm—t    8X^    \    9j*i       I  .     fdXm^-^    ^XnNl  /gv 

"^        du       LI     ^^1  *^»— I  I    9Xm    ^  "*■   \    dXm  9X,   )\  ^  ^* 

Setzen  wir  zur  Vereinfachung 

(u   V)  =  ^^  —  — 

so  dfliss 

(v,  /i)  =  —  (^,  v),     Ow,  /i)  =  0 
ist)  und  femer: 

**=-(2,l)^  +  (2,2)^  +  ....  +  (2.m-l)^  +  (2.«)(9.), 

ifc»_i=(»»-M)£  + +  («i-l,m-l)^^ +  («.-!,«•)  (9^,), 

k„=im,l)^  + +  {m,m~-l)'-^  +  {fn,fn)     .     .    (9«), 
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80  gekt  die  allgemeiiie  Gleichung  (8)  über  in: 

Indem  man  u  m^  u^,  u  as^  u^,  ...,««»  u,,^^  annimmt,  findet  man  die 
m  —  1  folgenden  Gleichungen,  denen  wir  eine  aus  den  Gleichungen  (9) 
abgeleitete  Gleichung  hinzufügen: 


»    -*. -&  +  '.-Sr +  ■■■■  +  *- ^+«>'-)- 

Vergleicht  man  diese  Gleichungen  mit  den  Relationen  (6)  und  (7),  so 
sieht  man,  dass  man  allen  durch  diese  letzteren  ausgedrückten  Bedingungen 
genügt,  wenn  man  setzt: 

_L     ^—      -^    ^B    ,     .         =^  "* '        5s=-  "^  /1  0\ 

Xj  Xj  Xm — I  Xm       '      '  •       \      /• 

Jedes  dieser  Verhältnisse  ist  famer  gleich 

l     dXm' 

Man  hat  also,  um  die  Pf  äff  sehe  Transformation  auszuführen,  das 
System  (12),  in  welchem  nur  Ableitungen  nach  Xm  vorkommen,  zu  inte- 
griren.  Man  schliesst  daraus,  dass  man  die  m  —  1  Integrationsconstanten 
als  die  neuen  Variablen  i<^,  .  .  .,  t^m-i  nehmen  kann. 

In  besonderen  Fftllen,  d.  h.  für  gewisse  Werthe  der  Functionen  X, 
redadren  sich  die  m  —  1  Gleichungen  (12)  auf  eine  kleinere  Anzahl  und 
es  bleiben  eine  oder  mehrere  der  Relationen  (3)  willkürlich.  In  diesem  Falle 
ist  es  das  einfachste,  den  Werth  einer  oder  mehrerer  der  Ableitungen 

dXm^     dXm^    '  '  '^       BXm 

willkürlich  anzunehmen,   was  darauf  hinauskommt,   dass  man  eine  gewisse 
Anzahl  der   neuen  Vertlnderlichen  u  als  mit  den  alten  identisch  annimmt. 
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48.    Auflösang  der  aieiehimgeii  (12)  naoh  den  Ableitungen 


9x 
9Xm 


})  —  Um  die  Gleichungen  (12)  aufinilösen,  setzen  wir: 


l    dl     .  , 


Hierdnroh  nehmen  diaM  Oleidiungen  die  symmetriflohe  Form  an: 

(1,  l)dx,+(l,2)dx^  +  ....  +  (1,  m)  dx^  —  ii*t,+i  .      (ISi) 
(2, 1)  «tei  +  (2,  2)  *c,  +  . . . .  +  (2,  m)  *c„  =  X^dx^+i  .     (18,) 


(m,  1)  «fei  +  (m,  2)  *t,  +  . . . .  +  (m,  m)  dx^  =  X«*c«+j  .    (18«), 

Die  Determinuite  diesee  linearen  Systems  ist  die  schiefe  symmetrische 
Determinante: 

(1,  1),  (1,  2),  (1,  8),  .  .  .,  (1,  m) 

(2,  1),  (2,  2),  (2,  3),  .  .  ,  (2,  m) 

G  -     (3,  1),  (3,  2),  (3,  8),  .  . .,  (3,  m) 


(m,  1),  (wi,2),  («•,3),  ...,  {m,m) 

Diese  ist  aber  bekanntlich  das  Quadrat  der  Pfaf fischen  Function 

(1,  2,  3,  .  .  .,  m), 

falls  m  gerade  ist,  und  identisch  null,  wenn  m  ungerade  ist  Es  folgt 
hieraus,  dass  die  Pf  äff 'sehe  Transformation  allgemein  nur  möglich  ist, 
wenn  m  gerade  ist.     Damit  sie  in  dem  Falle  möglich  sei,  wo  m  eine  un- 


^)  Alles,  was  sich  auf  die  wirkliche  Auflöanng  der  Oleichungen  (12)  besieht, 
gehört  eigentlich  nicht  za  der  hier  dargelegten  Theorie.  In  Beaug  auf  die  schiefen 
Determinanten  und  Pfaf fachen  Functionen  Terweisen  wir  auf  Baltser,  Deter- 
minanten, §  8,  Nr.  8,  S.  21;  §  8,  Nr.  1-^,  S.  62—80;  §  9,  Nr.  i-^,  S.  67—68. 
Pf  äff  und  Gauss  bemerken,  dass  es  unmöglich  sei,  das  System  (12)  au&ulöeen, 
auch  wenn  m  ungerade  ist,  geben  aber  dafflr  keinen  Beweis.  Jacob i  giebt  die 
wesentlichsten  BegriflPe  hinsichtlich  dieses  Gegenstandes  in  der  oben  erwfthnten 
Abhandlung.  Indessen  rOhrt  die  Theorie  der  Pf  äff  sehen  Determinanten  besonders 
von  Gayley  her,  dessen  Arbeiten  von  Baltzer  in  dem  genannten  Werke  ihrem 
wesentlichen  Inhalte  nach  reproducirt  und  Tenrollst&ndigt  sind.  Den  eleganten 
Kunstgriff,  dessen  wir  uns  weiter  unten  bedienen,  um  das  System  (12)  au&ulöseuy 
entlehnen  wir  einer  kleinen  Abhandlung  Yon  Gayley,  wo  er  beil&ufig  angewendet 
wird:  Demonstration  d'un  theorhme  de  Jacobi  par  rapport  au  prablhne  de  Pf  äff 
(Grelle's  Journal  Bd.  57,  S.  278—277),  S.  275.  Durch  Nachahmung  des  Gayley'schen 
Verfahrens  konnten  vrir  die  Gleichung  (15)  finden,  ohne  die  Eigenschaften  der  ad- 
jungirten  Determinanten  zu  benutzen,  wie  es  Baltzer  thut. 
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j^rade  Zahl  ist,  müfisen  die  Determinanten,  welche  die  Zähler  der  Werthe 
der  Unbekannten  dx^  dx^y  .  .  .  bilden,  sftmmtlich  zu  gleicher  2ieit  null  sein, 
-wie  der  gemeinschaftliche  Nenner,  welcher  die  oben  hingeschriebene  Deter- 
minante ist;  dies  ist  dasselbe,  als  wenn  man  sagt,  die  Gleichungen  (13)  sind 
nicht  alle  von  einander  unabhängig. 

In  dem  Falle,  wo  m  gerade  ist,  hat  Caylej  eine  ausserordentlich  ein- 
fache Methode,  diese  Gleichungen  aufzulösen,  angegeben.     Wir  setzen: 

—  Xi=(l,m  +  1),  —  J:i  =  (2,m  +  1),  ...  —  2«— (m,m  +  l); 

dann  können  wir  die  Gleichungen  (18)  folgendermassen  schreiben: 

(l,l)ctei+(l,2)da?,  +  ...  +  (l,m)da?^  +  (l,m  +  l)(te„^,=0     (HJ 

(m, l)cte^  +  (w,2)  diTj  +  ...  +  (m,w)  da?«  +  (m,m+  1)  dx„^^  =  0  (14^). 

Offenbar  hat  man  hieraus: 

ds^  doCf 

(2,8,4,...,ifi,m+l)  "^  (8.4,5,...,m+l,r)  ™ 

dXm  dXm+\ 


(m+  1, 1,  2, . . .,  m  —  1)  (1,  2,  3, . . .,  «•)  ' 

wo  die  Nemier  Pf  äff 'sehe  Determinanten  sind.  Nach  der  Theorie  dieser 
bemerkenswerthen  Ausdrücke  findet  man  nämlich,  wenn  man  diese  Werthe 
in  die  Gleichungen  (14)  substituirt,  als  Resultat  der  Substitution  die  folgenden 
Pf  äff 'sehen  Determinanten,  welche  identisch  Null  sind,  da  sie  zwei  gleiche 
Indices  haben: 

(l,l,2,3,4,...,m  +  l),  (2,1,2,3, 4,. .„m  +  l),  (3,  l,2,3,4,...,m+ 1),.... 

Mittels  X^,  ^,  . . .  kann  man  leicht  die  Werthe  von  dx^,  dx^,  .  .  .  aus- 
drücken. Nach  einer  fundamentalen  Eigenschaft  der  Pf  äff 'sehen  Determi- 
nanten ist: 

(2,  3,  4. .  . .,  m  +  1)  =  —  (m  4-  1,  2,  3,  4, .  .  .,  m) 
—  —  [(m  +  1,  2)  (3,  4, ,  .  .,  «I)  +  (m  +  1,  3)  (4,  5,  .  .  .,  m,  2)  +  . . .] 
oder  auch: 

— (2,8,4,  ...,m+l)=Z,(3,4,...,w)4-X3(4,5,...,m,2)4--..+Z,„(2,8...,m-l). 
Ebenso: 
—  (3,4,5,...,m  +  l,l)  =  Z3(4,5,...,m,l)4-Z,(5,6,..,m,l,3)  +  ... 


—  (m+l,l,2,3,...,m-l)=Zi(2,3,4,...,«i-l)+2[,(8,4,5,...,fi.-l,l)+... 

In  dem  Falle,  wo  m  ungerade  und  somit  m  -^  1  gerade  ist,  sind  die 
Gleichungen  (14)  nicht  mit  einander  verträglich  oder  sie  lassen  sich  auf  eine 
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geringere  Anzahl  rednciren.  Es  ist  leicht,  die  beiden  mie  zu  unterseheidea. 
Mnltipliciren  wir 

die  erste  Gleichung  mit     (2,  3,  4,  .  .  .,  m), 
„    zweite        „  „       (3,  4,  5,  .  .  .,  m,  1), 

„    «Iritte         „  „       (4,  5,  6,  .  . .,  m,  1.  2) 

n.  s.  w. 

und  addiren  wir  die  Besultate,  so  werden  die  Coefficienten  von  dxi^  dx^,  --^äx^ 
Pf  äff  sehe  Functionen,  welche  identisch  null  sind,  weil  sie  zwei  gleiche 
Indices  haben.     Mithin  ist  das  schliessliche  Resultat : 

[(l,m  +  l)  (2,3,4,...,m)  +  (2,m  +  l)  (8,  4,  ...,  m,  1) +....]*r^+i=0, 

oder  auch: 

(1,  2,  3 m  +  1)  =  0 (15). 

In  dem  Falle,  wo  m  gerade,  also  m  4~  ^  ungerade  ist,  ist  diese 
Gleichung  identisch  erfüllt;  ist  aber  m  ungerade,  also  m  +  1  gerade,  so 
ist  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  im  Allgemeinen  nicht  null  und  die 
Gleichungen  (14)  und  (15)  sind  somit  miteinander  unvertrSglich.  Wenn 
aber  im  Besonderen  die  Werthe  von  X^,  .  .  .,  X^  so  beschaflfen  sind,  dass 
(1,  2,  3,  .  .  .,  m  4-  1)  =  ^  ^^  BO  reduciren  sich  die  Gleichungen  (13)  auf 
eine  geringere  Anzahl  und  sind  mit  einander  Yerträglich.  Diese  Bedingungs- 
gleichung (15)  kann  die  folgende  Form  annehmen: 

.Yi(2,3,...,m)+X,(3,4,...,m,l)  +  ...+X41,2,...,m  — 1)  =  0  (IS*). 

Dieselbe  ist  bereits  von  Jacobi  angegeben  worden,  der  sie  in  weniger 
einfacher  Weise,  als  wie  wir  sie  abgeleitet  haben,  gefunden  hat. 

49.   Erweiterung  der  TorBtehenden  TransformationBinethode.^) 

Wir  betrachten  einen  Differentialausdruck 

Q  =a«  X^dx^  +  X^dx.,  -f-  .  .  .  -J-  X^^dX2n' 

Wie  wir  soeben  gesehen  haben,  kann  derselbe  in  einen  Ausdruck 

MYidy,  +  Y,dy,  +  .  .  .  +  T,„^,dy,,^,) 
trazisformirt  werden. 


0  Gauss  Werke,  Bd.  III,  S.  283—234.  Gauss  hat  gezeigt,  dass  die  Trans- 
formationen, um  welche  es  sich  hier  handelt,  nur  implicit  in  der  Abhandlung 
von  Pf  äff  enthalten  sind.  Jacobi  (Journal  de  Lionville,  t.  m,  p.  201)  setst 
beinahe  dieselben  Transformationen  in  umgekehrter  Reihenfolge  auseinander. 
Lagrange  und  Monge  haben  oft  Rechnnngskunstgriffe  angewandt,  die  dem 
in  dieser  Nummer  dargelegten  von  Gauss  ähnlich  sind. 
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£Ui6  analoge  Transfonoation  kann  man  in  dem  Falle  aosfubren,  wo 
es  dob  vm  eineii  Ausdruck  handalt,  der  eine  imgerade  AnsaU  von  Diffe- 
rentialen enthält: 

Dazu  transformirt  man  zunächst  gemäss  der  vorhergehenden  Theorie 
Q^  —  Y^^_\dy^^_x,  indem  man  ^^„„i  als  Constante  betrachtet,  so  dass 
dieser  Ausdruck  die  Form  annimmt: 

A  i^X^^X    H h  Z^n-^^hn^^)' 

Man  hat  «.Igdann  offenbar: 

fli  =  ^  {Zydz,  +  . . .  +  Z^„_^dg,„_^)  +  Z^^^dy^„_^, 
in  welchem  Ausdruck 

ist 

Wir  wollen  erste  Transformation  diejenige  von  Pf  äff  im  Falle,  wo 
ffi  gerade  ist,  und  zweite  Transformation  diejenige  nennen,  die  wir  soeben, 
Gauss  folgend,  angegeben  haben.  Hiemach  wird  man  schliesslich,  wenn 
man  (n  —  1)  mal  die  zweite  Transformation  auf  den  Ausdruck  Qy^  an- 
wendet, diesen  Ausdruck  auf  die  Form  bringen  können: 

U^du^  +  U^du^  H +  Undu„, 

Ein  Differentialausdruck  Q^  welcher  eine  Variable  und  ein  Diffe- 
rential mehr  enthält,  wird  dieselbe  Form  annehmen,  wenn  man  einmal 
dis  Transfonnation  I  und  (n  -^  1)  mal  die  Transformation  n  anwendet.  In 
diesem  letzten  Falle  hat  man,  um  diese  Transformationen  auszuführen,  n 
dem  Sjstem  (13)  analoge  Systeme  von  simultanen  Gleichungen  zu  inte- 
griren,  nämlich: 

1  System  von  2n  —  1  simultanen  Gleichungen, 

1       «.        j»     2»  —  3  „  „ 


1  System  von  3  simultanen  Gleichungen, 

1  einzige  Gleichung. 

In  dem  Falle,  wo  es  sich  darum  handelt,  eineu  Ausdruck  Q^  mit  einer 
Variablen  weniger  zu  transformiren,  hat  man  ein  System  weniger  zu  inte- 
griren.  Jedes  System  kann  erst  nach  der  Integration  des  vorhergehenden 
gebildet  werden.  Daraus  geht  hervor,  dass  die  Pf  äff  sehen  Transformationen 
in  der  Praxis  ausserordentlich  complicirt  sind. 
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§  14.  IfdegraUan  der  totalen  D^ereniialgleichungen  und  der  partidkn 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung  nach  der  Pf  off  sehen  Mähodt. 

50.  Vollständiget  Integral  einer  totalen  BifferentialgleiolLimg 
nach  der  Methode  Ton  PftdL  —  Es  sei  zu  integriren  eine  totale  Diffe- 
rentialgleichimg  zwischen  2n  oder  2n  —  1  Vexftnderlichen,  also  z.  B.  zwisdien 
2n  Veränderlichen 

Man  kann  diesen  Ansdrack  zunftchst  nach  Gauss  in  einen  andern 
transformiren  von  der  Form: 

ü^du^  +  TJ^du^  +  •    .  +  Undun  =  0. 

Dies  führt  zudem  YoUstftndigen  Integral,  welches  gegeben  wird  durch 
die  Relationen: 

«1  =  «1»    «2  =  a,,     .  .,  «n  —  »1., 
wo  die  a  Constanten  sind. 

Man  kann  auch  anders  verfahren,  indem  man  den  von  Pf  äff  ange- 
gebenen etwas  einfacheren  Weg  einschlägt.  Man  transformirt  die  gegebene 
Gleichung  in  die  folgende: 

^11^2»!  +  -3:i„da:,„  H +  ^»2ii-i^»>sii_i  ===  ^     •    (^j)- 

um  darauf  die  nämliche  Transformation  anwenden  zu  können,  setzen 
wir 

und  können  alsdann  (1,)  auf  die  Form  bringen: 
Wir  setzen  darauf 

^8»2ii— 8  "^  ^ 

und  transformiren  sodann  (I3)  in: 

^»1<*^4»1    +   ^4»2<^^4»2    H H   -X'4„„_^(te^„^4  =  0  .      (I4). 

Man  setze  femer 

^4»»iH-6  ^  ^8 

und  fahre  in  dieser  Weise  fort,  bis  man  zu  einer  Gleichung 

^n,idXn,x  +  ^n,%dXn,t  +  Xn^dXn^  ==  0  .      .      .      .      (1») 

gelangt.     Setzt  man  sodann: 

so  ergiebt  die  Gleichung  ein  Integral  von  der  Form: 

/*(^i..l»    «»..2)  =  ö- 
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Das .  Ensemble  der  Belationen 

^2>  211—1    "=    ^1 

^a»  211-3  *=  ^ 

^4»  2n-6    —   ^ 


bildet  ein  Integral  der  gegebenen  Gleichung  mit  n  willkürlichen  Gonstanten; 
man  kann  dasselbe  ein  vollständiges  Integral  der  gegebenen  Gleichung 
(1)  nennen. 

Man  findet  ebenso  ein  vollständiges  Integral  mit  n  willkürlichen  Gon- 
stanten, wenn  es  sich  um  eine  totale  Differentialgleichung  mit  2n  —  1  Ver- 
änderlichen, wie  z.  B.  (1,),  handelt. 

51.  Integrale,  die  man  aua  dem  vollständigen  Integrale  ab- 
leiten kann.  —  Bei  der  vorstehenden  Auflösung,  die  man  entweder  nach 
Gauss  oder  nach  Pfaff  bewerkstelligen  kann,  bringt  man  im  Grunde  ge- 
nommen die  Gleichung  immer  auf  die  Form: 

TJ^du^  +  TJ^du^  +  • . .  +  Undu^  =  0     .     .     .     .     (a) 

und  integiirt  sie,  indem  man  setzt: 

tij  =  Ol,     «,  =  a^, ,  ««  =  «,.. 

Dies  ist  jedoch  nicht  die  einzige  Art,  diese  Hülfsgieichung  (a)  zu  inte- 
griren.     Man  kann  auch  mit  Pfaff  und  Gauss  setzen: 

^K,  «2»  •  •  •»  ^n)  —  0, 

wo  F  eine  beliebige  Function  ist,  und  dieser  Relation  die  n  —  1  folgenden 
adjungiren,  welche  zusanmien  mit  ^  «s  0  ein  Integral  von  (1),  das  so- 
genannte allgemeine  Integral,  geben: 

BF         BF  8F^ 

W,  '^  V,  T^- 

Jacobi  hat  gezeigt,  dass  man  auch  noch  andere  Integrale  in  folgender 
Weise  finden  kann.     Wir  setzen: 

FjK,  u,,  .  . .,  Un)  —  0, .  . .,  F^(f<i,  «,,...,  u„)  «r  0. 
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Aus  diesen  ergiebt  sich: 


—  du,  +  —  du,  +  ...+  —  du,  =  0. 

Eliminirt  man  k  Differentiale  du  aus  diesen  Gleichungen  und  der  Gleichung 
(a)  und  setzt  die  Goefficienten  der  anderen  in  dem  Resultat  gleich  Null, 
so  erhillt  man  n — k  Relationen: 

Fk^,  =  0,    Fi,^  =  0,  .  . .,  F.  —  0, 

welche  zusammen  mit  den  willkürlich  angenommenen 

Fl  —  0,     F,  «»  0,  ,  ,  .,    F^  iF-  0 

ebenfalls  ein  Integralsystem  der  Gleichung  (1)  bilden.^) 

52,  Anwendung  auf  cULe  Integration  der  partiallen  IHfiBorenti^- 
gleioliungen  erster  Ordnung.  —  Nach  einer  scharfsinnigen  Bemerkung 
Pfaffs  kommt  die  Integration  einer  partiellen  Differentialgleichung 

f{e,  a^i,  x^, .  .  .,  Xn,Pi,  J)2i  •  •  •»  J>i.)  =  0    .     .     .     .    (2) 

auf  diejenige  der  totalen  Differentialgleichung 

Pidx^  H +pnäx„  +  O.rfpi  H +  O.dp^^^  +(— l)rf^  =  0(3), 

in  welcher  man  sich  pn  durch  seinen  aus  der  Relation  (2)  abgeleiteten 
Werth  enwtrt  denkt,  zurück, 

Man  kann  die  vorige  Methode  aof  dieee  Gleiohung  (3)  anwenden.  Das« 
setze  man: 

-^1      "^^  Pif   Xf      =»  j»j, . . .,  ^«_i  »w*  Pü— 1»   X«  w*=  Pm 

^n+i  =    0,       X„+2   =      0,  .  .  .,    Xj^_i  =    0,  X^^  =    1. 

Fast  alle  durch  das  Symbol 

ausgedrückten  Grössen  werden  Null,  so  dass  die  Werthe  von  k^,  .  .  .,  ^n 
sich  bedeutend  vereinfachen,  zu  gleicher  Zeit  aber  auch  ihre  symmetrische 
Form  verlieren. 


^)  Man  findet  auf  dieee  Weise  s&mmtliohe  Lösungen,   wie  leicht  zu  Beben 
ist,  wenn  man  sich  Nr.  12  vergegenw&rtigi 
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Man  findet: 


*1 

= 

^ 



dpn 

dXtt 
dz^ 

h 

= 

dp, 
dz 



dpn 

Ar, 

dXn 

dz  ' 

*.-, 

= 

äPn^ 

dz 

•l     

dXn 

IT' 

*- 

-= 

dpn 

4x, 

dz 

+  ■■ 

,      dpH 

dz 

+ 

dp, 
dz 

+ 

dpn 
dPr 

dp. 
dz 

+  ■■ 

.      dp„ 

dz    ' 

*ll+l 

= 

'  - 

ix, 
de 

dpn 
dp. 

dXn 

dz^ 

*.,- 

1  = 

:  — 

dXn-i 

dz 

dpn      dXn 

dpn—i    de 

y 

,  dpn    dXn 

'^^        ~~     dz    ~d^' 

Die  Differentialgleichungen   der  Transformation    sind   diesen  Werthen 
zufolge,  wenn  man  beachtet,  dass  jedes  der  Verhältnisse  Je :  X  gleich 

^n^   dpn    dXn 

X,„  ~    dz     dz 
ist,  und  wenn  man  de  weghebt: 


äp.   =(^+  P.t)'^-    '^^   — t 


dXn 


n— 1 
dXn. 


dXn, 


Um  diese  Gleickungen  auf  eine  mehr  s^aBomatriBolie  Form  xa  briagen, 
bemeiken  wir,  dass  man  nach  Olei^ong  (2)  hat: 

dpn  Bx^      dpn  jjp 

dx  "^       ar    dp  '^       dT 

9pn  (ipn 

POhrt  man  diese  Werthe  in  die  Transformatioosgleidnmgen  ein,  so  neben 
dieselben  über  in: 

idf  "  "  J^~    P   ~     P^    ~     P^  Pn     '       ^    ^' 

M  ft A 8  i  0  n ,  Part  DifferentialgleiohiiDgeii.  8 
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wenn 

n)frn 

wie 

im 

vorigen 

Kapitel 

setzt: 

Px 

— 

— 

*f 

»X, 

— 

A. 

Pn 

= 

— 

»f 

iXn 

— 

8f 

Pn, 

P 

= 

Pi 

9f 

»p. 

+ 

+  J>- 

tp. 

Pf  äff  ist  somit  genau  zu  denselben  Hülfsgleichongen  gelangt,  za 
welchen  Jacobi  spftter  gekommen  ist,  indem  er  der  Lagrang e'schen  Me- 
thode ihre  natürliche  Erweiterung  gab  (vgl.  den  ganzen  §  11).  Wie  wir 
bereits  erw&hnt  haben,  geschehen  die  Rechnungen  in  den  beiden  Methoden 
in  derselben  Weise,  nur  in  umgekehrter  Reihenfolge. 

Bei  der  ursprünglichen  Methode  von  Pf  äff  hat  man  n  dem  Systeme 
(aO  analoge  Oleichungssysteme  zu  integriren,  welche  n  Relationen  mit  n 
willkürlichen  Gonstanten  ergeben.  Die  Elimination  von  p^,  p^,  . . .,  Pn  zwischen 
diesen  n  Oleichungen  und  der  gegebenen  Gleichung  führt  zu  dem  voll- 
ständigen Integrale  der  partiellen  Differentialgleichung  (2). 

Die  Bildung  der  andern  Hülftsysteme  {af)  lAsst  sich  nur  in  jedem  be- 
sonderen Falle  ausfahren,  da  dieselben  yon  den  Integralen  des  ersten  dieser 
Systeme  abh&ngen.^) 


§  15.    Vereinfachung  der  Pfaff  sehen  Methode. 
Umgekehrtes  Problem. 

58.  Veretaiflaohung  der  Pfafl*BOhen  Methode  für  die  IntegraHon 
der  partiellen   Dilferentielgleichungen  durch  Jacobi.^    —   Nimmt 

man  wie  in  den  Nr.  42  und  43  an,  dass  man  die  Hülfsgieichungen,  welche 
wir  gefunden  haben,  integiirt  und  dass  man  eine  Änderung  der  Variablen 


^)  Über  das  Pfaf fache  Problem' vergleiche  man  die  bemerkenswerthen 
Abhandlmigen  von  Natani  (Crelle'i  Joum.  Bd.  57,  8.  301—828),  von  Clebech 
(CreUe*8  Jonm.,  Bd.  59,  S.  190—192,  Bd.  60,  S.  198—251,  Bd.  61,  S.  146—  179) 
mid  von  Dubois-Reymond  (ibid.  Bd.  70,  S.  299—318);  femer  yerschiedene 
Schriften  von  Lie  in  den  Abhandlungen  der  Akademie  zn  Ghzistiama.  Wir  hfttten 
femer  noch  in  der  ersten  Auflage  Gr  assmann,  Ausdehnungslehre,  1862,  Nr.  500  his 
527,  S.  347—885  erw&hnen  mflssen.  Seit  1875  haben  Lie,  Frobenins,  Darboax, 
Morera  n.  A.  Arbeiten  über  das  Pfaff*Bche  Problem  von  höchster  Wichtigkeit 
▼eröffentlicht.  Behufs  vergleichender  Analyse  dieser  Abhandinngen  Terweiaen 
wir  auf  A.  R.  Forsyth,  Theory  of  Differential  Equations,  Part  I,  E^act  Eqnaiians 
and  Pfaffe  Problem.  Cambridge,  University  Press,  1890  (XUI  u.  840  S.  in  8*). 

*)  Jacobi,  Journal  de  LionviUe,  Bd.  III,  S.  171—182,  §  IX  der  Ahhand- 
long.  Jacobi  wandert  sich,  dass  Pfaff  die  in  den  Nr.  53  und  54  auseinander- 
gesetzte  Erweiterung  nicht  gefunden  hat.    Indessen  war  die  Sache  nicht  so  ein- 
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vorgenommen  habe,  so  wird  die  Integration    der  gegebenen  Gleichung  auf 
diejenige  der  Gleichung 

zurfickgefährt  sein,  in  welcher  i«i,  .  .  .,  ^n^\  ^^^  Oonstanten  der  Integration 
der  Hülfegleichungen  und  die  C  durch  die  Relationen  definirt  sind: 


U  =  ce-  J«^  ^' 


Jacobi  hatte,  als  er  die  Untersuchungen  Hamilton's  über  die  Dynamik 
studirte,  den  glücklichen  Gredanken,  in  diese  Theorie  die  Anfangswerthe 
der  Variablen,  nämlich  jer^,  Xjq,  .  .  .,  ^„q,  p^^,  .  .  .,  p^,  einzufahren  und  das 
in  der  vorstehenden  Gleichung  vorkommende  Integral  zwischen  den  Grenzen 
5q  und  z  zu  nehmen.     Es  ergiebt  sich  auf  diese  Weise: 

Die  zu  integrirende  Gleichung  reducirt  sich  auf 
oder  ausführlich  hingeschrieben: 

+ 


d.  h. 


fach,  da  Jacobi  selbst  nicht  daran  dachte,  als  er  sich  mit  der  Lagrange'schen 
Methode  beschäftigte.  Er  hätte  dazu  in  die  Gleichungen  die  Anfangswerthe  der 
Variablen  einführen  müssen.  Dies  that  Cauchy  seit  dem  Jahre  1819.  Jacobi 
erkannte  die  Tragweite  dieser  Wahl  der  neuen  Veränderliehen  erst  im  Jahre  1885 
nach  den  Arbeiten  von  Hamilton  über  die  Dynamik.  Aus  diesem  Grunde  dürfte 
man  in  Deutschland  die  soeben  dargelegte  Integrationsmethode  mit  Unrecht  als 
die  Hamilton- Jacob Tsche  bezeichnen,  da  Cauchy  lange  vor  diesen  Geometem 
durch  eine  direktere  Methode  als  diejenige  von  Pf  äff  die  später  von  Jacobi 
auf  ziemlich  mühsame  Weise  wiedergefundenen  Resultate  entdeckt  hatte.  Herr 
Lie  bemerkt  ebenfalls  in  einer  seiner  späteren  Abhandlungen,  dass  die  von 
J  acob  i  vervollkommnete  P  f  af  fsche  Methode  eigentlich  die  C  au  chy'sche  Methode 
heissen  müsste. 

8* 
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Als  IntegralsTsteiD  dieser  Gleichungen  kann  man  nehmen : 

^10   =  «1»     ^20   =  «27  •  •  -,   «»o   =  ^m 

wo  a^,  a^,  •  .  .,  flu  Constanten  bezeichnen. 

Hieraus  ergiebt  sich  die  folgende  Regel  zur  Integration  der  Gleiditmg 
(1).  Es  sei  f^  das,  was  aus  irgend  einer  der  Functionen  /*  wird,  wenn  man 
darin  z  =  0q  setzt.     Man  leite  aus  den  Relationen 


Ao   «1»  •  •  M   fin—itO   =   ^211-1 1     fi 


2ii'0 


die  Werthe  von  x^q,  .  .  .,  rt^,  p^^,  .  .  .,  p^  als  Functionen  von  «j,  .  .  .,  «2^1 
her  und  man  finde  auf  diese  Weise  die  n  Relationen: 


^«0  =  F„ («„...,  w.^_i). 

Um  das  vollständige  Integral  der  Gleichung  (1)  zu  erhalten,  braucht  man 
dann  nur,  nachdem  die  u  durch  ihre  Werthe  ersetzt  sind,  Pi,  .  .  .,  i?»  »^ 
den  Gleichungen 

Fl  =  «,,    F2  =  %,  .  .  .,    F„  =  ön 
zu  eliminiren. 

Bemerkungen.  I.  Ist  infolge  der  gegebenen  Gleichung  jP^O,  so 
giebt  die  vorgenannte  Methode  jer  =  ^r^  als  ein  Integral  der  Hülfsgleichungen. 
In  diesem  Falle  findet  man  nicht  mehr  direkt  das  vollständige  Integral 
wie  leicht  zu  sehen  ist  und  wie  wir  bei  Gelegenheit  der  Caachysc^en 
Methode  zeigen  werden,  bei  der  dieselbe  Ausnahme  eintritt. 

n.  Anstatt  die  u  und  e  als  neue  Veränderliche  zu  nehmen,  kann  man 
die  u  und  irgend  eins  der  x  nehmen,  wodurch  die  von  Jacobi  abgeänderte 
Pf  äff 'sehe  Methode  sich  derjenigen  von  Cauchy  noch  mehr  nähert.  Der 
Hauptunterschied  zwischen  den  beiden  Methoden  besteht  darin,  dass  Gauchv 
von  Beginn  der  Rechnung  an  n  —  1  neue  Variablen  als  Functionen  der  alten 
und  n  willkürliche  Constanten  anwendet,  während  Pf  äff  und  Jacobi  2n — 1 
neue  Veränderliche  anwenden  und  gezwungen  sind,  im  Verlauf  der  Rech- 
nung n  derselben  Constanten  gleich  zu  setzen  oder  vielmehr,  wie  wir  ge- 
sehen haben,  n  Functionen  dieser  Variablen  gleich  Constanten  zu  setzen, 
was  auf  dasselbe  hinauskommt. 

54.  Vereinfaohimg  der  ftllgemeinen  Pflafl*bohMi  Xethod«  ^saxet 
Jaoobi.1)  —  Wir  haben  oben  (Nr.  53)  angedeutet,  wie  Jacobi,  gestützt 
auf  die  Arbeiten  von  Hamilton,  die  Integration  der  Gleichung  (2)  auf 
diejenige   des   einzigen  Systems  (a')  zurückgeführt  hat.     Wir  wollen  jetzt 


')  Jacobi,  J^ramal  de  liouviUe,  Bd.  IH,  6. 194—201,  §  12  der  AUmdkng. 
Der  in  dieser  Nummer  und  in  4«r  folgendat  bdiumdette  Gegenwand  geliOrt  Mgeat- 
lieh  nicht  zum  Gegenstände  dieses  Ruches. 
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ze^«n,  wie  er  in  analoger  Weise  unmittelbar  sämmtliche  Hülfsgleichungen 
bilden  konnte,  deren  man  bei  der  allgemeinen  Pf  äff 'sehen  Methode  zur 
Integration  einer  totalen  Differentialgleichung  bedarf. 

Es  sei  a?J„  ein  Werth   von  a?2„,    für    welchen  x^,   a?a,  .  .  .,  iCg,,..!  die 
Werthe  ^rj,  a^,  .  .  .,  äjJ„__i  annehmen.     Setzt  man 


WO  ^j,  .  .  .,  ^j„_,  für  X2„  =  «J,  nicht  unendlich  werden  und  §^„  =  1 
ist,  und  fahrt  man  an  Stelle  der  alten  Variablen  ihre  Anfangswerthe  und 
x^n  ein,  so  findet  man: 

X,dx,  +  X^dx,  +  •  • .  +  X^„dx,„ 

=  B,dx',  +  B,d^,  +  ...  +  B,„_,d3f,^  +  B^„dx^. 

Nimmt  man  an,  dass  die  oben  gegebenen  Belationen  zwischen  den 
neu^  und  den  altem  Variablan  diejenigen  seien,  welche  die  erste  P  f  äff  sehe 
Transformation  auszuführen  gestatten,  so  hat  man  B^^  =  0;  sodann  kann 
man,  da 

Bi=^X\  +  {x„-a!'^)§i  +  {x„-^JI%Xl-\-{x^-!>f>J''2:^3,, 

Yon  einem  Faktor  A  abgesehen,  unabhängig  von  o?,^  ist,  darin  x^n  =  oi^n 
setzen.     Auf  diese  Weise  geht  also  die  gegebene  Gleichimg  über  in: 

X^dafl  +  Xldaf,  +  ...  +  Z5„_.d<_.  =  0. 
Um  dieselbe  zu  integriren,  setzen  wir 

=  a; 


sodann  transformir^i  wir  dieselbe  in  eine  andere,  welche  eine  Veränderliche 
weniger  enthält,  und  zwar  mittels  der  Integration  eines  den  Gleichungen 
(l2)  des  §  13  analogen  Hülfssystems 

Xj  Xg  Ajn 

Um  diese  neuen  Hülfsgleichungen  zu  erhalten,    braucht   man  nur  in 
dem  vorhergehenden  System  die  beiden  letzten  Gleichungen  wegzulassen  \md 
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in  den  übrigen  x^^  »=  x^  %n  setaten  und  sodann  0^211—1  ^^^^  ^  ^ 
Xi  darch  af  zu  ersetzen.  Diese  Änderungen,  ausgefUirt  in  den  Bedmungen 
des  §  12,  geben  in  der  That  die  Bechnongen,  welche  erforderlich  sind,  um 
die  letzte  totale  Differentialgleichung  in 

xr*c  +  JT*c  +  •  •  +  x^d^-,  =  0 

zu  transformiren.  U.  s.  w.  Es  ist  klar,  dass  man  in  dieser  Weise  die  Bildung 
der  Systeme  von  Hülftgleichungen  fortsetzen  kann  und  zu  dem  Integnü- 
sjstem  gelangt: 

^-i  =  «.,    ^5-.  =  «,.   ^CU  =  «•,••»  <"  =  a- 
Bemerkung.     Eine  grosse  VereinfiM^hung  tritt  ein,  wenn 

ist.  In  diesem  Falle  kann  man,  wenn  man  bei  einer  Gleichung  von  der 
Form 

xr+._/<.._  +  •  •  •  +  K,-u<,-^  =  0 

angelangt  ist,  stehen  bleiben.     Man  hat  n&mlich  bereits  r  Belationen 

und  kann  ausserdem,  um  die  letzte  transformirte  Gleichung  zu  integriren, 
unmittelbar 

setzen.  In  dem  Falle  der  partiellen  Differentialgleichungen  tritt  dies  nach 
der  ersten  Transformation  ein,  da  man  hat:  r  =s  n  —  1. 

55.  Das  dem  FfafTBOhen  Problem  inverae  Problem.^)  —  Es  seien 

^.  = /'.(^«-H.»--»  a;,„,  a„a„  ...,  a„)    ....    (4,) 


^n  =  fnip^n-^v  '  •  'i   ^Jn»  "i»  "»'  .  .  .,  a„)      .       .       .       .     (4, 


0  Jacobi,  Journal  de  Licuville,  Bd.  III,  S.  185—194,  §  14  der  Abhandlung, 
giebt  den  Satz  dieser  Nummer,  ohne  die  VariationBrechnung  anzuwenden.  Im 
§  10,  S.  182 — 185  beweist  er  den  entsprechenden  Satz  fOr  die  Hülfrgieichnngen  (a% 
Wir  haben  es  vorgezogen,  um  nicht  auf  die  Pf  äff  sehe  Methode  zurfickzukommen, 
an  diese  Stelle  das  allgemeine  Theorem  zu  setzen,  wobei  wir  uns  der  Kürze  wegen 
der  Bezeichnungen  der  Variationsrechnnng  bedienen,  um  das  auf  die  Gleichungen 
(aO  bezügliche  Theorem  als  speciellen  Fall  zu  geben,  unser  Beweis  ist  eine 
Nachahmung  desjenigen  von  Jacobi,  Vorlesungen,  S.  872 — 375. 

Alles,  was  sich  auf  Gleichungen  von  der  in  der  Bemerkung  11  angegebenen 
Form  bezieht,  haben  wir  fortgelassen,  um  nicht  in  die  Theorien  der  höheren 
Dynamik  einzugehen,  wodurch  unsere  Arbeit  zu  ausgedehnt  geworden  wftre. 
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n  Relationen,  welche  der  totalen  Differentialgleichnng 

X,dx,-^....  +  X,„dx,,  =  0 (5) 

genügen,  so  dass 

^i-#-+-+^»-#^  +  ^+.  =0    .     .     .     (6,) 


^^^+-+^-^+^«    =0     .     .     .     (6,) 
ist.     Femer  nehmen  wir  die  n  Relationen  an: 

^>^  + •••  +  ^-S+'^A  =  0       .     .     .     (7,) 

WO  ^,  .  .  .,  ßft  neue  Constanten    sind.     Die   Gleichungen  (6)  und  (7)  ent- 
halten nach  Elimination  von  X  2n  —  1  Gonstanten  c^, .  .  .,  a„,  ^, . . .,  ^^ 

und  sind  die  Integrale  der  2n  —  1  Gleichungen,    auf  welche   Pf  äff  ge- 
kommen war  bei  der  Au&uchung  des  Integrals  Yon  (5). 

Wir  denken  uns  nämlich,  dass  man  aus  den  Gleichungen  (6)  und  (7) 
die  Veränderlichen  x  als  Functionen  von  X,  der  a  und  der  ß  bestimmt 
habe.  Lassen  wir  dann  in  den  Gleichungen  (6)  und  (7)  a  und  ^  um  da 
und  öß  sich  ändern,  so  werden  äie-x  sich  um  dx  ändern.  Dies  voraus- 
geschickt, multipliciren  wir  die  Gleichungen  (6i),  .  .  .,  (6„),  (7^),  . .  .,  (7„) 
resp.  mit  öx^^^,  d^n+si  .  •  •»  d^zn?  ^}  •  •  •>  ^n  ^on^  addiren  die  Resultate. 
Dann  ergiebt  sich  zufolge  (4): 

X,dx,  +  X,dx,  +  . . .  +  X,„öx,„  +  Äiß^öa,  +  ...  +  ßnda„)  =  0  (8). 

Differentiiren  wir  diese  Gleichung  nach  >i,  so  erhalten  wir: 

2Xd^  +  Z—  dx  +  m<^  =  0 (9). 

Multiplicirt  man  die  Gleichungen  (6)  mit       "^\  .  .  .,  -^  und  addirt  man 

die  Resultate,  so  findet  man  die  folgende,  übrigens  nach  (5)  evidente  Re- 
lation: 

and  hieraus  durch  Variation: 

2XÖ^  +  2"  J  dX  =  0 (10). 
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Subtrahirt  man  von  der  öleiohiing  (9)  die  Gleiehung  (10)  usd   die  durch 
X  dividirie  Gleichung  (8),  so  kommt: 

£^  dx  —  2:^^  dx—  i-  ixdx  =  0. 

dl  (iX  l 


Hieraus  erhält  man,  indem  man  die  Coefificienten  von  dx^y  .  .  .,  öx^^  gleich 
Null  setzt: 

dl 


_  (dx,  dX,  dx^  8X,n\  _  ^  _  0 

\'dX    '8x,   '^  "'   '^    dl       öx,  1  l  "' 


dX^n fäx^.  dX^  dx^„    8X,,A  X^ ^ 

dl          \dl    dx,^"^  '"  "^  dl'    öx,„ )             X    ~  "• 

Schreibt  man  statt  -j-  den  Werth: 
dl 

9X  ÖXy  j^  1^    SX    tfx.,„ 

6x^~di  "^    '  '  '^  dx^  "af"' 

so  nehmen  die  vorstehenden  Gleichungen  die  folgende  Form  an: 


^l  (2n,l)  +  Y^{2n,2)  +  •.•  +  %'  (2«, 2»)-=  ^--, 

und  dies  ist  dae  Pfaffsche  Hülfssystem. 

Bemerkungen.  I.  Damit  die  Variationen  der  x  zugleich  mit  den- 
jenigen der  a  und  ß  unabhängig  seien,  wie  oben  angenonunen  wurde,  ist 
erforderlich,  dass  die  Gleichungen  (6)  und  (7)  so  beschaffen  sind,  dass 

8{x,  ....,x,^) 


nicht  identisch  Null  ist. 

n.  Das  Vorhergehende  kaim  insbesondere  angewendet  werden  auf  die 
Hülfsgieichungen,  zu  denen  man  gelangt,  wenn  man  das  Integral  der  Glei- 
chung 

Pn  +  f(z^  ^1,  .  . .,  ^«,i?i,  .  .  .,i>„-i)  =  0 
sucht.     Ist 

z  =  F{x^,  .  .  .,  x„,  öj,  .  .  .,  a„) 

eine  vollständige  Lösung  dieser  Gleichung  oder  von 

dz  =  p^dx^  +  •  •  -  +  Pn-.idXn^x  —  fäx^, 
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so  hat  man  als  Integral  der  Hülfsgleichungen 


dxn 


^i?L  =  _  i^  _ 
dXn  SX^ 


sf 


dXn 


Spn—i 


das   System: 


dz 


Sf 

+  ■■■■ 


Sf 


+i>«- 


dXn 

Sf 


SXn- 


-Pn^l 


df 

az 


8pn 


-    f 


8F 
8Xi 
8F 


=  Pv 


äF 


o    8F 


8Xn-^i 
8F 


=  Pn^l^    F  =   Z 


8ai         ''^    Scci 
welches  2n  Gonstanten  a^, 


=  Ä-i 


8F 
San' 


(I). 

(n), 


8an—i 

ßi.'.ßn-i  enthält. 
Diese  Resaltate  leitet  man  aus  den  vorhergehenden  ab  auf  Grund  der 
Hypothesen  der  Nr.  52.    Der  direkte  Beweis  ist  im  Übrigen  sehr  einfach. i) 
in.    Da  ^r  =  F  eine  vollständige  Lösung  der  Gleichung  Pn  +  f=0 

AW  ä  V 

ist,  so  müssen  die  Functionen  F^  qp^  =  — -,  .  . 


betrachtet 


als  Functionen  der  Gonstanten,  unabhängig  sein,  da  sonst  eine  Belation 
zwischen  diesen  Functionen  bestehen  und  somit  ^  einer  zweiten  partiellen 
Differentialgleichung  genügen  würde.  Nun  würde  aber,  wenn  dies  der  Fall 
wäre,  diese  Gleichung  und  die  gegebene  nur  höchstens  oo2«-i  Elemente 
darstellen  und  dasselbe  würde  der  Fall  sein  mit  ^  =  F  und  ihren  Ab- 
leitungen. Mithin  würde  z  =  F  mindestens  eine  überschüssige  Gonstante 
enthalten,  was  gegen  die  Voraussetzung  ist.     Man  hat  daher,  wenn  man 


setzt: 


Vi 


Sx^ 


Wi  = 


Wn 


8F^ 

8a, ' 


Vn  = 


8F 
8an 


8x, 


8Xa^i  ' 


SXn^i 


^^'^  8[x, x„_,]         >0 


(HI). 


^)  Binet  (C.  R.  Bd.  XIV,  S.  654—660,  Bd.  XV,  S.  74-80),  Cauchy,  §  2 
der  im  Bach  111  analysirten  Abhandlung  (Exercices  d'anal.  et  de  phys.  math. 
Bd,  II,  S.  261—272),  Jacobi,  Vorlesungen,  S.  364—369,  haben  die  Variations- 
rechimng  angewendet,  um  die  von  Jacobi  modificirte  Pf af fache  Methode  oder 
ähnliche  Untersuchungen  über  die  partiellen  Differentialgleichungen  darzulegen. 
Wir  können  uns,  glauben  wir,  hier  bei  Gelegenheit  des  dem  Pf  äff  sehen  Problem 
invorsen  Problems  darauf  beschränken,  eine  Vorstellung  von  der  Art  der  Aus- 
einandersetzung zu  geben.  Die  Schreibereien  werden  durch  jenes  Mittel  erheblich 
abgekürzt,  aber  die  Darstellung  wird  weniger  klar. 
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Es  folgt  hieraus,  dass,  wenn  man  die  Gleichungen  (I)  und  (II)  nach  den 
Constanten  auflöst,  man  Functionen  der  Variablen  findet,  die  von  einander 
unabhängig  sind.  Man  kann  n&mlich  nach  Voraussetzung  aus  den  Glei- 
chungen (I)  die  Werthe  der  a  herleiten,  da  die  Functionaldeterminante  der 
linken  Seiten  nach  den  a  nicht  Null  ist  Aus  den  Gleichungen  (II)  kann 
man  femer  infolge  der  Ungleichheit  (III)  die  Werthe  der  Gonstanten  ß 
finden.^) 


^)  Jacobi,  Vorlesungen,  S.  471— 475« 
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IL   Buch. 

Methode  von  JacobL') 


1.  Kapitel. 
Grundlagen. 


§  16.    Fundamentaleigenschaften  der  symbolischen  Ausdp'ücl'e 
von  PoissonJ) 

56.   Deflnitionen.  —   Es  seien  q)  und  y>  zwei  explicite   Functionen 
der  Veränderlichen  x^^  x^,  .  .  .,  a;„,  p^,  p^,  .  .  .,  i?«.     Femer  nehmen  wir  an, 


^)  Die  neue  Methode  von  Jacobi  wurde  von  C  leb  seh  veröffentlicht  im 
60.  Bde.  von  Grolle's  Journal  1862  unter  dem  Titel:  Nova  methodua  etc.,  femer 
in  den  „Vorlesungen  über  Dynamik' S  Vorles.  21—23  und  an  einigen  andern  Stellen, 
im  Jahre  1866.  Jacobi  war  jedoch  schon  seit  1838  im  Besitze  dieser  Methode, 
wie  aus  weiter  unten,  Anmerkung  1  zu  §  17,  gegebenen  Hinweisen  hervorgeht. 
Daher  muss  diese  Methode  mit  JacobTs  Namen  bezeichnet  werden,  obwohl  sie 
Tor  1862  von  Liouville,  Bour  und  Donkin  in  ihren  wesentlichen  Zügen  eben- 
falls gefunden  worden  war  (vgl.  die  angefQbrte  Anmerkung).  Wir  knüpfen  an 
die  Methode  von  Jacobi  diejenigen  Untersuchungen  an,  welche  die  natürliche 
Folge  derselben  sind.  Seit  1875  ist  die  Jacobi'sche  Methode  Gegenstand  der 
Untersuchungen  verschiedener  Gelehrter  gewesen,  von  denen  wir  eine  der  wich- 
tigsten, welche  von  Gilbert  herrührt,  im  Nachtrag  IV  am  Schlüsse  des  2.  Kap. 
von  Buch  U  reproduciren.  Wir  verweisen  hier  nur  noch  auf  einige  andere,  die 
wir  in  dieser  deutschen  Ausgabe  unseres  Werkes  nicht  analysiren  konnten: 
Collet,  Annales  de  T^cole  normale  superieure,  1876,  2.  s^rie,  Bd.  V.  S.  49—82; 
Comptes  rendus,  1880,  Bd.  XCI,  S.  974—978;  Cayley,  Quarterly  Journal  of 
Mathematics,  1876,  Bd.  XIV,  S.  292—339. 

'}  Poisson  wandte  in  seinem  Memoire  sur  la  i>ariation  des  constantes  arbi- 
traires  dans  les  prohlemes  de  mecaniqtie  (Joum.  de  T^cole  polyt.,  15.  cahier,  S.  281) 
zuerst  die  Bezeichnung  (9,  t^)  an.  Die  Bezeichnung  [9,  ip]  ergab  sich  darnach 
von  selbst.  Wir  bedienen  uns  noch  dreier  weiterer  symbolischer  Bezeichnungen, 
um  die  Beweise  des  §  18  zu  vereinfachen.  Wir  folgen  in  diesem  §  16  im  All- 
gemeinen der  Darlegung  von  Imschenetsky,  §  16,  S.  48—52. 
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dass  (p  überdies  noch  r  Functionen  a|,  a^,  .  . .,  a^  und  rp  ebenso  s  Functionen 
6, ,  62,  .  .  .,  h»  dieser  nämlichen  Variablen  explicit  enthalte,  so  dass 


9  =  95  (^„  •  •  •»  «»..  !>„•••.;> 


ist,  und  setzen: 


{9^  V) 


[%  V')  —  2 


(9?,  y]  =  2 


1 


(9^,  v')  =  2 


Nach  Bedarf  werden  wir  auch,  wenn  keine  Zweideutigkeit  zu  befurchten 
ist,  an  8telle  irgend  eines  dieser  Symbole  unter  Weglassnng  der  Klammem 
und  Striche  schreiben: 

q^y)  oder  9?,  yj. 
Man  findet  unmittelbar  die  folgenden  Formeln: 
y^  =Ä  0;    (py)  =  —  yy;    (p,  —  y  =  —  tpip-^    const,  y  ==  0       (1), 


\,"'^Pn,   ( 

».,  .  .  .,  «r) 

n-.»!'«.    « 

\,...M 

8q>        8if 
8xi'    8xi 

dip      dip 
dpi '     dpi 

) 

dXi'      dXi 

dip      d^ 
dpi  *    dpi 

1 

dtp       drp 
to'    dxi 

dip      dif 

dpi  *    dpi 

» 

dip       diif 
dxi '    dxi 

d<p       dijf 

7 

dpi  *    dpi 

dip      di, 

dxi'    da:.- 

dip       dip 
dpi  '    dpi 

(^1»  v) 


=  _*-* 


d^Hf 


d'ttf 


d^ 


^;  (-.v]  =  ^;  (i>.  v^)  =  -  iJ;  (i>.v']^ -^  .  (2), 


{Zi,Xi)    =    (i)„i>*)   =    iXi,Pk) 


....     (S). 


Bezeichnet  u  eine  der  Veränderlichen  i;  oder  p,   so  findet  man  noch, 
falls  D  eine  Differentiation  nach  u  andeutet: 
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J)i<p,  rp)  =  {Ikp,  y))  +  i<p,  Dtp) (4J, 

D'i<p,yf)={J)*<p,tp)+2(Dg>,Ihi>)  +  i(p,D*y>) (4,), 


»»(»»  — 1)/ 


+  *^^^  (DV,  ^-»  V)  +  T  (^>  ■^"~' V)  +  (ff».  ^V){ 


(4»), 


Formeln,  deren  Analogie  mit  der  Leibniz'schen  Formel  für  die  Entwicke- 
Irmg  Ton  B^qnp  angenscheinlicb  ist.^)  Diese  Analogie  konnte  übrigens  von 
Yomherein  erwartet  werden,  da  die  symboliscben  Aasdrücke  von  Poisson 
Summen  von  Prodncten  zweier  Functionen  sind,  und  diese  Bemerkung  ge- 
nügt zum  Beweise  der  Formeln  (4). 

57.  Entwiokeliingen  der  verBohiedenen  AuBdrüoke  qnp.  —  Man 

bat  unmittelbar,  den  elementaren  Eigenscbaffcen  der  Determinanten  zufolge: 


(95,  v)  =  2 


dx"*    dx 
^'    8p 


ix'^  aa,  ^  "^  ^  8ar   8x'   8x  "^  8b^   Ix   "*" 


8^  8bt 
"*"  8b*    Sx 


8^ 

8p 


8i, 
'   8p 


Diese  Gleichung  nimmt  eine  bemerkenswerthe  Form  an,  wenn  r  =  9=M 
und  wenn  a  =»  &  =»  j?  ist,  wo  die  p  als  Functionen  der  x  vorausgesetzt 
werden.  Alsdann  ergiebt  sich,  wenn  man  die  Determinante  der  rechten 
Seite  entwickelt: 


Q^-*,v)  +  ^A||g(^-S) 


(5), 


wo  sich  die  doppelte  Summation  auf  die  Werthe  1,  2,  3.  .  .  .,  n  von  i  und 
k  erstreckt. 

Der  Ausdruck  [q>,  tp]  giebt  eine  analoge  Entwickelung.     Derselbe  ist 
gleich: 

8^  8ar^    <5^    ,     d^  a6^  _,  .     dl»  8bs 

.  »     Ä«.       •       Jth      X«.       •      *  '  *      •      All-      x^ 


2 


81p    I     81p  da,     I 
~8x'^  8^1  8x     * 


8ar    8x '   da; 


d&i   8x 


8b*    8x 


8p  "^  8a,  8p  "^ 


,     8^  8ar_    ^    I    1^  i?i     I  .     di^  8b* 

"^   8ar    8p'   8p   '^   8h,  Sp   "^  ^  dS    8p 


')  Die  FoEmeln  (4)  sind  von  im  sehen  et  sky  gegeben  worden,  S.  51 — 92. 
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Entwickelt  man  diesen  Ausdruck,  so  findet  man  die  Formel: 

[<p,rp]  =  (ip,y>)  +  i:^(ip,b)  +  i:f^{a,y,)  +  £I^'^^(a,b)    .    (6). 

Insbesondere  ist,  wenn  r=s«,  ai^^hi'. 

wo  sich  die  Doppelsumme  auf  der  rechten  Seite  auf  die  Werthe  von  i,  die 
kleiner  als  r,  und  auf  die  Werthe  von  h,  die  grösser  als  i  sind,  oder,  wenn 
man  wiU,  auf  die  Werthe  1,  2,  8,  .  .  .,  r  von  i  und  k  bezieht,  da  die  Ans- 
drücke  (a^,  ai)  infolge  der  ersten  Formel  (1)  verschwinden. 

Enthielten  q>  und  xp  nur  die  a  explicit,    so  würde  sich  diese  Formel 
(6')  auf 

reducieren.  Wenn  q>  die  Functionen  a  nicht  und  \p  nur  die  Functionen 
a  enthielte,  so  wurde  die  Formel  (6)  zu  der  folgenden  fähren: 

[y,V]=2'(9»,a)^ (6"'). 

Man  gelangt  zu  einer  brauchbareren,    aber  weniger  natürlichen  Ent- 
wickelung  des  Ausdrucks  [%  \p\  wenn  man  yon  der  Formel  ausgeht: 


3f+m,  N+n 


m,  n, 
+ 


(7)- 


Ist  in  dieser  Formel  (7): 


und  bildet  man  die  Summe  aller  analogen  Ausdrücke,  so  ergiebt  sich  un- 
mittelbar: 

[g>,  y,]  =  (q>,  y,]  +  [<p,  y,)  -  {<p,  y>)  +  ZZ^-^  |*-  («,  &)    .     .     (8). 
Ist  insbesondere  a  =  b,  r  =  8,  so  geht  diese  Formel  über  in: 

[9>.V]  =  «P.  V]  +  [?',  V)  -  (9M+^^[S,  S  -  £  -£}(«•■.«*)  (8')- 
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Ein  aasserordentHoh  bemerkenswertker  Fall  ist  der,  wo  die  Function 
q)  sich  auf  pi  und  y)  auf  p^  reducirt.  Man  hat  alsdann  nach  den  Formeln 
(2)  und  (3): 

t^'V)==(i'.-,v)  = -£=-£:• 


somit  giebt  die  Formel  (8') 


iJi  Sxk  \8ai  dak        Sak  Saif^  ''   ^^       ^^'^^  ^     ^' 

Ist  insbesondere  (93,  yi)  =  0,  so  reducirt  sich  diese  Formel  auf: 

;a  \dai    8ak         8ak  8ai  j  ^  "    '^^  -^  ^      ^ 


Die  Relationen  (8"),  (8''')  werden  identisch,  wenn  in  den  linken  Seiten 

^ r^  =  -^ ^-  ist  und  auf  der  rechten  Seite  die  a  durch  die 

9xi         8xk         8xi         dxk 

Functionen  der  x  und  der  p  ersetzt  werden,  welche  q>  auf  pi  und  y)  auf 
Pk  reduciren. 

§  17,  Jacobi's  FundamentaUheorem,^) 

58.  Besondere  Form  der  Bedingungen  (9),  yi)  »=  0,  falls  q>  und  ^ 
linear  sind  in  Besug  auf  die  partiellen  Ableitungen  der  abhängigen 
Verftnderliohen.  —  Es  sei  R  eine  Function  von  u^,  u^,  .  .  .,  u^  und 


dB                 dB                          dB 
^»  ■"  du,'   ^*  —  du,'  ■■  ■'  ö"  ~  dum' 

T             ^  -n                     diJtt      1                    1                  (in                                 1                          , 

•  +  amSm, 

j^BR^h,^  +  ...-\-h„g^  =  h,e,-\-h,Q,  +. 

■     +  &me«' 

')  Die  Formeln  (6)  entlehnen  wir  Imschenetsky  S.  50 — 51.  Die  andern 
in  ihrer  allgemeinen  Form  sind  nea.  Entgegen  dem  Gebrauch  belassen  wir  in 
den  Summen  die  Glieder,  welche  sich  gegenseitig  aufheben,  da  ihre  Unterdrückung 
in  die  Formeln  eine  unnöthige  Complication  einführt. 

^  R^um^  Yon  Jacob  i,  Nwa  Methodus,  §  2a>-26.  Dieses  R^umö  findet 
sich  auch  bei  Imschenetsky,  §  25,  S.  141—144,  der  überdies  S.  145  den 
Donkin'schen  Beweis  für  den  Fundamentalsatz,  femer  auch  Nr.  39,  S.^53— 55, 
einen  Ton  ihm  selbst  herrührenden  Beweis  giebt;  sowie  bei  Graindorge  V, 
S.  85— 41. 

Es  geht  aus  einer  Stelle  der  Nova  Methodus  §  28,  auf  welche  Clebsch 
anfinerksam  gemacht  hat,  hervor,  dass  Jacobi  sein  Fundamentaltheorem  schon 
seit  1888  hatte.  Dieses  Princip  ist  eigentlich  schon  enthalten  in  dem  Pois  so  naschen 
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[Nr.  58] 


wo  Oj,  .  .  .,  ^iM)  ^1,  •  •  •'  ^m  irgend  welche  Funotioneii  der  u  and  A  und  B 
Operationssymbole  sind,  die  durch  vorstehende  Gleichungen  definirt  werden. 
Wir  suchen  den  Ausdruck: 


ii  j)^:i 


U    IL 


Derselbe  ist  gleich: 


V 


dui 

bi 


d.  h.,  wenn  man  die  verschiedenen   mit  ^,,  .  -  .,  Qm  multiplicirten  Glieder 
vereinigt 


oder  auch: 

(I,  /)  =  ^,    (.B«,    —  A  )  +  Q2  (^«2  —  A62)  +  .  •  •  +  em(^.«  —  ^«-)- 

Addirt  man   zur  Summe  der  Glieder,    welche  in  dem  Ausdruck  von 
(/,  J)  das  Zeichen  -\-  haben,  alle  Glieder  von  der  Form 


aihj 


8'R 

dUfdUj 


Theorem  (Sur  la  Variation  des  conatantes  arbitraires  dans  ka  problimes  de  mica- 
nique,  Journal  de  Tee.  polyt.,  15.  cahier,  S.  280),  de§8en  Wichtigkeit  weder  sein 
Urheber  noch  Lagrange  ahnten,  wie  Jacob i,  Nova  Metkodus  §  28,  bemerkt. 
Nach  dem  Tode  Poisson's  lenkte  Jacobi  die  Aufmerksamkeit  auf  das  Theorem 
(G.  R.  1840,  S.  529),  doch  wurde  unglücklicherweise  seine  Nova  Metkodus  erst  1862 
durch  Clebsch  veröffentlicht  und  zwar  ohne  jede  Änderung,  abgesehen  von 
einem  kleinen  Zusatz  von  einer  Seite  am  Schlüsse  des  §  52,  wie  wir  aus  dem  Munde 
dieses  Geometers  selbst  gehört  haben.  Es  ist  also  ein  Iirthum,  wenn  Imsche- 
n et 8 ky  behauptet,  dass  Clebsch  «die  Jacobi'sche  Arbeit  nach  den  in  seiiieB  Pa- 
pieren vorgefandenen  Materialien  redigirt  habe'  (8.  6).  Es  ist  jedoch  wichtig,  mit 
dem  russischen  Gelehrten  zu  bemerken,  dass  Donkin  das  Fundamentaltbeorem 
ebenfalk  gefunden  hat  (Philosoph.  Transact.  1854,  Theil  I,  8. 71  und  9S),  dass 
iemer  Liouville  in  seinen  Vorlesungen  vom  Jahre  1858  dasselbe  ebenJGalls  be- 
wiesen hat,  wie  Bour  in  seiner  Abhandlung:  Sur  Pintegration  des  eqmüaiu 
differentieUes  partielke  du  preuUer  et  du  seosnd  crdre  (Joum.  de  1*^  p^b^-i 
89  cahier,  S.  148—191),  S.  168  behauptet,  wo  er  es  das  Theorem  von  Liouville 
nennt.  Trotzdem  mnss  man  diesem  Satae  die  Beaeichnung  als  Jacobi*e  Theorem 
belassen,  da  dieser  Geomeler  mehr  als  ein  anderer  die  Fmchtbarksit  desselben 
klargeetellt  hat. 
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und  sabtrahirt  loan  dieMlbe  Grrösse  yon  den  andern  Gliedem,   so    erkennt 
man  unmittelbar,  dass  das  Ensemble  der  positiven  Glieder  ^AMy  das  der 
negativen  —  ABB  darstellt. 
Mithin  ist  schliesslich: 

(J,  J-)  =  BAR  —  ABB  =  {BA  —  AB)  B. 

Zusätze  I.  Die  Operation  (BA  —  AB)  fuhrt  keine  zweiten  Ab- 
leitungen, sondern  nur  erste  Ableitungen  der  Function  ein,  auf  welche  sie 
angewandt  ¥rird. 

n.  Hat  man  identisch  (J,  J)  »=  0,  oder  ist  identisch  Äi  —  -46  *==  0, 
so  ist  auch 

ABB  =  BAB, 

d.  h.  man  kann  die  Operationen  A  und  B  umkehren.  Kommt  man  über- 
ein, A^B  an  Stelle  von  A.A^'-'^B  zu  schreiben,  so  folgt  daraus,  dass  man 
auch  schreiben  kann: 

A'^B^B  =  ^M"»Ä,  etc. 

£&  ergiebt  sich  hieraus,  dass,  wenn  B  eine  Lösung  von  AB  »»  0  ist,  das- 
selbe von  B^B  gilt     Denn  es  ist  A.  B^B^^  B'^.  AB  ==  ^0  =  0. 

Jacobi  hat  von  diesem  Zusatz  den  folgenden  eleganten  Beweis  ge- 
gegeben.    Wird 


gesetzt,  so  hat  man 

oder  auch: 

ÖMm     ds 

~  du^    dt    ^  du^    dt   '^  '  '  '  ^  dum     dt' 
d.  h.  successive: 

(».^+-+»-Ä)-(^^+--  +-k)-''' 

Bai  —  ^i  =  0. 
Femer  ist: 
r  dB    ,  ,  dB        dB  du^    ,  .     dB  dum        ^      ai> 

^" ^  ST,  + ' "  •  +  ^-  5S;;  =  Sir,  dT  + '  •  •  +  55;;;  "Ä"  =  "Ä =^ 


o,=    ^.    6,= 

dUi 

ds 

i|HlTI  ■ 

da.           dbi 

d8    —    dt' 

den   du^     .      dai  du,    . 
du^    d8     y     du,    ds  "^  '  ' 

•  + 

somit 


.dB  ,dB 

BAB  =  -^  «=  -^  —  ABB. 


MaasioB,  Piri.  Diflsraitiftlgleichiuig«!!. 
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(9.  TDBdMBMtelMls  von  JMObL  JMoblTi  B«w«l8.  —  Die  ünken 
Mten  der  Oleichuigea  {%  y)  sind  linear  in  Besag  auf  die  Abkikvgn 
einer  der  Functionen  ip  oder  tp.  Wendet  man  auf  dieae  Anadrftek»  die 
Hanptformel  der  vorigen  Nummer  an,  so  gelangt  man  sa  dem  Fundamental* 
theorem  von  JaeobL     Es  sei  m  »»  2fi  und 

«i  —  Pi>  <S  —  A.  •  •  -  <*!•  —  !>«.  «ii-M  —  «1»  •  •  M  «^  —  «II. 
Setzt  man: 

j»        /ir  JA        liMdB        SMSB\^  .  (dM  dB        dM  $R\ 

\*«i  *i>i      *i  *«i /  l*«»  *»      dp«  at««r 

so  dass  ftr  t<<fi  +  1 

^         dJf    ^  dM   .        dN   ^  dN 

^  ""  te '  ^+'  "  —  ^'  ^'  =  to'  ^-+'  "  ~  »T 
isti  80  bat  man: 

Nach  der  Definition  der  Symbole  A  und  B  ist  aber: 
BAB  -=  (JV,  (Jf,  J?)),   ABB  »  (Jf,  (JT,  J?)), 

und  hieraus  ergiebt  sich  mit  Berücksicbtigung  der  Formeln  (1),  (4J 
des  §  16: 

"^      \dp       dx  dx       9p     I 

—  (WÄ),-8). 

Hieraus  erb&lt  man,  wenn  man  mit  Hülfe  der  Formel  (1)  des  §  1^ 
alle  Glieder  auf  die  rechte  Seite  schafft: 

(MAN.R))  +  (2V;(Ä,if))  +  {BAM,N))  -  0, 

und  dies  ist  der  Fundamentalsata  von  Jacob i. 
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Zusatz.  Sind  If  as  o,  N^=»b  LOsimgen  der  Gleichung 

(Ä,  z)  —  0, 

SO  folgt  aus  dem  vorstehenden  Satze,  dass  auch  (Jf,  If)s=sc  eine  Lösung 
ist;  denn  die  FondamentalgleichTUig  giebt: 

(M,  0)  +  (JV;  0)  +  (Ä,(Jlf,  IT))  =  0, 
oder 

(Ä,(jif,-y))  =  0. 

60.    Beweis  von  Bonklii.^)  —  „Sind  M,  N,  B  beliebige  Functionen 
der  2n  Variablen  o^,  .  . .,  x^t  J'i,  .  •  .»  Pm  so  hat  man: 

{MAN,B))  +  {NAB,M))  +  {BAM,N))  =  0.  ,     .     .     (e). 

Entwickelt  man  diesen  Ausdruck,  so  ist  ersichtlich,  dass  jedes  seiner  Glieder 
besteht  aus  dem  Produkt  einer  Ableitung  zweiter  Ordnung  der  einen  der 
Functionen  Jf,  N,  R  und  den  Ableitungen  erster  Ordnung  jeder  der  beiden 
andern  Functionen. 

betrachten  wir  die  Glieder,  welche  Ableitungen  zweiter  Ordnung  von 
M  enthalten.    Dieselben  werden  Yon  einer  der  Formen  sein: 

d^M     dN  SB        S^M     SN  dB         d^M     SN    dB 


dxidpj    dxj   dpi^     dxiispj   9pi   dpj^     dpidpj    dxi    Sxj* 

wobei  i=j  sein  kann,   und  jedes  derselben  wird   aus  dem  zweiten  oder 
dritten  Gliede  der  Gleichimg  (e)  hervorgehen. 

Untersucht  man  jetzt  jede  dieser  Formen,  so  sieht  man  leicht,  dass 
jedem  aus  dem  zweiten  Gliede  der  Gleichung  (e)  hervorgehenden  Gliede 
ein  analoges  aber  mit  entgegengesetztem  Vorzeichen  behaftetes  entspricht, 
welches  aus  dem  dritten  Gliede  dieser  Gleichung  hervorgeht;  und  da  dies 
auch  gilt  för  die  Glheder,  in  welchen  die  zweiten  Ableitungen  von  N  und  B 
vorkommen,  so  folgt,  dass  die  ganze  linke  Seite  der  Gleidrang  (e)  sich 
identisch  auf  Null  reducirt.     Mithin  ist  der  Satz  bewiesen.'* 


^)  Wir  CBUehmett  dieaee  Donkin*8ehe  Citat  im  Texte  Imschenetsky 
8.  145.  Der  Beweis  desselben  bemht  auf  der  Anwendung  der  Formel  (6''0  des 
vorigSBi  Pamgraplien  zur  Dantellung  von  {M,  (N,  B))^  (Ni  {B,  Jf )),  der  Formel  (4,) 
zur  Daxslellimg  von  {B,  ( Jf,  N)),  Man  addirt  die  gehmdenen  Resultate  und  per- 
mutirt  zweimal  ^kluch  in  der  neuen  Gleichung  die  Buchstaben  Jf,  N,  B,  Man 
findet  den  Satz  von  Jacobi,  indem  man  die  drei  znletEt  erhaltenen  Relationen 
addirt. 

9* 
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§  18.    Verschiedene  Formen  der  Integrabäüätsbedingungen  einer  par- 
tidlen  Differentialgleichung.^) 

61.  Erste  Form  der  Integrabilitfttsbedlngnngen.»)  —  Es  sei 

eine  zu  integrirende  partielle  Di£ferentialgleichiuig,  indem  p^  jp,, . . .,  j^h 
wie  oben  die  Ableitungen  einer  unbekannten  Function  g  nach  x^^,  x^,  . .  ^  Zi, 
bezeichnen.     Es  ist: 

dz  =.  p^dx^  +  ft<te,  H h  jp^Äc,.. 

Um  ein  yoUstttndiges  Integral  der  gegebenen  Gleichung  zu  finden,  ge- 
nügt es,  wenn  man  ausser  dieser  Gleichung  n  —  1  andere  Relationen  der- 
selben Form  hat,  deren  jede  eine  willkürliche  Gonstante  enth&lt: 

H^  («11 . . .,  iPn,  Pii  •  •  -li^ii)  =  ^    •    •    •    •   (^)t 

^8  («1»  •  •  •»  ««»  JPl>  •••»  Pn)   =   «8        •       •       •       .      (^s)» 


-^«(«11  •  .  .,  ««,  Pv  '  *  -iPn)   =  ^n        .      .       .       .      (Sn), 

vorausgesetzt,    dass   die  aus  diesen   Gleichungen  (H)  abgeleiteten  Wertfae 
Yon  jpi,  jp„  ...,!>„: 

JPi  ="  ^  K»  ^2»  •  •  «1  ^n,  «1,  «2, .  . .,  a„)       ...     (jii), 

A    =   ^  (a?i,  a?2,  .  .  .,  Xny   Ol,  a„  .  .  .,  «n)         ...      (^)i 


Pn    =   ^Ji(«li  «2»  ■  •  .»  «w»    ^IJ  öj,  .  .  .,  a„)  .       .       .      (^), 

dj?  integrabel  machen.  In  der  That,  wenn  dies  der  Fall  ist,  so  kami  man 
durch  eine  einfache  Quadratur  einen  Ausdruck  für  e  finden,  welcher  ausser 
den  n  —  1  Oonstanten  o,,  Os» .  •  •>  ^n  eine  n''  aus  der  Integration  yon  de 
hervorgehende  willkürliche  Gonstante  enthält.  Der  Ausdruck  yon  js  genügt 
nicht  nur  der  gegebenen  Gleichung,  sondern  dem  ganzen  System  H. 


^)  R^om^  von  Jacobi,  Nova  Methodus,  §  2^—17  und  80—82.  Dieses  B^nim^ 
findet  sich  auch  bei  Imsohenetsky,  §  10—11,  S.  82—86,  §  18,  S.  41—42;  §  15, 
S.  45—48,  §  17,  8.  55—62,  §  20—22  zerstreut;  Graindorge,  III,  8.  15—80, 
lY,  8.  80—85,  Vn  zerstreut.  Wir  halten  es  für  besser,  alle  8ätze  deiselben  Art, 
wie  wir  es  gethan  haben,  zusammenzustellen,  anstatt  einige  derselben  mit  der 
Integrationsmethode  selbst  zu  vermengen.  Wir  haben  den  Text  des  §  18  der 
ersten  Auflage  mit  Berücksichtigung  der  wichtigen  Abhandlung  des  Herrn  Gilbert, 
die  wir  im  Nachtrage  hinter  Kapitel  n  im  Wesentlichen  reproduciren,  korrigiit 
In  den  auf  die  Jacobi*schen  Beweise  bezüglichen  Anmerkungen  haben  wir  in- 
dessen nicht  versucht,  die  Relationen  anzugeben,  welche  identisch  sind. 

*)  Jacobi,  Nova  Methadus,  %  2.    Wir  fügen  die  Form  (V)  hinzu. 
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Die  Integrabilit&tsbedingangen  Ton  dz  sind  bekanntiich  die  Identitäten: 

M  _  M  oder  ^  =  1?* (I), 

Bxk  9xi  dxk  dxi  ^  ^' 

wo  i  und  k  die  Werthe  1,  2,  3,  . . .,  n  annehmen.     Man   wird   bemerken, 
dass  diese  Bedingungen  anf  die  Form  gebracht  werden  können: 

iPi  —  ^hPk  —  y(^k)  =  0 (10. 

62.  Zweite  Form  der  Integrabilitätsbedingimgeii.^)  —  Man  er- 
halt diese  zweite  Form,  wenn  man  beachtet,  dass  man  hat: 

[Hi,  m  =  («..,  au)  —  0. 


^)  Jacob i,  N(n>a  Meihodus^  §  14 — 16.    Wird  die  Relation,  welche'  zu  dem 

direkten  Satee  f&hrt,  nach  rr-^  —  -r-^  au%elM,  so  führt  sie  zu  dem  omge- 

kehrten  Satze.  Dies  thut  Jacobi  im  §  16,  den  Graindorge  IV,  S.  30—35  im 
AnazDg  wiedergiebt.  Wir  sind  beim  Beweise  des  direkten  Satzes  Jacobi  g^ 
folgt,  ebenso  wie  Imschenetsky,  §  11,  S.  33,  und  haben  den  ron  letzterem  in 
Nr.  40,  S.  55  f)lr  den  umgekehrten  Satz  gegebenen  Beweis  vereinfacht.  Im  §  14 
der  Nova  Methodus  giebt  Jacobi  einen  andern  Beweis  der  Formeln  (II),  indem 
er  sich  auf  die  weiter  unten  gegebenen  Relationen  (IV)  stützt.    Es  sei: 

Pi  ==  'tiK»  •  •  M  ««»  «ij  a*>  1>8»  •  •  -t  Pn),  p,  =  %{Xij  . . .,  XHf  tti,  Oj,  Pj,.  . .,  pn). 

Die  Relationen 

fli(a?i, . . .,  Xn,  ^„  ^„  Pi, . . .,  Pn)  ==  «1,    H^ix^y  . . .,  aJn,  ^1,  iptiPs,  '••,  Pn)  =  o, 

sind  Identitäten.    Somit  erh&lt  man  daraus  ffir  H  ^  H^  oder  H  =  H^: 

SH      ,      SH^    6;^     ,     ^  i^  =  0 
dx      '      d'^j^      dx      *      (hpt     9x  ' 

oder: 

i^  ^  i^  ^(Pi— »i)     ,     _?H    a(p,— »,) 
dx  dpj  ^  9Pt  dx        ^ 

da  pi,  p,  nicht  a;  explidte  enthalten.    Ebenso  hat  man: 

SH  ^SH  a(p,— »,)     ,     SH   a(p>--»,)^ 
dp  6pi  dp  dp,  dp 

selbst  fOr  p  =p^  oder  p^^p^-    Es  ergiebt  sich  unmittelbar  aus  diesen  Formehi : 

'"■•^»-(ff-^t)  "■-♦■■'•-*'■ 

was  die  Gleichung  (II)  giebt,  falls  die  Gleichung  (IV)  besteht.  Dieser  Beweis 
ersdiemt  uns  wenig  natürlich,  da  die  Theoreme  (m)  und  (FV)  complidrter  sind 
aJs  (II),  oder  wenigstens  su  weniger  symmetrischen  Gleichungen  führen.  Es  ist 
besser,  diese  Sfttze  (II)  und  (IV)  unabhängig  von  einander  zu  beweisen. 
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Bntiriidcdt  mui  also  den  ersten  Ausdruck,  so  eAJÜi  man  identisch: 

Nach  den  Bedingungen  (I)  ist  das   zweite   Glied  der   rechten  Seite 
identisch  Null,     llittiin  hat  man  auch  identisch: 

(fli,  i3i)  =  0 (H). 

Umgekehrt   ziehen   die   Bedingungen  (II)  die  Relationen  (I) 
nach  sich.     Man  hat  nftmlich  identisch: 


p,  —  ai(«i,  . 

•  1  *IH    •fflJ  • 

.,fl,). 

Pk  —  «•*(«„ . 

•  •>  *lll  -^1  • 

. .  fl«). 

Mithin  folgt  nach  der  Formel  (8'^  des  9  16,  welche  hier  identisch  ist, 
da  die  'a  durch  die  S  eraetat  sind: 


dm 

ixk 


-  '^--^Hmm'  -  &  ^,}(^^.^*) +  («.«*). 


Das  erste  Glied  der  rechten  Seite  ist  zufolge  der  Gleichungen  (II)  identisch 
nuU;  das  zweste  ist  identisch  null,  weil  Xt  und  x^  die  jp  nidit  ezpüost  ent- 
hatten.   Mithin  reducirt  sich  die  TorstAende  Relation  auf 

öm   9uk  /x 

d.  h.  auf  die  identische  Bedingung  (I). 

Man  gelangt  zu  demselben  Resultat,  aber  auf  beschwerlichere  Weise, 
mit  Hülfe  der  Formel  (6^  des  §  16.^) 

68.  Dritte  Form  der  IntegrabUititabedingniigeii.')  —  Nehmen 
wir  an,  dass  man  aus  den  Gfteichungeii  {H)  oder  (ji)  die  folgenden  Aus- 
drücke der  p 

Pl  =  V\  (*l»  •  •  -»  *m  ^1  A»  At  •  •  •!  l'ü)       ...     (?^i)» 

A  "  %  (^1»  •  •  •»  ^n»  ^»  ^»  A»  •  •  •»  J^«)      •     •     .    (%)• 


J?»  «=   flPi.(«i,  .  .  .,  Xn,   Ol,  Og,  0,,  .  .  .,  O«)  =  ^«        .       (?>i.) 


^)  Imschenetlky,  Nr.  40,  8.  55—57. 

*)  Jacobi,  Nova  Methodus,  %  8,  4,  5,  direktes  Theorem;  §  6  allgemeiner 
Sats;  §  7  und  8  nmgekebTtes  Theorem,  im  Aossug  wiedergegeben  ron  Grain- 
dorge,  Nr.  24—26,  8.  20—25.  Imschenetsky  giebt  das  dritte  Theorem  nnter 
einer  von  der  Jacobi'achen  etwas  Terschiedenen  Foim,  Nr.  41,  8.  57 — 60.  Er 
umgeht  den  langen  Beweis  des  umgekehrten  üieorems,  wie  man  bei  Gelegenheit 
der  Sfttoe  (VI),  (YII)  nad  (VW)  in  der  Amnerkmig  sehen  wird.  Jaoobi,  Nm» 
MähodM  %  9,  10,  11,  beechftftigt  sich  mit  dem  sllgsneiBSB  Gange  der  lafcs- 
gration. 
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abgdmtflt  habe,  so  dass  jedeep  eine  Fmustioii 4bt  2n  Baobataben  ist,  ireldie 
ihm  in  der  Beihe 

ft»  ft>  •  •  •>  Pn^  ^11  ^21  •  •  .j  *«,   Ol,  0,,  .  .  .,  an 

folgen,  80  hat  man  identisch: 

Pi  =  9><(«i, . . .,  ««,  -Hii . . .,  Äi,  pn-u  jPi-rt, .  . .,  Pn)j 
Pk  "=  Vä(^1>  •••»*»  ^i»  •  •  •»  -^it»  l>ik+li  l>*+i>  •  •  -1  *•)• 

Mithin  ergiebt  sich  nach  der  oben  aogeaogeaaB  Formel  (S'^  ides  §  16: 

-&-^-(r.*'J m 

oder  auch,  wie  leicht  zu  sehen: 

iPi  —  SPhPk  —  <Pk)^0 (UT). 


Diese  Relation  ist  keine  Identitit.     Damit  dieselbe  beeMie,  Brftosen   darin 
die  d  dnrdi  die  entsprechenden  B  ersetst  iv^erden« 

Die  ümkehrnng  ist  ebenfalls  richtig,  d.  h.  die  Bedingongen  (m) 
haben  zur  Folge  die  Grleichnngen  ff)  nnd  (D).  um  dies  zu  beweisen,  be- 
merke man,  dass  man  identisdi  hat:  t 

A        *=        Vi  (*1»  *»!•••>  *J«»  ^;  ^1  ^>  •  •  •»  ^ü)  ■"  ^1 

A       acsa       jpj  (a?j,  a?j,  . .  .,  Xm  o^,  o,,  ^,  . . .,  ^«)  =  ä^, 

Pn-^l   =   Vn-l  (*1>  «2»  .  •  •»  ^m   «1>  «8»  «8»  •  •  V  «fi-l»  ^»)   ■■   ^n-^» 
J^«        =»         9n  («1,  «II  •  .  V  ««»  «1»  %i  «81  •  •  •»  «n-l»  «n)  =  ^• 

Der  grosseren  Deutlichkeit  wegen  wollen  wir  mit  f)'^,  q/^^ . .  .,  q/n  die 
fi  Fnnetioneii  der  rr,  dar  a  und  der  J€  bezeichnen,  welche  in  dieser  Weise 
identisch  sind  mit  J€^,  J^,  .  .  ^  ^m*  Wir  wollen  nach  aiaaiider  beweiaeii, 
dass  man  hat 


1      *"           **"  =  0 

Um  den  ersten  Punkt  zu  beweisen,  bemerken  wir,  daas  man  identiaoh 

luit: 

9m 
8x, 

»*n       dv'i       dv'n       99'i        9v'n  .    (   »V'i      «K^     .         _i_  »V''    ««»\ 
»xi       dxn       9x1       ixn       8xi'  {»»i+i      «««      '         '    4««    4»ir 
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Nimmt  man  jetzt  an,    dass  die  Beiati0ii6&  (I)  für  den  Index  n  mid 
die  Indices,  welche  grOsser  als  i  sind,  bewiesen  seien,  so  kann  man 


»Mi+t     ftri+i 

«»• 

»Xn  '      dXn   '' 

•'    »X»' 

durch 

tXn          8*n 

««). 

««H-i'    *».+»'• 

•  •'   «X«' 

oder  auch  dnrch 

*9'.       V« 

V« 

• 

««!+,'    *Xi+,'' 

■  •'    »X, 

ersetzen,  da  Ji«  identisch  ist  mit  f)'«.  Man  hat  somit  an  Stelle  der  letzten 
Gleichnng,  wenn  man  darin  die  x  durch  die  p  ersetzt,  was  gestattet,  die 
Striche  bei  den  ip  wegzulassen: 

6m  dnn  dipi  Stpn     1     /  \ 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  ftndert  ihren  Werth  nicht,  wenn  man 
darin  noch  die  darin  vorkonmienden  a  durch  die  entsprechenden  H  ersetzt, 
und  alsdann  ist  sie  zufolge  (IQ)  identisch  null.     Mithin  ist  auch  identisch: 

dm    dnn  __  Q 

dXn  BXi 

Somit  gilt  die  Belation  (I)  für  den  Index  n  und  den  Index  i,  wenn  sie 
für  den  Index  n  und  alle  Indices,  welche  grOsser  als  i  sind,  besteht  Nun 
ist  sie  aber  evident  für  die  Indices  n  und  n,  somit  auch  Schritt  f&r  Schritt 
für  die  Indices  n  und  n  —  1,  .«  und  n  —  2,  n  und  n  —  3,  . . .,   n  und  1. 

Nimmt  man  jetzt  an,  um  den  zweiten  Punkt  zu  beweisen,  dass  die 
Formel  (I)  fär  die  Indices 

h  und  t  -|-  1»     *  ^iJ^d  t  4"  2, . . . .,     k  und  n, 

Ä  +  1  und  »,     Ä  +  2  und  i,  .  .  .  .,     n  und  t 

bestehe,  so  wird  behauptet,  dass  sie  auch  filr  %  und  k  besteht,  und  somit, 
dass  sie  allgemein  richtig  ist.     Man  hat  nftmlich  identisch: 

Bm  Bick        dtp'i  cUp'k        dq>*i  d<p'k     ,      y»  i  9ip'i    dn  $ip'k    dn\ 

dxk        dxi        dxk         dxi         8xk         dxi     '        \  dn    Bxk        8n     dxiy 

wo  sich  die  Summation  auf  alle  Ableitungen  von  <pi  und  q>fc  erstreckt»  was 
keioe  ünzutrftglichkeiten  bietet,  da  die  Ableitungen  von  q)i  nach  jr  mit  einem 
Index  nicht  grösser  als  i  und  diejenigen  Ton  q)/c  nach  Ji  mit  einem  Index 
nicht  grösser  als  k  null  sind.     Nach  Voraussetzung  kann  man 

»5_  durch  ^,  p-  durch  -^ 
dXk  dx     Sxi  8x 
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enetzeii.  Femer  ist  zufolge  der  Relation  (HI)  das  erste  Glied  der  rechten 
Seite,  in  welcher  die  p  und  die  9?  an  Stelle  der  n  und  der  q/  eingeführt 
gedacht  werden: 

^yi    ___    dyAr  y  1 8tpi    Sy^  dtpk    ^yt\ 

9xk           6xi  ^*               \  dp     dx            dp     dx  )* 
Mithin 

dm  d%it ^  yt i dip'i    dnk dtp'k  dni\ y  i  d<pi  dtpk d^  JSiX 

dxk       dxi^^     \dn  dx           dn     dxf            \  dp    dx         dp    dx  f 


d.  h.  wenn  man  in  dem  ersten  Gliede  ebenfalls  wieder  die  j>  an  Stelle  der 
X  einf&hrt: 

dm     dnk  y  i  dipi    d(nk  —  q>k) 

dxk  dXL  \  dp  dx 

dim  —  tpi)     d(Mk  —  tpk) 
dx        '         dx 

dj—ipi)  di—tpk) 


d^ik  d(ni  —  y  I  )\ 

dp        dx     } 


9p 


dp 


Man  kann  ohne  Nachtheil  in  der  letzten  Zeile  Xi  —  9?,-,  X/c  —  q>k  an 
die  Stelle  yon  —  q>if  —  q)k  setzen,  da  Xi^  Xk  nicht  ^  enthalten.    Mithin  ist: 


dm 

dXk 


dnk 
dxi 


=*(^.- <Ph   ^k  —  ?>a). 


Die  redite  Seite  dieser  Gleichung  kann  man  in  bemerkenswerther 
Weise  transformiren.  Man  hat  n&mlich  der  Reihe  nach,  wenn  man  den 
Yorletzten  Ausdruck  dieser  rechten  Seite  wieder  au&dmmt: 


(»i- 

-  q>h  ^it  —  y*)  =  —  2 

dtpU          d<pU     dtp'k        dip'k 
dx            dx  '    dx           dx 

dp  '                   dp 

dq>'i       fot+t     .           1     dtp'i  dnn        dip'k     d<pk+i     .            .    dfp'k  dnn 
dm+x       dx       '      '  '    dnn    dx'    dnk-^ri       dx       ^         ^    dnn    dx 

dvp'i                                      dfp*k 

dp^ 

dp 

=a  X'^ *  ^y'«'   ^y^A^  idm»    dnk'\ 

^*  ^    dm*    dnkf   \  dxk*  dxi'  /' 

woi'dieWerthet  +  1,  i  +  2, .  . .,  n,  ä^  die  Werthe  *  +  1,  *  +  2, .  . .,  n 
haben  muss.     Für  diese  Werthe  hat  man  der  Voraussetzung  nach  identisch : 


dn^ 
dntu 


_   Ü!!f[l  =  0; 
dx^, 
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deniBach  hat  man  soUietthch  auch  ideotifloh 

(Xi  —  ipi,  jtk  —  9k)  ^  0   .    .     .     .    .    (ffl'O 
und 

9ni  9nk 

dxk  9xi 

für  alle  Werihe  Yon  i  und  von  ib. 

•4.  Vierte  Vonn  der  Integnbflitfttibedixigiuigen.^)  —  Subrtilaiit 
man  in  die  m  —  1  ersten  Gleichungen  (99)  den  aus  der  mf^  abgeleitetea 
Werih  Yon  p^^  sodann  den  neuen  Werth  ron  Pm^-i  in  die  ei  —  2  efsten 
WerÜie  u.  s.  w.,  so  gelangt  man  zu  m  Relationen  von  der  Form: 

Ä  =  Vx(«i.  •••.*!•,  «1»  •••»««,  JPm+l»  •••»!>».)     .     •     (Vi)» 

A   "*  V»  («1»  •  •  •»  *»,   «!»•••»  «m»  Pm^V  "fPn)       •      -      (Vl)i 
Pm  =  Vmi^v  '  "f^m  «i,  -..,«»,  JP«+1»  •  •  •»  Pn) »— »  ?>«    (V-)' 


^}  Jacobi,  Nova  mdhodm,  i  18,  giebt  den  direkten  Satz  so,  wie  wir  ihn 
im  Texte  gegeben  haben,  nnr  ist  die  Foim  der  Formeln  verschieden.  Grais- 
dorge  hat  diesen  Beweis  reiümirt  Nr.  27,  8.  25—29,  ebenso  Imsohenetsky 
Nr.  42,  8.  60—^2.  Weder  der  eine  noc^  der  andere  bsschAftigt  sich  mit  dem 
umgekehrten  Satse.  Jacobi,  Nova  mdhodiu,  §  12,  giebt  ansierdem  denfolgsn- 
den  bemeikenswerthen  Beweis  des  Satses  und  seiner  ümkehnmg;  derselbe  irt 
abgeleitet  ans  dem  in  der  folgenden  Nummer  gegebenen  Satse  (J),  wenn  msn 
Jarin  11»  4.  1  XB  I;  macht.    Seiet  man: 


so  hat  man: 


9(pi  —  zi)    ^  e(j?,-~^i)        J^  a(i?it  — yi^) 
d«       •  da?  "•     9pk  9x       ' 


di>  dp  ^     ^k  9p 

und  hieraus: 

Alb/ 

(Pi'-Zi,Pk'-9k)=^(,Pi  —  ifhPk'-9k)-^-^  (Pk  —  ^k,  Pk  "  Vk), 

d.  h.  einfach: 

(Pi-Xi.Pk-9k)^0 (IV'O. 

Jacobi  bemerkt  sehr  richtig,  dass  pi  undp*  irgend  zweip  darstellen  können, 
weil  in  den  Foimeln  (V)  m+l  durch  einen  beliebigen  Index  ersetzt  werden 
kann.  Der  yon  uns  hier  in  der  Anmerkung  bewiesene  Sats  ist  somit  allgemeiner 
als  die  S&tze  (lU),  (IV),  (Y).  Jacobi  beweist  die  Umkehrung  yon  (IV)  nicht, 
aber  (IV'O  hat  (V)  znr  Folge  und  dieses  zieht  wieder  (HI)  und  somit  (jO)  und 
(1)  nach  sich. 


Digitized  by 


Google 


Integrabilii&tsbediagnagen.    Viorie  and  fünfte  Fonn.  189 

Ebenso  wie  in  der  vorigen  Nummer  wird  bewiesen,  dass  die  Gleichangen 
(I),  (II)  die  folgenden  Okicbungen  nach  sich  sieben  und  nmgekebrt: 

^-^-(v^v*) (IV), 

(j».-  —  V«  j»*  —  V*)  —  0 (ivo, 

(«i  —  Vi,  «*  —  v*)  —  0 a^")' 

wo  *  und  k  hUcbsbeaoB  gläch  m  zu  setzen  sind.^) 

65.  FOnfte  Vorm  der  IntegrabilitUsbadlngniisen.^  —  Betrachten 
wir  die  Integrabilit&tsbedingnngen  unter  der  Form  m  fär  die  Indices  1, 
2, . . .,  m  Tind  m  4*  1 

(Pi      —9>i,      Pm^i  —  9'«+x)  -"  0  o^«^  <Pi  —  Ö, 
(ä      —  ?^.      JJm+i  —  9m-^\)  =»  0  oder  <P,  =  0, 


(P— 1  -  9>«_i.l»»+i  —  9'».+i)  —  0  oder  <P^i  =  0, 

und  sehen  wir  zn,  was  ans  denselben  wird,  wenn  man  darin  die  Functionen 
Vii  %» •  •  M  V»  aa  Stelle  von  q>^,  y,, . . .,  fl?«  durch  die  am  Anfang  der  vorigen 
Nummer  angegebenen  Substitutioiien  einfährt.  Ich  behaupte,  dass  sie  über- 
gehen in  die  folgenden,  welche  in  demselben  Falle  wie  (III)  identisch  sind: 

(ä      —  Vi,     Pm-^i  —  y«+i)  =  ^  ^^^  *i      =  ^'; 
(A       —  V2,      l^m+i  —  ?>m-M)  =  0  oder   V,       —  0, ; 

(Pm^  —  V«-i,  Pm+i  —  Vm+i)  =  0  oder  W^^  —  0, 


00. 


Pies   ist   evident  für  die  letzte,   da  y»  =  9m.  Um   ^«-1  =  0  aus 
<pj,^^  sss  0  abzuleiten,  bemerken  wir,  dass  man  hat: 


1)  Mit  Hfllfe  der  Methode  von  Gilbert,  weldie  in  dem  auf  Kap.  H  folgen- 
d«n  Nachtrage  auMinandergesetzt  werden  wird,  beweist  man,  dass  diese  Relationen 
idfMtiirfh  sind,  was  mit  der  im  Texte  angegebenen  Methode  Bchwer  ausfahrbar 


•)  Jacobi,  Nwa  MeOfOdu»,  §  9— U;  Imschenetsky  Nr.  71,  S.  93—94; 
Graindorge  Nr.  27,  S.  25^29. 
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Folglich: 

Oder:  *^  *^  *♦-  ^* ' 

9x  dx  *"  ^p,„  9x ' 

Man  hat  femer  für  aUe  p,  l>jn~i  und  Pm  nicht  aasgenommen: 

Es  folgt  daraus: 

=  (P«-l  —  Vm^l,  Pm+l  —  Vm^l)  +  ^^^'^'^'^'^^  ^9my  Pm+X   "  9mu) 

oder  einfftcher: 

In  derselben  Weise  wird  bewiesen,  dass 

¥L_,  =»0     „4-  ^y^^»  *     .  4-  ^^'''"«  *    ■   4-  ^^>*-»  *_ 


'  *  ^P,     *       ^Pa    '  ^  ap«     * 

Diese  Relationen  zwischen  den  V  nnd  den  4^  beweisen,  dass  die  Olei* 
chungen  (V)  eine  Folge  der  entsprechenden  Oleichnngen  (JU)  sind  und 
umgekehrt. 

66.  SeohBte,  siebente  und  achte  Form  der  Integrabilitftts- 
bedingungen.^)  —  Die  Gleichungen  {q>)  kann  man  sich  auf  die  Form  ge- 
bracht denken: 


^)  Jacobi,  Nova  meihodus,  §  80—32.  Jacobi  fttgt  folgende  Bemerkang 
hinzu:  Ersetet  man  in  (/it,  fk)  a^  durch  fp  sowohl  in  der  einen  wie  in  der 
andern  Function,  wo  p  kleiner  ist  als  die  grossere  der  Zahlen  i  und  k,  so  hat 
man,  wenn  man  fi  und  fk  die  neuen  Functionen  nennt,  der  Formel  (6)  des 
§  16  zufolge: 

[/•./•*]  =  (/'.-.A)+^(fp,f*)+^/A/i.)  +  ^^Vp./p). 

Man  schliesst  daraus,  dass  der  Satz  (Vm)  richtig  bleibt,  wenn  man  eine 
Constante  ap  durch  seinen  Werth  fp  ersetzt;  mithin  kommt  man,  wenn  man  aaf 
diese  Weise  aJle  Constanten  eliminirt,  auf  (Ä,  Hk)  =  0  zurttck.  Imschenetsky 
giebt  die  direkten  Satze,  Nr.  78,  S.  95— 96,  Nr.  84,  S.  111—112;  den  reciproken, 
indem  er  Hp  füi  Op  substituirt,  Nr.  85,  S«  112 — 118;  er  deutet  den  Beweis  tob 
Jacobi  an  Nr.  86,  8.  118.  Graindorge  giebt  das  Theorem  (VI)  oder  (Vü), 
Nr.  52,  S.  58 — 55,  und  beschäftigt  sich  nicht  mit  dem  umgekehrten  Satze. 
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f\  («1»  .  •  .,  «m  Pxi  P%i  Ps»  •  •  •)  i^«)  =  -Sj   ™  CH  .     .     .     (/i), 

fi  («1»  •  •  •>  «n,   «1,  A»  Ä»  •  •  M  l>n)  =  «2 (/i), 

/s  (*1>  •  •  -J  ^»»   ÖJi,  Oj,  1>8,  .  .  .,  1>«)   =  «s (A)» 

/;(a?i,  . . .,  Ä«,  Ol,  Oj, . . . .,  a^i,  jp«)  ™  a„ (/*„). 

Setzt  man  in  /]^  für  ji^  seinen  Werth 

^A  (ä^,  . . .,  a?„,  a^, . . .,  a^fc,  jpir^.i, . . .,  p«), 
80  hat  man  die  Identit&t: 

Man  erhält  daraus  durch  Differentiation  nach  einem  der  x  oder  der  p: 

^  _.  Wt  ^  __  ^  .  ^(l>i^  — y/^) 

da;  d^A   Sx  Spk  äx       ' 

*^  _^  */i   ^  _.  _^  .  ^(Pk  —  9k) 

dp  d^A     ^  9Pk  9p 

In  der  zweiten  Form  besteht  die  letzte  Gleichung  anch  fux  p^Pk. 
Diesen  Belationen  zufolge  hat  man: 

(Pi  —  <Pii  fk)  =  ^  (Pi  —  q>i,  Pk  —  q>k), 
(Pi  —  Wh  fm4-l)  =  ^^  {Pi  —  Vi,  !>«+!  —  9>«.+i), 

Mithin  nach  den  Formeln  (ID)  und  (V): 

(Pi—Vi^fk)  =  0 (VI), 

(l>.-  —  Vi,  A)  =  0 (VH), 

(/•.-,  A)  =  0 {vm). 

Es  ist  klar,  dass  umgekehrt  die  Gleichungen  (VI),  (YII),  (Vm)  die 
Gldchungen  (DI)  und  (V)  und  somit  (I)  zur  Folge  haben. 

Bemerkung.  Wir  haben  somit  vier  Systeme  von  Integrabilitäts- 
bedingongen:  1)  das  ursprüngliche  System  (I);    2)  das  System  (D);    3)  das 
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142  JM0bi*8che  Metiiod«.  [Nr.  66-47] 

System  (DI)  oder  die  ftqnivalenten  (VI)  und  (Vm);  4)  ein  System,  welches 
gebildet  wird  ans  den  Gleichungen  (IV),  den  Oleichnngen  (V)  oder  (vil), 
sodann  den  Gleichungen  (III),  soweit  dieselben  nöthig  sind,  nm  ebenso  iriel 
Bedingungen  zu  haben  wie  im  System  (I).  AUe  diese  Integrabilitftts- 
bedingongen  haben  eine  herrorragend  einfache  Form,  welche  man  darstellen 
kann  dnrch 

(Jf,  20  =  0, 

wo  Jf,  N  zwei  der  Functionen  x  oder  H  oder  ip  oder  yi,  oder  y)  und  fP, 
oder  q>  und  /*,  oder  y^  imd  /*,  oder  /*  sind. 
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2.  EapiteL 
Integratioit  einer  partiellen  Differentialgleiehnng  erster  Ordnung. 


§  19.  Jacdbts  Methode  für  den  FdH,  wo  die  geaudUen  Qlekikungen 
nach  den  Constanzen  aufgelöst  sind.^) 

67.  Allgemeine  Idee  des  bei  der  Integration  der  Systeme  (H) 
m  befolgenden  Ganges.  —  Die  Integration  einer  partiellen  Differential- 
gleichnng 

-Sl(«l»  •  .  •»  «n,  i^i,  Pif  .  .  .,  Pn)   =  »1 

kommt,  wie  oben  bemerkt  wnrde,  darauf  znrück,  n  —  1  ähnliche  Relationen 
-H5j  «^  «2>    ^8  ^  ^3»  •  •  •»    Hn  '^  a„ 

zu  finden,  ans  denen  man  solche  Werthe  von  Pi,  P2y  >  >  *^Ph  ableiten  kann, 
dass  dg  sas Pidxi  +  * -*  +  PndXn  unmittelbar  integrabel  wird.  Dazu  braucht 
man  nur  die  Integrale  der  Gleichungen  (11)  des  §  18  zu  finden,  welche 
Gleichungen  wir  folgendermassen  schreiben  können: 

iH,,H,)      =  0 (1), 

(fl»,  Si)      =  0,  (fii,  fl,)      =0 (2), 

{H,,H,)      =0,  (^„^)      =0,  (Ä„Ä,)=0 (3), 

(^«-1,  ^i)  =  0,  (^,_i,  ^)  =  0, ,  (^^„  H,,,,)  =  0     (n-2), 

(jy,,  H^)      =  0,  {Hn,  H,)      =0, ,  {Hn.  H„_i)     =  0     (n-1). 

*)  Es  wibrde  vielleicht  genügen,  bei  der  Darlegung  der  Jacobi*8chen 
Methode  sich  auf  das  zu  beschrilnken,  was  im  folgenden  Paragraphen  gegeben 
ist,  wie  Jacobi  selbst  gethan  hat.  Vom  didaktischen  Standpunkte  aas  ist  es 
aber  besser,  znnftchst  die  Methode  des  grossen  Geometers  in  einer  symmetrische- 
ren Form  zu  geben,  die  übrigens  auch  in  der  Praxis  nützlich  sein  kann,  wenn 
man  die  Gleidiungen  (II)  nicht  lösen  kann.  Man  vergleiche  mit  diesem  Para- 
graphen Imschenetsky,  §  18,  S.  63—72,  dem  er  fast  ganz  entlehnt  ist,  und 
Graindorge  VI,  S.  42—50. 
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Offenbar  genügt  eine  LOsung  JS^  s»  o,  des  Systems  (1)  dem  System 
(2)  infolge  der  Definition  dieser,  da  die  Function  H^  gerade  in  der  Glei- 
chung (2,)  vorkommt  Mithin  muss  man,  nachdem  man  H^  gefunden  hat, 
eine  andere  Lösung  H^^»a^  des  Systems  (2)  finden.  Wegen  der  Defi- 
nition der  Gleichung  (Sg)  genügen  H^  und  ^g  dem  System  (8);  man  mns 
eine  andere  Lösung  H^  =s  a^  desselben  suchen ,  um  die  Oleidmng  (4 J 
(JSg,  H^)  =  0  bilden  zu  können  u.  s.  w. 

Kurz,  jedes  System  (i)  ist  identisch  mit  dem  folgenden,  ausser  dass 
es  wenigstens  eine  Oleichung  (J9J4.2,  -Si+i)  ^^  0  enthalt,  in  welcher  ^-4.1 
die  Function  ist,  welche  allen  Gleichungen  (i)  genügt;  man  hat  eine  neue 
Lösung  des  Systems  (i)  zu  suchen,  die  überdies  der  Gleichung  (^>2f  '^•fi)  ^  ^ 
genügt 

68«  mtegratioxi  der  Qleiohung  (1)  und  de«  Syatema  (a).  —  Die 
Gleichung  (1)  ist  linear  in  Bezug  auf  die  Ableitungen  von  ^,  welches  als 
eine  Function  der  p  und  der  x  betrachtet  wird: 

dXi     9Pi  dXn    dp«  ~dp^  ~dx^         '"  9pn    tei  "^ 

Um  das  Integral  ITg  =  o,  zu  finden,  braucht  man  nur  eine  Lösung 
des  entsprechenden  Systems  (Nr.  32)  mit  2n  —  1  abhangigen  Variablen 
oder  von  der  2n  —  !*•■  Ordnung 

^.^^ ^=ZL^==±X. =^  (a) 

Olli         0/Zi  oJii  Olli  oJtii  oiix 

dPi  ^pI  'ipn  d«!  dX^  dXn 

ZU  kennen« 

Ist  H^  einmal  gefunden,  so  kann  man  das  System  (2)  bilden: 

(ifs,  J3i)  =  0,    (ffg,  H,)  =  0. 

Um  ein  Integral  H^  desselben  zu  finden,  suche  man  zunBchst  eine  von 
H^  verschiedene  Lösung  t9^  von  (2^)  oder  (1),  d.  h.  eine  neue  Lösung  des 
eben  hingeschriebenen  Hülfissystems,  so  dass  man  hat: 

{9„H,)^o in 

Ist  dies  geschehen,  so  berechne  man  die  folgenden  Ausdrücke: 

d,  —  (d„  H,),    d,  =  (tf„  fl,),    d^  =  (d„  J^) 

d.  h.  man  probire,    ob    nicht  d^,  dg,  i^g»  -  -  •  Lösungen  von  (2,)  sind.    Ich 
behaupte  nun,  dass  man  die  folgenden  vier  Sätze  hat: 

I.  Die  Functionen  d^,  dg,  d^  etc.  genügen  sftmmtlich  der  Gleichung  (2^), 
d.  h.  es  ist 

(d„if,)  =  o,  (d„ir,)  =  o,  (d„ir,)  =  o, ... 
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Die  geBUchten  Gleichungen  nnd  nach  den  Constanten  aa%el5st.        146 
Denn  nach  dem  Jacobi'sch^  FnndamentalsatBe  ist: 

(fii,  *,)  =  (fl,  (^1,  -ff,))  —  (A,  (^,  fii))  -  (^,  (fli,  ^i))- 

Die  rechte  Seite  dieser  Oleichtmg  reducirt  sich  infolge  ron  (1)  und  (1')  auf 

-  (d„  0)  —  (H,,  0), 

welches  null  ist     Derselbe  Beweis  gilt  fOr  i^g,  ^^4, . . . 

n.  Jede  Function  O^H^.  JE^,  t)^,  i^g?  *  •  •»  ^<)  ^^^  Mheren  Lösungen 
Yon  (1)  oder  (2i)  ist  eine  Lösung  dieser  Oleichung.     Denn  man  hat: 

eine  Gleichung,  welche  sich  auf 

(Ö,  Hl)  =  0 
redudrt 

m.  Sucht  man  nach  dem  oben  angegebenen  Verfahren  Lösungen  H^, 
dl,  #2,  ^8)  '  *  •  ^^^  Gleichung  (1),  so  gelangt  man  schliesslich  zu  einer  Lösung 

^m  =  (*.-.  jy.). 
welche  eine  Function  B  der  yoihergehenden  ist,  und  dasselbe  wird  der  Fall 
sein  mit  allen  folgenden.     Die  Gleichungen  (a)  können  n&mlich  nur  2n  —  1 
yerschiedene  Lösungen   haben;   mithin  enthalt  die   Beihe  H^,  ^j,  ^s»  - '  • 
höchstens  2n  —  1  Functionen,  und  es  ist: 

für  t  «a  2« —  2  oder  i<;  2n  —  2.     Die  Formel 

beweist  femer,  dass  die  folgende  Function  sich  ebenso  darstellen  l&sst,  und 
dieser  Schluss  gilt  für  ^,-^,  df^,  u.  s,  w. 

IV.  Man  kann  eine  Function  der  Lösungen  H^,  J5^,  ^|, . . .,  ^i  von  (2^) 
finden,  welche  zu  gleicher  Zeit  (2^)  genügt  Ist  d  diese  Function,  so  setze 
man  (d,  JB^)  =  0  oder: 

(*i'^)^  +  (*-^«)S  +  -  +  (^"^)S-o, 

oder  auch:  ' 

eine  Gleichung,  deren  Integration  abhiingt  von  der  Ermittelung  eines  Inte- 
gnds  des  Systems: 

*?i  —  ^  =        ».  ^^»n  =  -^  (h\ 

X ftBsioB ,  Put  Diflteoitiftlgleiohiuigen.  10 
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Dieses  System  geht,  wenn  man  eine  Hül&variable  i  emf&hrt,  deren 
Differential  dt  gleich  jedem  der  vorstellenden  Brüche  ist,  über  in: 

Man  erbftlt  hieraas  die  Oleidrang: 

Kennt  man  ein  erstes  Integral  dieser 

^8  («i,  «2,  K  "^,  -5f»  ••>  "äj^'j  =  <h. 
so  kann  man  dieses  Integral  in  der  Form  schreiben: 
H^iH^,  -ff,,  ^,, . . .,  1?,)  =  Oj 

tmd  dies  wird  die  gesuchte  Lösong  sein. 

Bemerkungen.  I.  Die  Integration  der  Gleidiung  (1)  erfordert  die 
Ermittelung  einer  Lösung  des  Systems  (a)  von  der  Ordnung  2»  —  1;  die 
Integration  von  (2)  erfordert  die  Ermittelung  einer  andern  LOsnng  des 
Systems  (a)  von  der  Ordnung  2»  —  1  und  eines  andern  you  der  Ordsong 
t  —  1,  d.  h.  von  der  Ordnung  2n  —  3  oder  von  der  Ordnung  2ii  —  2 
höchstens,  wenn  man  eine  Hülfsvariable  t  einführt. 

IL  Die  Lösungen  ^^,  ^^t  ^sj  •  •  -  ^^^  (^i)  goben  auch  ebenso  viele 
Lösungen  des  Systems  (a),  nur  dass  sie  in  einander  zurückkehren.  In  dieser 
Bemerkung  besteht  das  Theorem  von  Pois^on.  Bertrand  hat  be- 
merkt, dass  dieses  Theorem  oft  illusorisch  ist,  wenn  man  dasselbe  auf  die 
Ermittelung  einer  neuen  Lösung  von  Oleichungen  von  der  Form  (a)  so- 
wenden  will.  Dies  ist  der  Fall,  wenn  ^2«  ^8>  -  •  •  i^^tisch  Null  sind«  Wenn 
es  sich  aber  um  die  Integration  der  partiellen  Differentialgleichungen  handelt, 
ist  dies  gerade  der  günstigste  Fall  (vgL  Kr.  71,  1).  Dieser  umstand  macht 
die  Untersuchung  der  kanonischen  Systeme  von  der  Form  (a)  schwieriger 
als  die  der  entsprechenden  partiellen  Differentialgleichungen. 

69.  Integratioii  deg  Systenui  (S)  und  der  andern  Systeme.  -' 
Man  suche  ein  zweites  Integral  ^^  des  Systems  (2)  oder  von  (3|),  (S,)  nod 
bilde  die  folgenden  Ausdrücke: 

d.  h.  man  probire,  ob  nicht  i^^,  t?,,  ^s?  •  •  -  Lösungen  von  (83)  sind.  Diese 
Functionen  ^g»  ^st  ^4)  •  •  •  ^^  gemeinschaftliche  Lösungen  von  (3]),  (3{). 
Denn  man  hat  z.  B.  für  die  Function  "d^: 
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Die  rechten  Seiten  dieser  Relationen  sind  null,  infolge  der  Gleichungen  (2) 
oder  der  Gleichungen 

(ji„^0  =  o,   (£r„tfi)  =  o (20, 

welche  ausdrücken,  dass  '9^  eine  Lösung  von  (2)  ist.  . 

Die  B^e  ^^,  ^g?  •  •  *  nmiasst  im  gegenwärtigen  Falle  höchstens  2n — 4 
yerschiedene  Functionen,  weil  es  nach  der  vorhergehenden  Nummer  infolge 
des  Sjstems  (&),  welches  nur  höchstens  2n — 3  verschiedene  Lösungen  hahen 
kann,  nicht  mehr  als  2n — 3  verschiedene  Lösungen  H^,  ^^,  A^'  •  *  •  ^^^  (^) 
geben  kann. 

Wie  in  der  vorigen  Nummer  wird  man  finden,  dass  man  nur  eine 
Lösung  der  Gleichung 


oder 


oder  endlich  des  Systems 

in  welchem  ^t^i  eine  Function  von  H^,  H^,  Hg,  i9^,  Aj,  A3, .  .  .,  Ai  ist,  zu 
kennen  braucht,  um  die  gesuchte  Lösung  H^  esss  a^  des  Systems  (4)  zu 
kennen. 

Und  so  geht  es  weiter  bei  den  folgenden  Systemen. 

70.  Bemerkungen.  —  I.  Das  System  (3)  erfordert  zunftchst,  um  A^ 
zu  finden,  wie  im  vorigen  Falle,  dass  eine  Lösung  des  Systems  (a)  von  der 
Ordnung  2n — 1  und  eine  Lösung  des  Systems  (b)  höchstens  von  der  Ord- 
nung 2n — 3  gefanden  sei,  femer  muss  man,  um  H^  zu  bestimmen,  eine 
Lösong  des  Systems  (h')  von  der  Ordnung  2n — 5  höchstens  finden. 

IL  F&hrt  man  so  fort,  so  sieht  man  ohne  Schvnerigkeit,  dass  im  Gunzen 
genommen  die  Litegration  von 

(1)  die  Integration  eines  Systems  v.  d.  0.  2n— 1,  nämlich  des  Systems  (a), 

(2)  „  „  „  „  „      2n-l,lv.d.0.2«-3, 

(3)  „  „  „  „  „      2n-l,  1      „      2n-3, 1  v.  d.  0. 2n-b, 


{n^l)         „  „  „  „      2n-l,l      „      2n-3, 

lv.d.0.3,  lGl.v.d.0.1 
erfordert. 

Im  Ghüusen  muss  man  also  höchstens 

1  +  2  +  8  +  . . .  +  (n  -  1)  =  5^ 


10* 
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Integrale  SBcheo.  Im  Besonderen  hat  man  also  n  —  1  Integrale  des  Systens 
(a)  und  sodann  höchstens  o  Integrale  der  Hfilftsysteme  (b),  {b' 

zu  Sachen,  welche  bedeutend  einfadier  sind. 

Dem  Anschein  nach  erfordert  die  Jacobi'sdie  Methode  mehr  Inte- 
grationen als  diejenigen  von  Lagrange  vnd  Pf  äff,  da  man  bei  diesen  im 
Allgemeinen  nur  die  Gleichnngen  (a)  YoUstttndig  m  int^griren  brandit)  indem 
man  als  Gonstanten  die  Anfangswerthe  der  VariaUen  nimmt  Die  Jacobi'sche 
Methode  gestattet  aber  eine  grosse  Freiheit  bei  den  R^birfingffn  ^  man 
dieselben  von  jedem  Hül&systeme  ans  mit  irgend  welcher  der  Losungen 
beginnen  kann,  and  die  Ordnung  dieser  Systeme  kann  sich  in  besonderen 
FÜlen  erheblich  erniedrigen.  Man  wird  im  folgenden  Paragraphen  überdies 
sehen,  dass  sie  noch  vereinfiEUsht  werden  kann« 

in.  Man  kann,  wie  man  in  Nr.  125  sehen  wird,  die  Methode  ?on 
Jacobi  mit  deijenigen  von  Gaachy  combiniren,  d.  h.  sich  des  Fonda- 
mentaltheorems  von  Jacobi  oder  vielmehr  deijenigen  von  Poisson  be- 
dienen, um  in  gewissen  Fftllen  auf  eine  einfache  Weise  die  Integrale  des 
Systems  (a)  zu  finden,  wenn  man  einige  derselben  kennt.  Dies  ist  das 
vortheilhafteste  Integrationsverfahren  in  dem  Falle,  wo  die  Reihe  der  d 
vollständig  ist.  In  diesem  Falle  ist  es,  wenn  man  2»  —  1  L^tonngen  von 
(a)  kennt,  besser,  von  der  Jacobi'schen  Methode  abzugehen.  Diese  Be- 
merkung rührt  von  Lie  her.^) 

71.  Verelfifaehungen  und  KodifloatlonaiL  —  1)  Es  kann  vor- 
kommen, dass  eine  der  Functionen  ^,  welche  man  sa(dit,  null  ist  Alsdann 
ist  das  vorhergehende  ^  die  gesuchte  Lösung.     Wenn  man  z.  B.  hat: 

wo  ^r— 1  bereits  eine  Lösung  der  beiden  andern  Gleichungen  des  Systems 
(3)  ist,  so  dass 

ist,  so  ist  offenbar  'dr-^  die  Lösung  des  ganzen  Systems  (3). 

2)  Wenn  eine  der  Functionen  t9  eine  Co ns taute  ist,  so  sind  die 
Rechnungen  ohne  Weiteres  zu  Ende.     Hat  man  z.  B. 


^r  =   (^r-v 

fl,)   = 

m, 

80  wird  die  Hülfigleidrang  (V): 

welche  integrabel  ist. 

m     ' 

')  Lie,  Göttinger  Nachrichten,  1872,  Nr.  25,  S.  488—489. 
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S)  Ist  jedoch  rsB2,  so  wird  die  Methode  ülosorisch;  die  ohen  mit  & 
hezeichnete  Function  ist  alsdann  bestimmt  durch  die  Gleichnng 

welche  f&r  ^  eine  einfache  Constante  giebt. 

In  diesem  Falle  gehe  man  von.  einem  andern  Integral  der  Gleichnng 
(a)  oder  (b)  ans,   dann  wird   der  n&mliche  Umstand   nicht  mehr  eintreten  * 
oder  yielmehr  man  wird  xmmittelbar  die  Lösung  finden.     Hat  man  nämlich 
for  zwei  verschiedene  Lösungen  d^,  'di    Ton  (3^),  (Sj): 

(i>i,  H,)  =  m,     (dl',  J?8)  =  m\ 

so  nehme  man  als  gemeinschafüEche  Lösong  von  (8^),  (S^),  (83)  eine  Function 
-9  von  '9^,  ^i'.    Man  muss  haben: 

(Äi,  d(Pi,  &,'))  —  0,     {H,,  d{&„  *iO)  —  0,     (H„  *(«!,  {f,))  =  0. 

Die  beiden  ersten  sind  identisch  beMedigt,  die  andere  geht  über  in: 

welche  man  stets  integriren  kann. 

72.  Allgemeinerer  Fall  der  Vereinfliushung.  —  Treimimg  der 
VaziablexL^)  —  I*  Wir  setzen  die  gegebene  Gleichung  von  der  Form 
voraus: 

Sl  («1,  .  .  .,  a?»,  Pu ,  Pn,    Pi,  .  .  .,  Vm).  =  ^> 

WO  (pi,  q)^y  -  •  'i  <Pm  Functionen  von  x^  . .  .,  Xnj p^y .  .  nPm  ▼on  solcher  Be- 
schaffenheit sind,  dass  man  fOr  die  in  der  Reihe  1,  2,  8, . .  .,  m  enthaltenen 
Werthe  von  r  und  s 

(9>r,  <Ps)  =  0 

hat  Gelingt  es,  Functionen  H  zu  finden,  welche  die  Grössen  z,  die  Grössen 
p  und  die. Functionen  q)  enthalten  und  so  beschaffen  sind,  dass  man  unter 
der  Voraussetzung,  dass  in  diesen  Functionen  H  die  Functionen  9  durch 
Constante  ersetzt  werden, 

(5„  q>r)  =  0 

(Ä,  H,)  =  0 

hat,  80  behaupten  wir,  hat  man  auch 

[Ä-,  Hm]  —  0 
in  dem  Falle,  wo  die  Functionen  q>  in  den  Functionen  H  belassen  werden. 

0  Wir  reeomiren  so  kurz  wie  möglieh  I  machen  et  sky,  §  19,  S.  78 — 79. 
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Die  Forntel  (60  des  §  16  nftmlieh  giebt: 
[Hi,  m  =  (fli,  ^.)  +  2"  { (Ä,  q>r)  1^  -  (£&,  ?>r)  ^} 

oder: 

[Hi,  Hu]  =  0. 

Diese  Bemerkung  vereinfacht  bedeutend  die  Ermittelmig  der  FunGtioiim 
H,    Hat  man  z.  B.  speciell 

(Pn  g?,)  =  0, 
(fli,  9r)  =  0, 

80  brancht  man,  um  die  Functionen  H^,  H^, .  .  .,  H^^^  zu  finden,  nur  zu 
setzen: 

oder  auch: 

-Hi  =  ^1  (fl?i,  9»8,  .  . .,  y,,,), ,  H^^i  =  -F«(pi,  ?>2,  . . .,  ?>«), 

Yorausgesetzt,  dass  die  F  unabh&ngig  von  einander  sind.    Wir  setzen  natür- 
lich ifi<;n  voraus. 

n.  Üin  bemerkenswerther  Fall,  in  welchem  man  leicht  Functionen  q) 
finden  kann,  welche  den  oben  angegebenen  Bedingungen  entsprechen,  ist 
der,  wo  die  Yariabeln,  wie  man  sagt,  separirt  sind.  Wir  nehmen,  um 
uns  verständlich  zu  machen,  einen  speciellen  Fall  an.  Wir  denken  uns  eine 
partielle  Differentialgleichung 


wo 


Bj  (a?i,  .  .  .,  a?„,  jPi,  . .  .,  p„,  %  y,  j^  —  a^, 

X  =  X(^u  •  ••»«/,  «1,  «2»-  ••»  «/)» 
dz       dz       dz  dz 

ist,  so  dass  H^^  (p,  tp,  j(  sämmtlich  verschiedene  von  einander  unabhftngrige 
Yariabeln  enthalten. 

Offenbar  hat  man: 

(J3,,  ip)  =  0,     (JIi,  V)  =  0,     [H^,x)  =  0» 
(9),Jff)  =  0,     (g),;i^)  =  0,     (y,;f)  =  0. 

Somit  kann  man  setzen: 
fii  =  Ol,     flj  =  9;  =  Oj,     5^=^  =  08,     fl^  =;[;'==  a^. 
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Nennen  wir  js^^  j?,,  jt,,  js^  die  Integrale  dieser  vier  Gletchnngen,  welche 
unabhängig  Yon  einander  gefunden  werden  können,  so  ist  die  vollstftndige 
Lösung  der  gegebenen  Gleichung: 

Denn  zunächst  erh&lt  man  daraus  genau  dieselben  Werthe  für  die  jp,  die  q, 
die  r  und  die  8,  wie  aus  iTi,  0^,  0^,  0^-,  sodann  ist  die  Anzahl  der  willkür- 
liehen Constanten  n  -j-  j  -i-  k  -{-  L  Denn  in  0^  kommen  n  —  1  willkür- 
liche Gonstanten  vor,  in  0^  :j  —  1  und  überdies  o,,  in  j?3  :  k  —  1  und  über- 
dies 03,  in  0^:1  —  1  und  überdies  a^.  Mithin  hat  man,  wenn  man  noch 
die  Constante  a  hinzurechnet,  n  -j- j  -{-  k -^  l  willkürliche  Constanten. 

HL  Diese  werthyoUen  Bemerkungen  gestatten  uns,  systematisch  einige 
bemerkenswerthe  F&lle  zu  behandeln,  welche  wir  bereits  nach  der  La- 
^range'schen  Methode  untersucht  haben  (§  8,  Nr.  34),  die  im  Übrigen 
zu  dem  eben  dargelegten  allgemeinen  Resultat  ftihrt 

1)  Die  Gleichung 

hat  zum  Integral 

0  =  a  +  a^Xj^  +  (h^i  -\ h  anPCn, 

wo  die  Constanten  a  der  Gleichung  genügen: 

Auf  diesen  Fall  führt  man  mittels  der  Transformation  der  Nr.  2  den- 
jenigen zurück,  in  welchem  die  Gleichung  von  der  Form  ist: 

Ist  insbesondere  0  eine  homogene  Function  der  Grössen  p  von  der 
Ordnung  /i,  so  ergiebt  sich: 

-JL.  JL. 

_  _  /  fi-1  \i^^  (g^g,  +afy'\ h  anXn)f^-^ 

z  _  ^_- j        -^ . 

[/(ai,a„..  .,  an)]^-i 

2)  Die  Gleichung 

f(9\^  Vv  •  •  -1  9n)  =  0, 

in  welcher  q>i  nur  Xi  und  pi  enth&lt,  hat  zum  Integral: 

^  =  a  +  J  Vi^a?i  +  lWt^%  + V  IWndXn, 

wo  rpi  der  aus  <pi  ^  a«  sich   ergebende  Werth  von  pi  ist  und  die  Con- 
stanten a  durch  die  Relation  verbunden  sind: 

f{<H,  o»,  .  .  .,  an)  =  0. 
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3)  Di«  Gleidimig 

in  welcher  f  eine  in  Bezog  «of  die  ii  homogene  Fonction  rom  Gnde  |i 
ist,  geht,  wenn  man  t«  »«  0  die  YollBtftndige  Lösung  nemit  und 

setzt,  über  in: 

^-1-1  =  {—'^Tfi^ii  «ji  •  •  •?  «»»  ft>  &»•••»  ff»)» 

wo  die  Variable  z  von  den  andern  separirt  ist.    Man  braucht  also  nur 
jedes  für  sich  zu  integriren.     Ist  das  Integral  der  letzteren: 

^1    =   «1   +  -^(^li  ^2»  •  •  -1  ^«»    -^»  ^1»  ^>  •  •  •»  *ii-l)» 

so  findet  man  leicht,  dass  dasjenige  der  gegebenen  Gleichung  ist: 

78.  Beispiele.  —  I.  Die  Gleichung  sei^: 

x^x^  . . .  a;„  =  p^p^  ' '  'Pm- 

Die  Variablen  lassen  sich  se]^ariren,  wenn  mau  setzt  Xig>i  ^  Ph  wo- 
durch die  Gleichimg  transformirt  wird  in: 

9iV%  . .  .g)„  ==  1. 
Setzt  man: 

2''(Ha,  . .  .  a„  =  1,     * 

A  _  2ai,  ^  =  2a,, . .  „-^  =  2a„, 
80  gelangt  man  zii  den  HülMösungen: 

und  somit  zu  der  vollständigen  Lösung: 


^)  Diese  Gleichung  ist  weiter  unten  (Nr.  110)  nach  der  Methode  von  Cauchy 
untersucht.  Graindorge  Nr.  49  und  69  integrirt  diese  Gleichung  nach  der 
allgemeinen  Methode  von  Jacob i  in  ihren  beiden  Formen. 
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n.  Es  sei  ferner  die  Oleidhimg  gegeben^): 

(«iPl  +  «iA)«8  +  A  (Pl  — A)  [P4'  +  (P5  +  «4)  (P6  +  «6)A]  —  »1. 

Wir  setzen  wegen  der  Separation  der  Variablen  x^,  x,,  x^  und  ^4,  x^^  x^ : 

A'  +  (A  +  «4)  (A  +  «e)  A  =  o- 

Man  findet»  eben&Ds  durch  Separation  der  Variablen,  nachdem  man 
p^  t^  ß  gesetzt  hat,  das  Integral  dieser  letzteren  ohne  Schwierigkeit: 

Die  gegebene  Gleichung  geht  alsdann  über  in: 

Jffj  =  (aj^j  +  «lA)  «8  +  «A(Pi  —  A)  =  «1- 

Der  allgemeinen  Methode  von  Jacobi  zufolge  wird  die  Function  H^ 
eine  LOsnng  der  HüUsgleichungen  (a)  sein,  welche  in  dem  gegenwartigen 
Falle  werden: 

(a). 


A+A  ^1+^ 

und  somit  fEbr  H^  den  Werth: 

-öi  =  («1  +a?,)  GPi+A). 
Man  muss  nun  eine  LOsung  suchen,  welche  den  Gleichungen 

(JET,.  JBi)  =  0.    (Ä„  H,)  -  0    ....    .    (2) 

gemeinsam  ist  Zu  dem  Zwecke  hat  man  eine  zweite  Losung  'd^  der 
Gleichungen  (a)  zu  suchen  und  dieselbe  in  {2^  zu  substituiren.  Aus  der 
ersten  Gleichung  von  (a)  ergiebt  sich: 

*i   _:  ^ 
Ä  Pi 

mid  somit: 

^  _  a!  _  ?•  • 

Bildet  man  die  Grösse  ^2  "===  (^d  '^)9  ^  findet  man: 


*l    ^    *.    _              *8              ^        — <*«l        ^        — *Bj        _ 

_     -cte, 

l^A         i>i^          A«i  +  P.«i          «A+fi?P8         ^«5— op. 

«(A— A) 

Man  erhftlt  hieraus: 

«i(A+A)           -^(^  +  «.) 

^)  Bieset  Beispiel,  das  sehr  gut  gew&hit  ist,  um  alle  Vereinfttchangen  und  alle 
Modiftcationen  der  Jacob  rächen  Methode  zu  zeigen,  entlehnen  wir  Im  8  ebe- 
ne tsky.  Nr.  61—66,  8.  79—86. 
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cL  h.  wir  begegnen  dem  oben  angedeuteten  Ausnahmefall  ^r.  68,  Bemeil  II). 
Kan  ist  somit  gezwungen,  ein  anderes  Integral  des  Systems  (a)  zu  socheo. 
Man  findet  femer  mittels  der  Gleichungen  (a) 

das  Integral: 

BUdet  man  ^^  =  (ß'^,  Et),  so  folgt: 

*,' -  (ft  +  A)  (- a)  +  (Pi  +  A)  a  -  0. 

Wir  begegnen  also  hier  genau  dem  Falle,  wo  die  Vereinfachung  am  grössten 
ist,  d.  h.  demjenigen,  in  welchem  eine  Lösung  von  (2|)  auch  (2,)  genügt 
Wir  setzen  demnach: 

^3  —  «bi— A)  — ^]-. 

Die  Gleichungen  Hi  =  a^,  £,  =  o^,  ITg  =  Og  gestatten,  djg"  s=:p^dx^ 
+  jPs^^2  +  Pz^B  ^^^  somit  auch  z"  zu  berechnen.  Man  findet  auf  diese 
Weise: 

*"  +  ^"  -  f  log(:r,  +x,)+^  (X,  -x,)(a,  +  ^) 

Addirt  man  «klso  schliesslich  jg*  und  jg*',  so  ist  der  Werth  von  z  mit 
6  Gonstanten  a,  ßj  y^  Ä,  a^y  a^  der  folgende: 

(2«.  +  0  2 

Wir  können  auch  nach  Imschenetsky  zu  demselben  yollständigen 
Integral  gelangen,  wenn  wir  eine  gemeinschaftliche  Lösung  des  Systems  (2) 
suchen,  ausgehend  von  einer  Lösung  von  (2,)  oder  des  entsprechenden 
Systems,  welches  nur  von  der  dritten  Ordnung  ist: 

dp^ dp^     — dx^    — (fcc, 

P1+P2         Pi+Pt         a?i— ^         «1— < 
Eine  sehr  einfache  Lösung  ist  9^^  =a  p^  —  P^  =  const.    Wir  suchen 
%  =  (^1,  -S,),  %  =  (%,  ^1)1  etc.: 

%  =  (A^s)  (—  1  )  +  (Pi^s)  (+  1  )  =»  ^bVv 

%  =  (J?2^b)  (—  ^3)  +  CPi^a)  (+  «s)  +  vMPi  — ä)  =  ~"  +  «^i'- 

Vi 
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Eine  Function  ^(^,  tj^,  tj^)  genügt  (22);  dieselbe  genügt  auch  (2i)^ 
wenn  sie  eine  Lösung  des  Systems  (h)  ist: 

^==^  oder^  =  3L  +  a^bl. 

Integrirt  man  diese  Gleichung,  so  kommt  man  auf  den  oben  gegebenen 
Werth  dl    und  somit  auf  das  nämliche  vollständige  Integral  zurück. 

§  20.  Die  Jaccbfsche  Methode  in  ihrer  einfachsten  GestaUA) 

74.   Allgemoine   Idee   Ton    dem   eiiunuiohlagenden  Wege.  — 

1)  Man  leite  den  Werth 

Pl  =  Vli^V  •  •  •>  ^m  «1»  A^  1^8)  •  •  •»  Pn)  =  Vi.i 

ans    der  ersten   Gleichung  H  ab.     2)  Ist  dies   geschehen,   so   giebt   die 
Gleichung  (VI)  des  §  18,  in  welcher  f^  =  f^{x^,  . .  .,  ic„,  a„  p^,  .  . .,  Pn) 

ist,    •nfl.Tn1ir*h 

{Pl  -  Vuv  /i)  =  0 (1), 

f^ssao^  und  daraus  kann  man  ableiten 

und  somit 

Pl  =  V1.2  K»  •  •  •»  ^n,  «1,  ög,  |?s,  .  .  .,!?„), 
so  dass  man  hat: 

(Pl    —   Vl,2»  J>2    —    V2.2)   =    Ö (1'}. 

8)  Man  bestimme  sodann  f^  {x^,  .  .  .,  a?„,  04,  o^,  j^g,  .  .  .,  p«)  mit  Hülfe 
des  S^nstems  (VI): 

(1^1  —  Vi^»  A)  =  0,      (A  —  V2.2,  /'s)  =  0     .     .     (2). 

Ist  die  Function  f^  gefunden  und  setzt  man  sie  gleich  einer  willkür- 
lichen Gonstanten  03,  so  kann  man  daraus  den  Werth  von  p^  ableiten,  den 
man  in  die  vorhergehenden  Werthe  von  p^  und  p^  substituirt.  Man  erhält 
auf  diese  Weise  Gleichungen  von  der  Form: 

Pl  =  V1.8  (^1»  •  •  V  ^n»  «1,  ö^,  «8»  i^4»  •  •  •>  Pf^^ 
A  =  V23  (^1>  •  •  •»  ^w  ^»  ^»  ^»  A»  •  •  •»  i^n), 
A    =       9^8  (^1»  •  •  •»  «n,    <»l,  «2»  «8)  A»  •  •  •»  i^«)    =   V8.8- 


0  R^sam^  aas  Jacobi,  Nwa  Methodus,  §  9—11,  §  18—22.  Dasselbe  Re- 
smn^  findet  sich  bei  Imschenetsky  §  20—22,  S.  86—121,  Graindorge,  VII, 
S.  58 — 78,  nebst  Beispielen  und  einigen  Sätzen,  die  wir  in  den  vorigen  Para- 
graphen gegeben  haben.  Man  wird  bemerken,  dass  man  die  Gleichungen  (1), 
(2),  (8)  etc.  integrirt,  indem  man  die  x  und  p  als  von  einander  unabhängig  be- 
trachtet, mit  andern  Worten,  man  sucht  Losungen,  welche  sie  identisch  erfüllen, 
obwohl  dies  nach  den  im  vorigen  Kapitel  aufgestellten  Integrabilitätsbedingungen 
nicht  nöthig  wäre,  wenigstens  nicht  während  der  Integration. 
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Alsdann  ist  nach  (lYO*. 
(Pi-Vi3.A-V8^)-0,  (ft-V»^,A-V83)-<>..  (Pi-Vi^.A-Vi^)«O(20- 

4)  Ist  sodann  f^{x^^  . .  .,  d;„,  Oi,  o,,  Og,  jp^,  . . .,  p^  eine  Fanetion, 
welche  den  Oleichnngen  genügt: 

(l>i  — Vi4»»A)-0,   (p,-Vi4ii/'4)  =  0,  (p,  — Vs3i/'4)  =  0    (3), 

so  leitet  man  ans  f^  «=  04  den  Werth  von  p^  her  nnd  kann  dann  schreiben: 

Pi  =**  Vi^(^i>  •  •  •»  *»»  ^»  <»i»  ^'b»  «4»  JPs»  •  •  »PiOt 

P2  —  VS4(«1»  •  •  •»  «m  ^»  «1»  «8»  0^4»  A>  .  .  »JP»). 
Ä  =  V84(*l»  -  •  •»  *iti  «1»  «!♦  «8»  «4»  Ä»  •  •  •»  JP-X 
J>4   =       9^4  («1»  •  •  •»  «»>   «1»  flj)  «8»  «4»  JPö»  •  •    »JP»)   —  V4.4- 

Diese  Werthe  sind  nach  (IV)  ferner  so  beschaffen,  dass 

(A-Vi4.Ä-V4.4)=0,   (A-Vj.4.-P4-V4.4)-0,    (ft-V8^.A-V4.4)«0  (^ 

(Pi— V1.4.  P8-V8.4)« 0,  (a-V«.4»  A-V8^)-  o,* 
(A-i^i.4»A-V84)=0. 

ist     U.  s.  w. 

Nennt  man  f^  (x^^ .  . .,  x^,  IHi  •  -  •*  Pn)  »=  «i  die  gegebene  Oleiohnng, 
80  findet  man  auf  diese  Weise  das  folgende  System,  welchem  wir  die  ge- 
gebene Gleichung  selbst  hinzufügen: 

/i  (^»  •  •  •»  ^m  Pv  Pii  A»  •  •  -1  i^n)  =  ^> 

f^{Xi ,  «„   Ol,  ft,  A,  .  .  .,Pn)  =   Of, 

/sC^li  •  •  •>  «m   «n  <hiPsi  •  '  •»  A)  *=*  «8» 


und  aus  diesem  ergiebt  sich: 

Pm  =         VnA^i  «8»  •  •  •»  «m  <»1»  •  •  -i  ö^»)  =«  ^, 
J^n-l  =  Vi»-l„(*l»  «8f  •  •»  ^n»  «1»  •••»««)   ""   ^n-l» 

A    *=         V2.ii(^r»  *«»  •  •  •»  ^n,  %,...,  «11)   =   ^, 
A    =•         VlA^V  ««'  •  .  0  a?»,  Ol,  .  .  .,  ün)   =  ^1- 
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Ans  §  18  ist  ersichtlich,  dass  diese  Werthe  Ton  p  den  IntegrabilitätB- 
bedingnngen  genügen.  Die  ganze  Aufgabe  ist  somit  darauf  zuräckgefährt, 
die  Lösungen 

U  =  <»i»     /s  =  «8»     /i  =  »4»  •  -  • 

der  Gleichungen  (1),  (2),  (8), ...  zu  finden.  Man  wird  sehen,  dass  diese 
Integrationen  einfacher  sind,  als  in  dem  Falle,  wo  man  die  Gleichungen 
J2  sacht,  da  die  Anzahl  der  Variablen  unaufhörlich  abnimmt. 

75.  Integration  des  Systems  (2).  —  Die  Gleichung  (1),  ausfiihr- 
lich  geschrieben,  nimmt  die  Form  an: 


9Pi        '  *i 


dp,        '  *P« 


+  ...+ 


iXn         '   9Xn 
dp»         '   9pn 


0, 


oder  such,  wenn  man  die  Vorzeichen  ändert: 
9x^  t  \da^     9pm 


tpm      9Xm  I  ' 


eine  in  Bezug  auf  die  Ableitungen  von  f^  lineare  Gleichung,  welche  nur 
2n —  1  Vertbiderliche  x^  . . .,  x^  P2j  •  •  'i  Pn  enthät.  Die  zugehörigen 
DiJSerentialgleichungen  sind: 


1 


^t.3 


dXm 


«^id 


dp. 


dPa 


6pn  9x,  8x^  9Xn 


Um  die  gesuchte  Relation  f^  0:^02  zu  erhalten,  braucht  man  nur  ein 
Integral  hiervon  zu  kennen. 

Das  System  (2)  besteht  aus.  zwei  Gleichungen: 

HL  4-  r/^&j  i&.  _  ??i*  JfA  _  0  (^\ 

9x,    ^i\dXm     dpm  9pm     dXm]  —   ^  '        K^lh 

^9      I     j>/d^.»     y»     ^t.1     ^8  \   -sa  0  /'2  "^ 

d«,    ^tU««    dpiii  dpm    d««/  •  ^  «^' 

deren  jede   2n  —  8   unabhängige  Veränderliche   enthält.     Es  sei   ^|  eine 
Lösung  von  (2i),  so  dass 

(*i»A  —  V1.2)  =  0. 

Wir  setzen,  um  zu  sehen,  ob  ^i  auch  der  Gleichung  (2^)  genügt: 

*«  —  (*!»  A  —  V« jX     *8  =  i^t^  JPt  —  Vi j)»    ^4  —  (*8»  A  —  V«.«)»  etc. 
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Die  Fnnctionen  ^j,  d^^  ^3,  . .  -  genügen  ebenfalls  der  Oleichmig  (2i).    Denn 
man  hat: 

(jPl  —  V1.2,  ^2)   =   (Pl   —  VlJ»  (J>2  —  V2Ä»  ^1)) 

I)ie  rechte  Seite  ist  infolge  der  Gleichung  (1')  und  der  Voranssetzimg 
über  d|   gleich  Null.     Mithin: 

Ebenso: 

(*3»  Pi  —  V1.2)  =  Ö, 


Es  können  nun  zwei  verschiedene  F&lle  eintreten:  1)  Die  eine  der 
Functionen  d  ist  identisch  null;  in  diesem  Falle  ist  diese  Function  d  offenbar 
die  gemeinschaftliche  Lösung  der  Gleichungen  (2).  2)  Eine  der  FanctioDsn 
i9  ist  eine  Function  der  vorhergehenden  und  von  x^^  welches  in  (2|)  con- 
stant  ist  Dies  trifft  nothwendig  ein,  ehe  man  2n — 8  Functionen  ^  be- 
rechnet hat,  da  die  zu  (2j)  gehörigen  simultanen  Differentialgleichungen 
höchstens  2n  —  4  versdbiedene  Integrale  haben  können.  Man  würde  sich 
wie  oben  (Nr.  68)  überzeugen  können,  dass  dies  ebenso  der  Fall  sein  würde 
mit  allen  Functionen  i9,  die  man  noch  weiter  berechnen  könnte. 

Nimmt  man  an,  dass  man  i  verschiedene  Functionen  ^  gefunden  habe 
und  ist: 

i?  —  ^(arg,  ^1, .  .  .,  ^X 
so  hat  man: 

Nach  Voraussetzung  ist: 

^.+1  =  ©(arg,*!,  ...,  1?,). 
Man  setze: 

-^ +  *»«*-  +  *«  «*r +  ••■+ ^  w  ==  <'' 

eine  Gleichung,  deren  Integration  abhängt  von  der  des  Systems: 

1     ^9     ^g     ^4  ^«       0 

oder  Yon  der  der  Gleichung: 
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Man  brancht  nur  ein  erstes  Integral  dieser  Gleichung 

f  L   d  ^!Z^\  -  fl. 

/8  \^2t  ''H  •  •  •  "I     ^«1  j    »2 

ZU  kennen,  nm  die  gesuchte  gemeinschaftüche  Lösung 

zn  erhalten. 

Insbesondere  ist  es  leicht,  f^  in  dem  Falle  zu  finden,  wo  d^^^  gleich 
einer  Constanten  "k  ist;  denn  alsdann  ist: 

und: 

Offenbar 'nftmlich  hat  man,  wenn  (^,-,  j^j — ^2,2)  "=  ^  ist: 
{di  —  ferj,  i?2  —  ^2,2)  —  0. 

Bemerkung.  Man  hätte  ebenso  gut  mit  der  Gleichung  (2,)  wie 
mit  der  Gleichtmg  (2^)  beginnen  können.  Jedenfalls  begegnet  man  hier 
nicht  mehr  der  Ausnahme,  welche  die  in  dem  vorigen  Paragraphen  aus- 
einandergesetzte Methode  illusorisch  macht.     Hat  man 

^2  BS  (^1,  JP2  —  ^^2,2)  ^=°  ®^^^  bestimmten  Constanten  ä;, 
so  ninmit  man  einfach  fgr  f^  den  Ausdruck: 

*i   —   *^2i 
welcher  in  der  That  giebt: 

(^1  —  kx^,  p^  —  ^2,2)  —  0. 
wie  oben. 

Ein  sehr  einfacher  Fall  ist  der,  wo  man  hat 

t?2  =  ^(^2»  *i)t 

weil  sich  die  Hülfsgieichung  reducirt  auf: 

dagg dfrt 

1     ~   *(x„4^.)' 

Dieselbe  vereinfacht  sich  noch,  wenn  x^  oder  ^,  oder  x^  und  d^md  nicht 
vorkommen. 

76.  Integration  des  Systems  (3).  —  Die  Gleichungen  des  Systems 
(3)  enthalten  2n — 5  Variable,  d.  h.  zwei  weniger  als  das  vorherige  System, 
Dieses  System  enthält  drei  Gleichungen: 

(A  -  Vijr»  h)  =  0,     (j?2  —  V231  fi)  —  ^1     ( A  —  V83.  fi)  «=  0      (3). 
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Eb  sei  'dl  eine  LOsimg  der  beiden  eisten,  so  dass 

( A  —  Viji.  *i)  =  Öl    (A  —  Vt3i  *i)  —  ö 
ist.     Wir  sabstitoiren  dieselbe  in  die  dritte  Gleichung  und  bilden  die  Beibe: 

Es  ist: 
(A  —  Viji  ^i)  —  (*i  —  ViJi»  («^i»  Ps  —  V««)) 

—  —  (l>8— V84J1  (^1»  A— Vi  j))— (*it  CPi— Vi3i  A— Vs^))» 
d.  h.  infolge  der  Gleichungen  (2')  und  der  Definition  von  &i: 

(A  —  Vi3.  ^«)  =  0. 
Ebenso: 

(A  —  V24J»  ^«)  =  0, 

d.  h.  1^2  ist  eine  Lösung  der  beiden  ersten  Gleichungen  (8).  Dasselbe  ist 
der  Fall  mit  ^g,  ^4» .  •  . 

Die  Reihe  der  Functionen  ^  enthält  höchstens  2n — 6  versdbiedene 
Functionen;  man  gelangt  somit  zu  einer  Function  A>i,  welche  eine  Function 
der  vorhergehenden  und,  wenn  man  will,  von  x^  ist,  welches  in  denGlei- 
chtmgen  (d|),  (3,)  die  Bolle  einer  Gonstanten  spielt.    Es  sei: 

^••+1  =  ö(^8»  ^11  K  •  •  •»  *0- 

Die  Functionen  ^,.^„  ^j^, . .  .  drücken  sich  in  derselben  Weise  aus.  Ist 
jetzt  'd  («8,  ^1,  .  . .,  di)  eine  neue  Function,  so  genügt  dieselbe,  wie  man 
ohne  Mühe  sieht,  (Si)  und  (3,).  Damit  sie  auch  (83)  genüge,  muss  man 
wie  in  der  vorigen  Nummer  haben: 

^  +  ^.^  +  ^.^;  +  -  +  e^-0 

und  zwar  braucht  man  hiervon  nur  ein  Integral  f^  s=  a^  zu  finden,  oder 
auch  ein  Integral  des  Systems 

d^  _  dj^  __  dO^  _  ^    d^ 

1  ^,  ^,  e 

oder  femer  ein  erstes  Integral  der  Gleichung: 

77.  Integration  der  andern  Systeme  und  insbesondere  des 
leisten.  —  Offenbar   kann   man   in  derselben  Weise   die  Integration   der 
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anfeinandeifolgenden  Systeme  (4),  (5),  • . .,  (n — 1)  fortsetzen.    Wir  nehmen 
an,  dass  man  zu  diesem  letzten  gelangt  sei,  welches  ist: 

oder  auch: 

dXi        "^         SXn  Bpn  dpn  9xn  ^  ^^' 


a«ii-i    "*"  da?it  9pn  8pn  dXn  ^  ^~'^'' 

Man  suche  eine  Lösung  von  (n — l^)  und  leite  daraus  mit  Hfllfe  des 
Fundamentaltheorems  andere  Lösungen  und  sodann  wie  oben  eine  gemein- 
schaftliche Lösung  Yon  (n — 1^)  und  {n — l^)  her.  Bas  Fundamentaltheorem 
▼on  Jacobi  giebt  wieder  andere  und  daraus  kann  man  eine  den  Glei- 
chungen  (n  —  li),   (n — 12),  (n — 1^)  gemeinsame  Lösung  finden  u.  s.  w. 

Man  wird  bemerken,  dass  die  Integration  der  Gleichung  (m-— 1^)  abhängt 
▼on  der  Ermittelung  eines  Integrals  eines  Systems  simultaner  Gleichungen 
mit  drei  Variablen  oder  von  der  Ermittelung  eines  ersten  Integrals  einer 
gewöhnlichen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung.  Um  daraus  eine  den 
Gleichungen  (n  — 1|),  {n — l^)  gemeinschaftliche  Lösung  herzuleiten,  muss 
man  femer  ein  erstes  Integral  einer  Gleichung  finden,  welche  höchstens 
▼on  der  zweiten  Ordnung  ist;  ebenso  ist  die  Sache  bei  der  Ermittelung  der 
Lösungen,  welche  den  8,  4,  5, . « •  ersten  Gleichungen  (n  —  1)  gemeinsam 
sind.  Mithin  hat  man  höchstens  ein  erstes  Integral  von  n — 1  Gleichungen 
zweiter  Ordnung  zu  suchen. 

Kurz,  man  sieht,  dass  die  Jacob i'sche  Methode  die  Bestimmung  eines 
einzigen  Integrals  jedes  der  -^^—^ — -  Gleichungssysteme  erfordert,  unter 
diesen  Systemen  giebt  es 

1  Ton  der  Ordnung  2{n — 1),  welches  zur  Bestimmung  von  f^  dient, 

2  „      „  „         2(n— 2),  welche      „  „  „    ^  dienen, 

8      9t        ,T  ly  2(n 3),         „  „  ,1  V      /4         ,t 

**"""!       >f  V  *  V  »»  »»  V     In        n 

Dies  ist  der  ungünstigste  Fall.  Mau  begreift,  dass  man  in  jedem  be- 
sonderen Falle  Vereinfachungen  einführen  kann,  da  man  im  Allgemeinen 
bei  der  Integration  eines  jeden  der  Systeme  (1),  (2),  •  • .,  (n — 1)  mit  irgend 
mner  beliebigen  Gleichung  anfangen  kann. 

Maniion,  Purt.  DifliBmtialgleioliimgen.  11 
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78.  B^lsptoL^  «-  Die  Oleichn^g  aei: 
A+(8«,  +  2«8)a  +  (4«,  +  5«8)a  +  [a:^  +  «jCa  — a)]a  +  ^'■«O. 

1)  Wir  xnfinen  zimachst  em  Integral  Sachen  Ton 

(ä  —  Viai  A)  —  Ot 

wo  i^  —  v^|,j  die  linke  Seite  der  gegebenen  Oleichnng  darstellt.    Das  za- 
gehörige  HtOftsTstem  ist: 

dx^  dx^     ^       ^      dg» *t       ^      <^«       _  <'P4  ^  <^ 

Man  erhftlt  daraus: 

und  somit  kann  man  das  Integral  dieser  Oleiefanng  fllr  f^  nehmen,  d.  h. 

setzen: 

ft  —  (ft—Py  —  «1- 

ICsii  leitet  hieraus  den  Werih  Ton  p,  her,  substitadrt  ihm  in  j^  und 
erhalt  auf  diese  Weise: 

JPi  —  Vi.t —A  +  (8^  +  2«8)  (A  +  Oi«"^') +  (*«>  +  5«s)a 

A-Vs^=A  — A— öf«"^. 

2)  Nunmehr  mnss  man  eine  gemeinschaftliche  Lösong  der  Oleichong« 
suchen: 

( A  —  Vi.f .  A)  —  <^»    (P»  —  Vj.f.  ^s)  —  0. 

Man  erhftlt  ein  Integral  der  zweiten  Oleichnng,  indem  man  eine  Lösung 
eines  Systems  sacht,  welches  die  Gleichung  enthftlt: 


oder: 


Man  kann   somit,   da  A  °=  <^^   ^   Integral  dieser  letzteren  isti 

.*i-=A- 


«fa, 
1 

ix. 

1 

t- 

0  Dasselbe  ist  Imschenetsky,  Nr.  89,8. 116—121,  enüefant.  Graindorge 
Nr.  71,  S.  70—78  giebt'ein  anderes  ans  Ampere  sntnommenes,  welches  sich 
mittels  der  Jacobrsehen  Methode  sehr  einfiieh  integriren  lAssi 
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Sodann  erhIÜt  man: 

^«  =  —  (J>i  —  Vi^tl'a)  «=  —  2(l?8  +  «»O  -  5P8  —  -  7^1  —  2a,e  -*'. 

Die  Beilie  der  Functionen  '9  hört  bier  auf.     Man  hat  jetzt  ein  Integral  so 
Sachen  von 

nnd  dies  ist  /g.     Man  findet: 

Abs  den  voistehenden  Bemltaten  folgt: 

Pa  ^  Vs*  -=  i»8  +  ■§-  a»<^  —  OsC-'^i 

A  —  Vjji  —  A  —  •§■  «j«^"  —  a»^'"! 

A  —  Vi,8  ■=  A  +  •  •  • 

3)  Sfan  betrachtet  sodann  die  öleichimgen: 

(A  —  ViJi.  /"i)  —  0,    (pt  —  v»,^,  A)  =  0,    (j>8  —  V841  /i)  =  0- 

Die  letzte  hat  zur  Lösnng  ■^^si=p^^'  const,  welche  aach  der  zweiten 
$>enügt.     Sodann: 

d,  =  (^i,l>i  —  Vi*)  =  —  A 

^»  —  iPt^Pi  -  Vi*)  =-  -  »i«-*'  ^.  +  ^* 

Dies  fuhrt  nach  der  allgemeinen  Methode  za 

fi  —  log  (—  ^]  —  «1«^  —  -  log  «*, 
und  hieraus  folgt: 

Pi.  —  V«^  =  A  —  ^Äi«"^"" 

ft  —  V».4  —  •  •  • 

A  —  Vt.4  —  •  •  • 

A  —  Vi.4  -=  •  • 

4)  Die  letzte  der  Gleichungen 

(l>j-VM./k)=0,  (|>,-v»M,/;)-0,  (a-v«*/»)=9'.  (P«-V»4,/6)-0 

hat  ZOT  LOsting  tf;^  ob  ^  sss  const,  welche  anoh  der  zweiten  nnd  dritten 
genügt,  und  giebt: 

^,  -  (^1,  A  -  Vi  J «,«-"  ^1  -  i"  e"^"  K 

...  »4 

11* 
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Man  findet  sodann: 

U  —  log  1)5  —  o.e-'i  +  \  f  e*^"^  cte^  «  log  05 


und 


^-a.(e-^---i^-^'--). 


5)  Nonmehr  kann  man  auch  p^^  Pz^P^^Pi  als  Functionen  der  x  allein 
nnd  der  Gonstanten  aoadrfiöken.  Setzt  man  dann  die  erhaltenen  WerÜie 
in  den  Ansdruck 

ein  nnd  integrirt,  so  findet  man  achlieaslich: 

^  -  «i  + 1 i^x.-x.yr'^  +  tHix.+x.y''^ 


Nachtrag  IV  inr  zweiten  Auflage. 

Crüberfs  Darstdiung  der  Jacabf  sehen  Methode. 

Herr  Ph.  Gilbert,  Professor  an  der  katholiscken  üniTersitit  zu 
Löwen,  liat  die  Jacobi'sche  Methode  nnter  einer  originellen  Form  dar- 
gestellt, indem  er  insbesondere  seine  Antinerksamkeit  anf  einige  delikate 
Punkte  richtete,  welche  sich  auf  diejenigen  Integrabilitfttsbedingungen  be- 
ziehen, die  nicht  auf  identische  Form  gebracht  sind.  Wir  geben  nach- 
stehend diese  wichtige  Arbeit  fast  vollst&ndig  wieder;  dieselbe  erschien  in 
den  Annales  de  la  Soci^t^  sdentifique  de  Bruxelles,  1881,  Bd.  V,  2.  partie, 
8.  1 — 16  unter  dem  Titel:  8wr  une  prqpriäS  de  la  fofküan  de  Paieson 
et  sur  la  Methode  de  Jacobi  powr  Vintigration  des  iquations  aux  dtrwies 
partieUes  du  premier  ordre,  und  theilweise  in  den  Comptes  rendus  de 
VAcadtmie  des  Sciences  de  Paris/  1880,  XCI,  S.  541—544,  613—616. 
Wir  ftndem  nur  die  Bezeichnungen  des  Verfassers  in  die  von  uns  bisher 
gebrauchten  um. 

L  Eigenschaft  der  Poisson'schen  Function  (JSif,  Hk).  Wir  nehmen 
an,  dass  zwischen  den  Verftnderlichen  x  und  p  m  gegebene  Gleichungen 

Ä(rri,  »21 .  •  -1  «w  JPi)  A»  •  •••>!>»)  —  0    (t  —  1,  2, . . .,  m)      (1) 

existiren  und  dass  man  daraus  die  Werthe  der  m  Variabein  p^, .  • .,  pm  ab 
Functionen  der  andern  abgeleitet  habe,  so  dass  man  hat: 

JP.-  —  Wii^^ . . .,  «m  J>«4.n  •  •  •»  Pf)    (*  —  1»  2, . . .,  m).     .    (2) 
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Wir  bezeichnen  femer  mit  A  die  Functionaldeterminante 
9(^f  -H^y  *  *  *>  -5»«) 

und  mit  Aiji  die  ünterdeterminante  derselben,  welche  man  erhält,  wenn  man 
die  Kolonnen  vom  Index  r  nnd  s  tmd  die  Zeilen  vom  Index  i  und  k  nnter- 
dräckt.  Bekanntüch  liat  man  nach  einer  Eigenschaft  der  Determinanten, 
wenn  $  nnd  k  zwei  verschiedene  Indices  ans  der  Reihe  1,  2,  .  .  .,  m  be- 
zeichnen, stets: 

j«(-i)'**j(-irM?:i5^§;^>.  ...  (3), 

wo  das  Symbol  U  eine  Snmmation  andeutet,   welche  sich  anf  alle  Combi- 

nationen  zu  je  zweien  der  Indices  r  und  8  aus  der  Reihe  1,  2,  .  . .,  i» 
erstreckt. 

Dies  vorausgeschickt,    sei  u  irgend  eine  der  unabhängigen  Variabein 


•«'17  ' 

so  ist: 


•7  ^m  Pm-^v  -  •  •*  Pn»    Differentürt  man   die  Gleichungen  (1)  nach  u, 


"ST  "^  "dpT 


du  "^ 


8H,    dp. 


du 


8Ht 


9Pi     du 


dPi 
8pt 


du 


"^    *-       du    '^ 


+ 
+ 


SH^      dpm 


dpm 


du 

dpm 


6pm       du 


8Hm 


+ 


6Hm 


du    "^ 


dHm 


du      '      dPj^     du     '      9Pt 
nnd  aus  di^en  ergiebt  sich  leicht 


du   "^ 


SHm     dpm 


9pm       du 


(4)- 


äPi 
du 

dp^ 
du 


9{H^,  Hf, . . .,  Hm) 


',Pm) 
-.Hm) 


9{p^,U,...,pm) 


dpm    _  _    JL     9(H^,H,,..,,Hm) 
du    '^  J       ^CPiiA,...,  w) 


(5). 


Nehmen  wir  irgend  zwei  der  Gleichungen  (4)  und  sind  r  und  s  die 
Indices  der  JELj  welche  darin  vorkommen,  setzen  wir  ferner  darin  u  =»  «y, 
wo  j  eine  der  Zahlen  1,  2, . . .,  n  ist,   multipliciren   sodann  diese  beiden 


duz 


dHr 


Gleichungen  respective  mit  -^^,  —  -^^  und  addiren  sie,  so  kommt,  wie 
man  leicht  sieht: 

mr.Hs)     .     9(Hr,Hs)dp,  S{Hr,Hs)    dp,  djHr.Hs)   äpm  _  ^f^. 

9(Xj,Pj)      "^      8{p„Pj)     dXj'^     d(p,,Pj)      dXj"^'"^    8(pm,pj)      (tey  -"W. 
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Hnltipliciren  wir  die  ganze  Oleiobong  mit  ( —  ly*  ^^^,  wo  fi  tax 
Abkärzang  die  Summe  r  +  8  +  1  -i-  2  beKeiöhnei,  bilden  wir  sodann  die 
Summe  aller  analogen  Gleichungen,  welche  man  erhält,  indem  man  r  und  s 
sftmmüiche  in  der  Beihe  1,  2,  . .  .,  m  enthaltenen  Werthe  beilegt,  so  er- 
halten wir: 

dp 
Man  braucht  jetzt  nur  den  Cloefficienten  tou  -^  in  dieser  Oleichong, 

nftmlich 

mit  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (8)  zu  vergleichen,  um  zu  erkemien, 
dass  derselbe  sich  von  A  nur  dadurch  unterscheidet,   dass   in   der  zweiten 

Zeile  der  Determinante  J  die  partiellen  Ableitungen  -r-^j  -^^  ...  an  die 

Stelle  der  partiellen  Ableitungen  -3-^,  -^,  . . .  getreten  sind,  d.  h«  dieser 
X)oef&cient  ist  nichts  anderes  als: 

dp 
Man  hat  ebenso  für  den  Coeffidenten  von  -p-: 

dxj 

Tind  was  die  Coeffidenten  von  ^-,  . .  .,  -^  angeht,  so  reduciren  sie  sich 

als  Determinanten,  welche  zwei  gleiche  Zeilen  haben,  auf  Null,  was  num 
aus  dem  Bildungsgesetz  (3)  ohne  Mühe  sieht.  Die  Gleichung  (7)  reducirt 
sich  also  auf  die  folgende: 

V  '•'  ^^%P^         9(PifPp'",PfH)  dxj        S{pj,p,,...,pm)  dXj 

Setzen  wir  der  Beihe  nach  in  dieser  Gleichung  ^' «»  1,  2,  . .  ^  »und 
addiren  sie  dann  Seite  für  Seite,  wobei  zu  beachten  ist,  dass 
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80  erhaLten  wir: 

dp 
Der  Goefficient  von  -^  verschwindet  aber  als  Determinante,   welche 
dxj  ' 

zwei  gleiche  Zeilen  hat,  fOr  ^  as  1,  3, . .  .,  m  und  redadrt  sich  für  ^'  «s  2 

auf  J.    Ebenso  ist  der  Goefficient  von  -^  gleich  Null  für  ^  sa  2,  8, « . .,  m 

und  redadrt  sich  für  ;;  »»  1  anf  —  A.  Schliesslich  sind  uns  fCbr  die  andern 
Werthe  >  sea  m  -{-  1,  m  -f  2, .  . .,  n  die  Ausdrücke  dieser  Coeffidenten  ge- 
geben durch  die  Belationen  (5),  in  denm  man  nur  u  s^  Pj  m  aetsen 
braucht ,  um  zu  erhalten: 

9(jPijPj,'"fPm)  dpj 

«OViA,-...  l>m)  dpj 

Substitniren  wir  alle  diese  Besultate  in  die  obige  Gleichung,  bemerken 
wir  femer,  dass  die  hier  auftretenden  Functionen  j>i  und  p^  in  Wirklich- 
keit  nichts  anderes  sind  als  die  Functionen  y)^  und  tp^  der  Gleichungen  (2), 
so  finden  wir  offenbar  das  folgende  Resultat: 

.  Man  erkennt  der  Definition  der  Poissonsdhen  Function  zufolge  ohne 
Mühe,  dass  die  Grösse  zwischen  den  Klammem  in  dieser  Gleichung  nichts 
anderw  ist,  als  —  (|)|  —  v't«  P2  "^  Vs)*     ^^^  ^^  ^^' 

(_i/+2^(_i)'-'zj:;:  (Ä„  fl,)-/i(p,-v'i.i',~vi)-o. 

Nur  um  die  Darstellung  zu  erleichtem,  haben  wir  bisher  die  Functionen 
tpx  und  y}^  behandelt;  dieselbe  Schlussreihe  ist  ohne  Änderung  anwendbar 
anf  zwei  beliebige  andere  Functionen  y'i  m^d  tpk'  Wir  können  somit  all- 
gemein die  Gleichung  schreiben: 

(Pi  -  wu  Pk  -  y>k)  —  ^~^]'"^*  £  (-  \J  *'4fkiBn  H.\  .  .    {Ä), 

und  diese  bildet  die  Eigenschaft  der  Poisson'schen  Function,  die  wir  be- 
weisen wollten.  Dieser  Satz  besteht  ganz  ebenso,  wenn  die  rechten  Seiten 
der  Gleichungen  (1),  anstatt  gleich  Null  zu  sein,  irgend  welche  Constanten 
sind,  denn  dieses  ftndert  nichts  an  den  partiellen  Ableitungen  der  Functionen 
ir^  , . . .)  Hin  und  mithin  geschieht  der  Beweis  in  derselben  Weise. 
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Die  Gleidhxmg  {A)  kann  yeraUgemeinert  werden,  doch  besdiäftägeii  wir 
uns  hier  nur  mit  dem,  was  sich  auf  die  Integration  der  partiellen  Differential- 
gleichungen  bezieht 

n.  Folgerungen.  Diese  Gleichung  (A)  giebt  zu  folgenden  Be- 
merkungen Veranlassung. 

1)  Wir  nehmen  an,  dass  die  Functionen  J7|,  H^^ . . .,  Hm  för  irgend 
welche  Werthe  von  r  und  8  aus  der  Reihe  1,  2, . . .,  m  der  Relation 

(ff„Ä)  — 0 (B) 

genügen  und  dass  ausserdem  die  Determinante  d  nicht  null  ist,  d.  h.  dass 
die  Functionen  Hi,  H^j  • . .,  Hm  von  einander  unabhängig  seien«  Aus  der 
Gleichung  (A)  folgt  offenbar,  dass  man  für  irgend  zwei  Indioes  i  und  l 
aus  der  Reihe  1,  2,  . .  ^  m  die  Gleichheit  hat: 

(jPi  —  V«  P*  —  V*)  —  0 (C), 

Diese  Gleichung  ist  fundamental  in  der  Theorie  von  Jacobi  und  be- 
züglich derselben  sind  zwei  wesentliche  Bemerkungen  zu  machen:  Zn- 
nftchst  setzt  der  Beweis,  den  wir  soeben  gegeben  haben,  keineswegs  YOiaus, 
dass  pi^  p^f . .  ^  |?tt  die  partiellen  Ableitungen  einer  und  derselben  Function  i 
der  Variablen  Xi^  x^,  .  -  .,  Xn  nach  diesen  Variablen  seien,  sondern  nnr, 

dass  die  — ^-^ Bedingungen  {B)  erfüllt  seien.  —  Zweitens  können  die 

Gleichungeo  (B)  Identitäten  sein  und  zwar  unabhängig  von  jeder  Rela- 
tion zwischen  den  Variablen  a;|, .  .  .,  x^,  Pi,  .  .  .,  pn\  sie  können  aach 
Gleichungen  sein,  welche  aus  den  gegebenen  Gleichungen  ^|  ass  0, . .  ^ 
Hm  ■>=  0  hervorgehen.  In  dem  einen  wie  in  dem  andern  Falle  finden  die 
Gleichungen  (C)  identisch  statt,  welches  auch  die  Werthe  der  Variablen 
^i9  •  •  •,  3Snj  Pm^ii  •'•!  Pm  wclche  darin  allein  vorkommen,  sein  mögen' 
In  der  That  sind  diese  Veränderlichen  in  der  ganzen  Rechnung  als  un- 
abhängige Veränderliche  behandelt  worden:  Es  können  daher  zwischen  ihnen 
nur  identische  Relationen  bestehen. 

2)  Es  giebt  in  der  Theorie  von  Jacobi  noch  ein  anderes  fundamoi- 
tales  Theorem,  welchem  man  begegnet,  indem  man  den  Beweis  durchgeht, 
nachdem  die  Gleichung  (Ä)  bewiesen  ist.  Nehmen  wir  an,  dass  m^ssn 
sei  und  dass  demzufolge  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  die  Werthe  von 
Pu  Pii  •  •  «1  Pn  ^  Functionen  der  einzigen  Variabein  d?|,  o?,, . . .,  Xn  er- 
geben, so  kann  man  die  Gleichung  (6)  schreiben: 

d{Hr,  H,)         'y  djHr,  &)  dpi   ^  ^ 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung   der  Reihe   nach  ^'  &=  1,  2,  •  • .,  fi  und 
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addirt  man  die  so  erhaltenen  Gleichungen,  so  erhfilt  man  zufolge  der 
Definition  des  Symbols  (J7n  J9»): 

^  ^        i-ij-1    9(Pi,Pj)     dxj 

In   der   doppelten   Summe   sind   aber   offenbar   die   Goefficienten  von 

dp^  dpj 

—-  und  von  -^  einander  gleidhe,  aber  mit  entgegengesetztem  Vorzeichen 

versehene  Determinanten.     Man  hat  daher  die  Gleichnng: 

wo  sich  die  Summation  über  alle  von  einander  verschiedenen  Gombinationen 
der  Zahlen  i  und  j  von  0  bis  n  erstreckt. 

Nehmen  wir  jetzt  an,    dass  die  aus  den  Gleichungen  (1)  abgeleiteten 

Werthe  von  p^^,  . . .,  J?n  derart  seien,  dass  Pxdx^  H 1-  PnäXn  ein  exactes 

Differential  ist,  so  hat  man  für  alle  in  der  obigen  Reihe  enthaltenen  Werthe 
von  i  und  j: 

dpi  _  ^ 

dXj         dXi 

und  somit  befriedigen  die  Functionen  H^^  .  . .,  Hn  für  beliebige 
Werthe  von  r  und  5,  welche  in  der  Reihe  1,  2, . . .,  n  enthalten 
sind,  die  Relation: 

{Hr,H,)  =  Q {B). 

Dies  ist  eine  der  Hauptformen  der  von  Jacobi  gegebenen  Integrations- 
bedingungen und  diejenige,  die  wir  beweisen  wollten.  Selbstverständlich 
besteht  das  Vorstehende  auch,  wenn  die  rechten  Seiten  der  Gleichungen 
(1)  irgend  welche  Gonstanten  sind« 

3)  Was  die  ümkehnmg  dieses  letzteren  Satzes  anlangt,  so  ist  dieselbe 
unmittelbar  in  unserer  Gleichung  (Ä)  enthalten;  man  braucht  nur  noch  in 
den  Gleichungen  (1),  (2)  und  (A)  m  ^^^  n  za  setzen. 

Da  die  Functionen  ^i, . . .,  J3^  nach  Voraussetzung  der  Bedingung 
{B)  f&r  alle  in  der  Reihe  1,  2, . .  .,  n  enthaltenen  Werthe  genügen,  so  hat 
man  für  irgend  welche  in  derselben  Reihe  enthaltenen  Wertiie  von  i  und  A; 
die  Relation: 

(Pi  —  Vh  Pk  —  Wk)  —  0, 

welche  Gleichung  sich,  da  xpi  und  \pi(  keinen  Buchstaben  p  enthalten,  auf 
die  folgende  reducirt: 
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und  diMe  ist  keine  andere  als  die  Bedingnng  der  Integrabilitit  des  Amdnicb 

fpidx  H +  Vt^n-     Wenn  daher  die  Bedingungen  (B)  erfBllt  tind,  so 

sind  die  axis  den  Gleichungen  (1)  abgeleiteten  Werthe  von  ji|,  Pi^- .  nPn 
die  partiellen  Ableitungen  einer  und  derselben  Function  von  x^, . .  ^x^» 

Dieeen  Satz,  den  man  gewöhnlich  auf  etwas  unnatürliche  und  ziemlich 
heikle  Weise  beweist,  werden  wir  übrigens  bei  unserer  Darlegung  der 
Jacobi'schen  Methode  nicht  brauchen. 

nL  Kritik  der  gewöhnlichen  Art  der  Darstellung  der 
Jacobi'schen  Methode.  Die  Nüttlichkeit  dieser  Prinoipien  in  der  Theorie 
der  partiellen  Differentialgleichungen  wird  ans  den  folgenden  Bemerkongen 
über  den  Gang,  welchen  man  bei  der  Auseinandersetzung  der  Jacobi'schen 
Methode  einzuschlagen  pflegt,  hervorgehen. 

Es  scheint  zunächst,  als  ob  weder  Jacobi  noch  die  ausgezeidineten 
Geometer,  welche  seine  Arbeiten  vereinfacht  haben  (Imschenetsky,  Orain* 
dorge,  Mansion  etc.)  nicht  mit  genügender  Bestimmtheit  unter  den 
Gleichungen,  welche  die  Integrabilitfttsbedingungen  unter  versdüedeoen 
Formen  darstellen,  diejenigen  angegeben  haben,  welche  Identitftten  sind,  die 
unabhllngig  von  jeder  Relation  zwischen  den  darin  vorkommenden  Variabeb 
X  und  p  stattfinden,  und  diejenigen,  welche  bloss  Gleichungen  sind,  die 
auf  den  Relationen  zwischen  diesen  Variablen  beruhen. 

Denkt  man  sich  z.  B.  die  Gleichungen,  welche  die  Werthe  der  par- 
tiellen Ableitungen  Pi^p^y .  •  ^  i'n  liefern  würden  unter  der  Form  gegeben: 

-^1  =■  ^»    IT,  ^  o,, . .  .,   Hn  «s  a„ 

*und  löst  man  dieselben  schrittweise  auf,  so  dass  man  hat: 

Pl   ="  Vi  (^1»  •  •  •»  *«»   ^»  A»  •  •  '1  Pn)i 
Pl   "=  %  (^11  •  •  M   ^»»   <*!»  ötg,  i),,  *.  .  .,  Pn\ 


80  hat  man  bekanntlich  nach  Jacobi  (Nova  methodus  etc.  §  6): 
(pf  —  9?;,  pff  —  ^^)  «»  0. 

Sind  diese  Relationen  Identitäten?  Jacobi  scheint  dies  zu  sagen  und 
Imschenetskj  sagt  es  ausdrücklich.  Nun  genügt  aber  ein  sehr  einfiaches, 
dem  letzteren  entlehntes  Beispiel,  um  zu  zeigen,  dass  dem  nicht  so  ist  Die 
gegebene  Gleichung  sei: 

^1  =  («tf«  +  «aJPs)«!  +  aCP2  —  P3)Pi  =  Ol. 
Die  Bedingung  (fli,  JHg)  =  0  führt  zu 

-^    —    (^2    +  «s)    (l>2   +Ps)   =   «2 
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als    der   zwdten   Relation  n&d  auB   diesen  Gleichheiten  ergeben  sich   die 
Werihe 

nnd  ans  diesen  erh&lt  nian  ohne  jede  Schwierigkeit  den  Ansdmck: 

Es  ist  klar,  dass  dieser  Ausdruck  nicht  identisch  null  ist  und  es  erst 
wird  infolge  der  obigen  Gleichheit  H^  aa  Oj^.  Man  könnte  diese  Beispiele 
beliebig  yermehren,  doch  genügt  dieses  für  unsem  Zweck,  nämlich  zu  be- 
weisen, dass  die  IntegrabilitHtsbedingnngen  unter  den  verschiedenen  Formen, 
welche  Jacobi  ihnen  gegeben  hat,  nicht  immer  Identitäten  sind. 

Dieser  Punkt  ist  wichtig,  denn  bei  der  Jacobi'schen  Theorie  bedient 
man  sich  dieser  Integrabilitätsbedingnngen,  um  zu  beweisen,  dass  gewisse 
partielle  Differentialgleichungen,  in  welchen  die  Variabein  p  als  unab- 
hängige Veränderliche  figuriren,  erfüllt  sind.  Wir  wollen  kurz  an 
die  Beihe  der  Schlussfolgerungen  erinnern. 

Nachdem  man  aus  der  gegebenen  partiellen  Differentialgleichung 
(JJi  as  a^)  den  Werth  von  pi,  etwa 

Pi  =  Vi  («1»  •  •  •»  «n,  öi,i>t,  .  .  .,  Pn)      .     .     .     .     («), 

abgeleitet   hat,    sucht   man   eine   zweite  Gleichung,   aus  welcher  man  den 
Werth  von  p2  ableiten  kann: 

fi  («11  •  •  •»  «n,  ö^l,  A,  .  . .,  i>n)  =  «2 (Ä, 

und  dazu  muss  die  gesuchte  Function  /,  der  linearen  Gleichung  genügen: 

(A  -  Vi,/i)  =  0oder-4^+'T(^^^  -^f^\— 0      .     (y). 

Hat  man  also  ein  Integral  f^  dieser  Gleichung  und  somit  die  Gleichung 
09)  gefunden,  so  leitet  man  aus  den  Gleichungen  (a)  und  (ß)  die  Werthe 
von  pi  und  p^  als  Functionen  der  andern  Grössen  ab,  so  dass 


Pi  — 


ist,  und  man  hat  infolge  einer  der  Formen  der  Integrabilitätsbedingungen 
des  Ausdrucks  P\äxx  +  •  •  •  +  PiAoi^n  die  Relation: 

(i>i  —  A^t  i>2  —  A^)  —  0 (4 
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Sodann  miifis  man  eine  dritte  Relation,  welche  den  Weiih  ycmp^ 
liefert,  von  der  Form 

'fsi^li  •  •  •»  ^m  ö^li  ÖJ» l>8i  •  •  V  1>«)  =«=  «8      •      •      •      •     (?) 

finden  und  dazu  mnss  man  eine  Function  f^  bestinmienf  welche  gleiehxeitig 
den  beiden  linearen  partiellen  Differentialgleichxmgen  genfigt 

(Pi— iWi^/s)  —  0,     (p,  — iU,,/k)  —  0  .     .     .     .    (ij). 

Es  sei  ^  ein  Integral  der  ersteren;  man  bildet  den  Anadmck 

^  =  (P«  —  A*2,  0 

und  zeigt  mit  Hülfe  der  berühmten  Identität: 

(^  {B,  C))  +  {B,  (CA))  +  (C,  {A,JB))  =  0, 

dass  ^  ebenfallB  ein  Integral  der  ersten  der  Gleichungen  (tj)  ist,  indem  man  be- 
merkt, dass  (pi — m,  t)  zufolge  der  Voraussetzung  und  (jp^ — /i^,  p^—fh) 
infolge  der  Bedingung  (e)  gleich  Null  ist.  Da  aber  in  der  ersten  der  Glei- 
chungen (tj)  die  Variablen  ^3,  .  .  .,  j)«  als  unabhängige  Veränder- 
liche figuriren,  so  ist  es,  damit  t^  ein  Integral  im  wahren  Sinne  des  Wortes 
sei,  unerlässlich,  dass  die  Gleichung  (e)  für  beliebige  Werthe  dieser  Vari- 
ablen stattfinde  oder  in  Bezug  auf  alle  in  ihr  vorkommenden  Variabelo 
eine  Identität  sei.  Dieser  Punkt  ist  es  nun,  auf  den  unserer  Ansicht 
nach  nicht  mit  genügender  Bestimmtheit  hingewiesen  worden  ist. 

Dieselbe  Bemerkung  findet  bei  jeder  weiteren  Operation  der  Metiiode 
statt.  Ist  die  Gleichung  (^  gefunden,  so  leitet  man  daraus  den  Werth 
von  ps  her,  trägt  denselben  in  die  Gleichungen  (d)  ein  und  hat  auf  diese 
Weise: 

Pi  =  n.    Pt  =  ^«»    Ps  —  ^8» 

^0  ^11  ^29  ^8  Functionen  von  ^|,  . . .,  x^,  Of,  a^f  ^,  p^s  •  •  -j  l>ii  sind.  Die 
Integrabilitätsbedingungen  liefern  zwischen  diesen  Ausdrücken  die  Bdationen: 


(Pi  —  ^v  Pt  -  V2)  =  0 
iPi  —  n»  i>8  —  n)  —  0 
iPi  —  v«i  Ps  —  ^s)  -=  0 


M 


und  man  bedient  sich  dieser  als  identisch  vorausgesetzten  Belationen, 
um  zu  den  weiteren  Integrationen  fortzuschreiten  u.  s.  w. 

rV.  Weitere  Kritik.  Die  eben  angedeutete  Lücke  in  der  Theorie, 
welche  uns  beschäftigt,  ist  nicht  die  einzige.  Es  giebt,  wenn  wir  nidit 
irren,  noch  eine  andere,  die  wir  mit  allem  Vorbehalt,  den  der  grosse  Name 
Jacobi's  erheischt,  formuliren  wollen. 
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Nachtrag  IV.  173 

Worauf  stützt  man  sich,  wenn  man  die  Exactheit  der  Relationen  (ß),  (k) 
und  anderer  analoger,  welche  eine  so  wichtige  Bolle  in  dieser  Theorie  spielen, 
Yoraussetzt?  Auf  das  folgende  von  Jacob  i  aufgestellte  Theorem  (Nova 
methodns  §  12):  „Sind  j)^,  ...,j7n  Fxmctionen  der  Veränderlichen  Xi^x^,,,.,  x^ 
von  solcher  Beschaffenheit,  ^a^p^dx^  +  P2^^%  +  *  -  *  +  PvAxn  ein  exactes 
Differential  ist,  imd  drückt  man  zwei  dieser  Fxmctionen  pi  und  pk  mittels 
der  Variablen  x  und  anderer  Grössen  p  in  beliebiger  Anzahl  aus  (was  auf 
unendlich  viele  Arten  geschehen  kann),  so  hat  man  immer,  wenn  q>i  und 
ifk  die  VITerthe  derselben  bezeichnen,  die  Bedingung: 

{Pi  —  Vh  Pk  —  (Pk)  =  0." 

Bestimmt  man  aber  imter  Einhaltung  des  Ganges,  den  wir  oben  re- 
sumirt  haben,  der  Beihe  nach  die  Gleichungen: 

/^  sss  a^,   y^  =  Oj,  . . ., 

welche  zusanmien  mit  der  Gleichung  (a)  das  integrable  System  bilden  sollen, 
aus  dem  man  für  J9|, . . .,  pn  solche  Werthe  muss  ableiten  können,  dass 
Pidx\  -{-•••+  Pf^n  ^^  exactes  Differential  ist,  so  weiss  man  in  dem  Augen- 
blicke, wo  man  irgend  eine  dieser  Gleichungen  (ß),  (^, . . .  erhalten  hat, 
noch  nicht,  ob  sie  wirklich  zu  jenem  System  gehört 

In  der  That,  die  Function  /,  z.  B.  muss  der  linearen  Gleichung  (y)  ge- 
nügen. Nun  hfingt  die  Integration  dieser  Gleichung  (y)  von  desjenigen 
eines  Systems  von  2n — 2  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  ab,  welches 
2n — 2  verschiedene  Integrale  besitzt,  und  man  ninmit  willkürlich  eins  dieser 
Integrale  f^ssso^  (vorausgesetzt,  dass  es  p^  enthält),  um  daraus  die 
Gleichung  (ß)  zu  bilden,  ohne  sonst  zu  wissen,  ob  es  gerade  dasjenige  ist, 
welches  mit  (a)  und  anderen  zu  suchenden  Integralen  combinirt  das  System 
bildet,  vermittelst  dessen  man  passende  Werthe  für  p^,  Pf,..*  erhalten 
kann.  Nichts  berechtigt  also  bisher,  auf  die  Werthe  pi  =a  ßji^^  p^  am  fj^^ 
welche  aus  den  Gleicbxmgen  (a)  imd  (ß)  abgeleitet  sind,  diese  Relation  (s) 
anzuwenden,  welche  zufolge  des  Satzes  von  Jacob i  ausschliesslich  für  die- 
jenigen  Werthe  von  p^  imd  p^  gilt,  welche  aus  dem  integrablen  System, 
d.  h.  aus  dem  System  von  Gleichungen  sich  ergeben,  welches  für  J9|,  ^^  •  •  * 
Werthe  giebt,  die  p^dxi  -{-...+  Pi^n  ^u  einem  exacten  Differential 
machen. 

Ebenso  muss*  man,  um  die  Function  f^  aus  der  Gleichung  (^)  zu 
finden^  eine  Function  suchen,  welche  gleichzeitig  die  Gleichimgen  (tj)  erfüllt. 
Nun  weiss  man  aber,  dass  mehrere  Functionen  ezistiren,  welche  diese  Eigen- 
schaft besitzen;  dieses  ergiebt  sich  schon  aus  der  Methode,  welche  man  an- 
wmdet,  um  eine  zu  finden.  Man  ist  also  nicht  sicher,  dass  diejenige,  welche 
man  wählt,   indem  man   sich   im  Allgemeinen  durch    die  Einfachheit  der 
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174  NAchtng  IV. 

Bechniingen  bertimmeii  lAasi,  gerade  diejenige  i8t|  welche,  einer  ConsUiitett 
dg  gleich  geeetzt,  eise  der  Oleichiiiigeii  des  integrablen  Systems  liefart 
BiwBBck  hat  man  aber  nicht  daa  Recht,  auf  die  ans  den  Oleichimgea 
(a\iß)  und  (^)  abgeleiteten  Ausdrücke 

Pi  =  ^11  Pt  =  y^  A  —  ^n 

die  Relationen  (k)  anzuwenden,  welche  yoranesetzen,  daas  dieselben  zn  dem 
integrablen  System  gehören. 

und  diese  Bemerkung  wiederholt  sich  bei  jedem  weiteren  Schrittie. 

Axis  allem  diesem  dürfte  hervorgehen,  dass  das  Integrationsrer&hren, 
wie  es  seit  Jacobi  stets  dargestellt  wurde,  nicht  auf  genügend  sicher  fest- 
gesteUten  Principien  beruht. 

Y.  Neue  Darstellung.  Alle  diese  Schwierigkeiten  verschwinden 
und  die  Theorie  gewinnt  bedeutend  an  Einfachheit,  wenn  man  von  den  in 
unserer  Nr.  I  und  11  dargelegten  Principien  Gebrauch  macht  Wir  wollen 
kurz  den  Grang  der  BeweisfOhmng  in  diesem  Falle  angeben. 

Indem  man  ebenfalls  von  der  gegebenen  Gleichung  Hi  »»  a^  ausgeht, 
aus  der  man  den  Werth  von  p^^  unter  der  Form  (a)  ableitet,  schreibe  man 
diese  letztere  Gleichung  folgendermassen: 

Pi—Vt  —  0; 
sodann  gehe  man  zur  Ermittelung  der  zweiten  Gleichung: 

ft  («if  .  •  •>  «m  «ifÄi  •  •  •>  P«)  ■»  fl» (Ä- 

Nun  liefert  uns  nach  dem  oben  in  (II,  2)  bewiesenen  Satze  die  Gleichung 
(J?),  in  welcher  Hr*^  Pi  —  Vi,  H^^^f^  zu  setzen  ist^  zur  Bestinunnng 
der  Function  f^  die  lineare  Gleichung: 

(J>i  —  Vi»  /i)  —  0 Wi 

von  der  man  nach  der  bekannten  Methode  ein  Integral  sucht.  Sind  die 
Gleichungen  (a)  und  (ß)  gefunden,  so  leitet  man  daraus  die  Werthe  j^^^xiUi, 
p^-'^^ßi^  Yonpi  und  ^2  als  Functionen  der  andern  VerBnderlidien  her  und 
erhält  unmittelbar  zufolge  der  Gleichung  (y)  und  des  Zusatzes  1  der  Nr.  II 
oder  zufolge  der  Gleichung  (C)  die  Relation: 

(Pi  —  ßh^  Pt  —  Ml)  =  ^ (4 

Diese  Gleichung  (e)  ist  femer,  wie  wir  bewiesen  haben,  eine  Iden- 
titttt,  wodurch  jede  Schwierigkeit  in  der  weiterhin  zu  machenden  An- 
Wendung  derselben  beseitigt  ist 
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Nachtrag  IV.  175 

Indem  wir  sodann  zn  der  Ermittelung  der  Gleiehung 

/i(a?i, . . .,  a?n,  Ol,  aa,j?8, . .  .,|>n)  =  «8      •     •     •     •     (^ 

gehen,  setzen  wir  in  dem  Tbieoreme  (II,  2)  H^  ^Pi  —  ju^^  H^  «=*  J^2  —  fhf 
H^  =sf^;  dieses  Theorem  besagt,  dass  f^  gleichzeitig  den  Gleichungen 

(Ä    —   ßhi   fs)  —   0,       (l>,    —  iM2T   /i)  =   0       .       .       .       W 

genügen  muss.  Hat  man  auf  dem  von  Jacobi  angegebenen  Wege  eine 
Function  fg  gefunden,  weiche  gleichzeitig  diesen  beiden  Gleichungen  ge- 
nügt, und  hat  man,  indem  man  dieselbe  einer  Oonstanten  a^  gleichsetzt^  die 
Gleichung  (S)  gebildet,  so  besitzen  offenbar  die  aus  den  Gleichungen 

Pi  —  fh  =  ^^    ft  —  A^  —  0,    j?8  —  /Ig  =  0 

abgeleiteten  Werthe  p^  s»  v^,  p^  =  v^,  p^  =»  Vg  ^®  durch  die  Gleichungen 
(k)  definirten  Eigenschaften.  Man  braucht  dazu  nur  zu  setzen  Hii=Pi  —  ju^, 
H^  =ip^  —  /ij,  Hgs^fs  und  zu  bemerken,  dass  zufolge  der  Gleichungen 
(e)  und  (fj)  xmd  zufolge  des  Zusatzes  (11,  1)  die  Gleichung  (0)  hier 
anwendbar  ist.  Femer  sind  diese  Gleichungen  (k),  wie  schon  bemerkt, 
identisch,  was  xmerlAsslich  ist  für  die  Anwendung,  die  man  fernerhin  von 
ihnen  macht. 

In  derselben  Weise  fährt  man  fort,  ohne  dass  man  sich  darum  zu  künuuem 
hfttte,  ob  die  Gleichungen  /^  8=s  o,^,  /,  es  Og,  .  .  .,  welche  man  nach  und  nach 
erhält,  wirklich  zu  dem  System  gehören,  weldies  PidXi  +  •  •  •  +  Pn^n 
zu  einem  exacten  Differential  macht;  denn  bei  unserer  Methode  sind  die 
Relationen  (e),  (k)  und  andere  analoge  Folgen  der  bereits  erhaltenen  Glei- 
chungen imd  keineswegs  Folgen  der  Voraussetzung,  dass  diese  Gleichungen 
zu  dem  integrablen  System  gehören. 

Erst  am  Ende  der  Integration,  wenn  man  die  n  Gleichungen^^  ""b^, 
/j  ass.  Oj,  ...,/*„  ^  a«,  welche  nothwendig  sind,  um  p^,  ^„  . . .,  J)«  ala 
Functionen  von  x^  x^, . .  .i  ^m  darzustellen,  erhalten  hat,  giebt  uns  derselbe 
Zusatz  (n,  1),  wenn  man  ihn  in  derselben  Weise  auf  die  aus  diesen 
Gleichungen  abgeleiteten  Ausdrücke 

Pi  =  ^  (^»  •  •  •»  ^«1  «1»  «j, . . .,  a„), 
J>a  ^  ^  («1» . .  M  ««>  «1»  «»» •  •  •>  «n), 


^  (a?i, . . .,  Xn,  Ol,  Oj-, . . .,  «n) 


anwendet,  unmittelbar  die  -^ — -  identischen  Relationen: 
(pi  —  m,    pk  —  Jfk)  =  0, 
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176  Nachtrag  IV. 

wo  I  und  k  irgend  welche  Werihe  »ub  der  Beihe  1,  2, . . .,  n  sind.  Non 
reduciren  sich  aber  diese  Belatioiien  der  schon  (II,  8)  gemachten  Bemerkung 
nach  auf  die  folgenden 

*«*    ™    **. 

und  zeigen  somit,  dass  ;i^, . . .,  ji^i  gerade  die  Ausdrücke  von  Pi, ..  *,  Pn 
sind,  welche  Piäx^  -{-...  -|-  |>m^,i  zu  einem  exaoten  Differential  madieo. 
Die  in  den  Nr.  I  and  11  dargelegten  Principien  sind  nicht  minder 
nützlich  in  der  Theorie  der  Integration  der  simultanen  Oleicfanngen:  sie 
beseitigen  unmittelbar  die  Schwierigkeiten,  welche  Bour  in  dieser  Theorie 
übrig  gelassen  hatte,  und  führen  in  natürlicher  Weise  zu  der  Methode 
von  A.  Majer. 
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3.  Kapitel 

btegration  der  simnltaneii  partiellen  Differentialgleiehiiiigeii 

erster  OrdnHig. 


§  21.  Allgemeine  Theorie.    Metkode  von  Bour.^) 

79.  Fall,  wo  die  gegebenen  Gleichungen  nach  m  der  Oröesen 
p  anilgelöet  find.  —  Nehmen  wir  an,  dass  man  eine  gemeinschaftliche 
Lösung  der  m  Gleichnngen 

Pi   ~  Vi  (fCii  .  .  .,  ^n,  Pm+V  -^nPn)        ....      (Ij), 
Pt   =  Vs  (^1»  •  •  •>  ^m  l>m41»  •  •  •'  JP«)        •      .      .      .      (la), 


Pm  ™  Wfn{X\^  •  .  .»  ««,  JPw+l»  •  .  .|  JPii)        ....     (Im) 

zn  suchen  habe,   so  kommt  die  Aufgabe  darauf  zurück,  fi  —  m  neue  Re- 
lationen zwischen   den  p  und  den  x  von  solcher  Art  zu  suchen,  dass  die 
'Werthe  von  jPj,  .  . .,  1>2  ^  Functionen  der  x,  welche  man  aus  diesen  neuen 


^)  Swr  riftUgratian  des  equations  differewUeües  parHeUes  du  premier  et  du 
second  ordre,  (Jonrnal  de  T^cole  poljt.  89.  Heft,  S.  149 — 191),  insbesondere  §  m, 
S.  168 — 174.  Die  Methode  Yon  Bour  ist  auseinandergesetzt  in  Graindorge 
Ym,  8.  78—89;  Imschenetsky,  §  28,  S.  121—186;  Collet  (Ann.  de  T^oole 
nonnale  snpörienre,  Bd  YII,  S.  7-^47).  Die  Methode  yon  Bonr  enthielt  einen 
leiditeB  Iirthnm,  der  von  diesen  verschiedenen  Autoren  ebenfaUs  begangen  und 
Ton  Mayer  in  einer  ausgezeichneten  kleinen  Abhandlung  (Math«  Annal.,  Bd.  IV, 
S.  88—94),  deren  wesentlichen  Inhalt  wir  hier  wiedergeben,  berichtigt  wurde. 
Dieselbe  ist  betitelt:  „Über  die  Integration  simultaner  partieller  Differential- 
'  gleichnngen  der  ersten  Ordnung  mit  derselben  unbekannten  Function."  Imsche* 
netsky,  §  26,  S.  145—156,  wendet  die  allgemeine  Theorie  auf  die  unmittelbaire 
Bestimmung  der  lategrabilitAtsbedingungen  eines  Differentialalisdrucks  an. 
M  an B  i  0  n ,  Part.  Diflinrentialgleiohiingen.  12 
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178  Methode  von  Bonr. 

und  den  gegebenen  Oleichxmgen  ableiten  kann,  den  Ausdruck 

ds  «t  j?iAr,  +  p^dx^  H h  Pndxn      ....    (2) 

integrabel  machen. 

Es  folgt  darans,  daas  man  für  die  Werthe  von  %  und  von  h,  welche 
in  der  Reihe  1,  2,  8,  . .  .,  m  enthalten  sind,  haben  muss: 

{Pi  —  Vi,  JP*  —  Vit)  =  0 (8). 

Man  hat  hier  drei  F&lle  zu  unterscheiden. 

L  Es  ist  möglich,  ^dass  die  Gleichung  (3)  identisch  erfüllt 
ist  ftlr   alle  Werthe   von  i  und  X;. 

In  diesem  Falle  findet  man  den  Werth  von  jcr,  indem  man  sich  der 
Jacobi'schen  Methode  für  den  Fall  einer  einzigen  partiellen  DifiPerential- 
gleichung  von  dem  Augenblicke  an,  wo  man  bereits  m  Relationen  zwischen 
den  p  und  den  x  kennt,  bedient. 

Man  sucht  also  n — m  andere  Relationen 
• 

zwischen  den  jp  und  den  x  und  findet  eine  Lösung,  das  sogenannte  voll- 
ständige Integral  mit  n  —  m  +  1  willkürlichen  Gonstanten« 

IT.  Man  kann  möglicherweise  für  ein  oder  mehrere  Wertb- 
systeme  von  i  und  k 

{Pi  —  Vh  Pk  —  Wk)  =  const   . 
oder: 

{Pi  —  V.-,    Pk  —  Vk)  «*  ^(«1,  «2»  •  •  •»  *») 

finden. 

In  diesem  .Falle  haben  die  Gleichungen  (1)  keine  gemeinschaftliche 
Lösung,  da  es  entweder  absolut  unmöglich  ist,  der  Bedingung  (3)  zu  ge- 
.nügen,  oder  man  derselben  nur  genügen  könnte,  indem  man  F  ^^0  setit, 
d.  h.  indem  man  annimmt,  dass  zwischen  den  x  eine  Relation  besteht^) 

m.  Man  kann  möglicherweise  für  ein  oder  mehrere  Werth* 
Systeme  von  i  und  k 

{Pi  —  Vi,  Pk  —  y^k)  =  f{xu  . .  .,  a;„,  i>^^i, . .  .,  pn) 
finden. 

In  diesem  Falle  ist  ersichtlich,  dass,  wenn  das  gegebene  System  eine 
Lösung  hat,  die  Relationen,  welche  noch  zwischen  den  x  und  den  p  za 
suchen  bleiben,  derart  beschaffen  sein  müssen,  dass  man  für. jede  Function 
f  hat: 

^)  Man  würde  jedoch  nntersuchen  können,  ob  man  rieh  niöht  in  dem  Falle 
der  halblinearen  Gleichnngen  von  Lie  befindet,  von  denen  wir  oben  (Nr.  U) 
nur  die  Definition  haben  geben  können. 
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Zwei  S^Ue.  179 

Mithill  müssen,  und  darin  besteht  im  Wesentlichen  die  Methode  von 
Bour,  alle  diejenigen  von  diesen  Gleichungen  /*  =s  0,  welche  von  ein- 
ander verschieden  sind,  zu  dem  ursprünglichen  System  hinzugefügt  werden, 
da  sie  ebenso  wie  die  gegebenen  Gleichungen  selbst  erfüllt  sein  müssen. 

Das  in  dieser  Weise  vervollständigte  System  muss  wie  das  ursprüng- 
liche System  behandelt  werden;  tritt  der  Fall  I  ein,  so  vollendet  man  die 
Auflösung  nach  der  Methode  von  Jacob i;  kommt  man  auf  den  Fall  II, 
so  hat  die  Aufgabe  keine  LiSsung;  begegnet  man  dem  Falle  m,  so  muss 
man  zu  den  gegebenen  Gleichungen  noch  neue  Gleichungen  hinzufügen  und 
bezüglich  eines  dritten  aus  dem  vorigen  System  imd  den  neuen  Gleichungen 
bestehenden  Systems  dieselbe  Untersuchung  anstellen,     ü.  s.  w. 

Offenbar  konmit  man  zuletzt  auf  den  FaU  I  oder  auf  den  Fall  IL 
Konunt  man  insbesondere  auf  ein  System  mit  mehr  als  n  Gleichungen,  so 
ist  die  Aufgabe  unmöglich. 

80.  Fall,  wo  die  Gleichungen  in  implioiter  Form  gegeben 
Bind.  —  Es  seien 

fli  =  0,  fi,  =  0, ...,  fl;„  =  0    .    .    .    .   (11) 

wo  H  eine  Function  von  x^  rr,,  . .  .,  a?„,  p^,  p^j  .  -  -^Pn  bezeichnet,  die  ge- 
gebenen Gleichungen.  Wie  oben  beweist  man,  dass  man  für  die  Werthe 
von  i  und  %  welche  nicht  grösser  als  m  sind, 

{Hu  Hk)  =  Q (30 

haben  muss.  Man  findet  ebenfalls,  dass  drei  Fälle  zu  untersuchen  sind 
analog  den  obigen,  ausserdem  aber  noch  ein  vierter,  der  Bour  entgangen 
war  und  auf  den  Mayer  aufmerksam  gemacht  hat. 

L  Die  Gleichungen  (3')  sind  identisch  erfüllt  für  alle  Werthe 
von  i  und  h,  die  nicht  grösser  als  m  sind.  In  diesem  Falle  führt 
die  im  §  19  auseinandergesetzte  Jacobi'sche  Methode  am  häufigsten  zur 
Lösung;  wenn  nicht,  wende  man  die  Methode  des  §  20  an. 

n.  Man  findet  für  ^in  oder  mehrere  Werthsysteme  von  i  und  Tc-. 

{Hu  Hk)  =  const 

(fl,-,  Hk)  =  F{x^, . . .,  Xn,  Hl,  if,,  . . .,  Hm), 
d.  h. 

{Hi,  Hk)  =  -F(a?i,  . .  .,  a?„,  0,  0,  0, . , .  0). 

In  diesem  Falle  haben  die  Gleichungen  {!*)  keine  gemeinschaftliche 
Lösung. 

m  Man  hat  für  ein  oder  mehrere  Werthsysteme  von  i  und  k: 

{Hi,  Hk)  =  f{Xi,  a?2,  .  .  .,  a?n,  ft,  . .  .,  l?,). 

12* 
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In  diesem  Falle  füge  man  die  Oleichnngen  ^  aa  0  za  dem  nisprfiiig- 
liehen  Systeme  hinzu  und  diskntire  das  yerroUstiUidigte  System  in  derselben 
Weise  wie  das  ursprüngliche  System,  wobei  man  den  Fall  lY  mit  zu  be- 
rücksichtigen hat 

IV.  Endlich  ist  es  möglich,  dass  die  Gleichungen  (S^)  be- 
friedigt sind,  aber  nicht  identisch,  sondern  zufolge  der  Glei- 
chungen (1^  selbst.  Dies  tritt  z.  B.  immer  ein,  wenn  die  linken  Seiten 
der  Gleichungen  (1^  vollkommene  Quadrate  sind: 

M  —  0,     h\  —  0,  .  .  .,  Äi  =  0, 

da  jedes  Glied  von  (2/,-,  Hk)  alsdann  den  Factor  A,-  h^  enthält.  In  diesem 
Falle  muss  man  auf  die  Methode  des  vorigen  Paragraphen  zurückgreifen, 
um  zu  sehen,  welcher  der  Fftlle  I,  11  oder  m  eintritt. 

Bemerkungen.     L  Es  sei: 

Nach  dem  Satze  von  Jacobi  hat  man: 

(fl/.-H«+i)  —  (Ej,(m,H,)) {Hi,{Ht,Hj))  -  (H^(Hj,Sil). 

Ist  nun  bereits: 

(fl*,  HJ)  =  0,    {Hj,  Hi)  —  0, 

SO  findet  man  ohne  neue  Bechnung: 

(Ä),fl-„«)-0. 

n.  Mag  man  die  Gleichungen  in  der  einen  oder  der  andern  Form  an- 
wenden, in  jedem  Falle  müssen  die  Gleichungen  eines  jeden  betrachteten 
Systems  algebraisch  mit  einander  vertr&glich  sein. 

81.  Besonderer  Fall,  in  welchem  man  nicht  auf  die  Gleichungen 
p  —  y  =>  0  surückzugehen  braucht.^)  —  Nehmen  wir  an,  dass  man 
die  m  Gleichungen  ^=>  0  der  vorigen  Nummer  nach  jp^,  A»  •  •  •)  Pm  ^' 
gelöst  habe  und  dass  man  darauf  in  diese  Gleichungen  wiederum  die  ge- 
fimdenen  Werthe  von  jp^,  jp,,  .  .  .,  JPm  eingesetzt  habe,  so  werden  dieselben 
zu  Identitäten  und  man  hat  infolgedessen: 

m     ,     JH    9i^    ,    ,     9H^  ?*?  =  0 


^)  Die  Bemerkung  dieser  Nummer   rührt  ebenfalls  von  Mayer  her  (UbÜl. 
Annal.  Bd.  IV,  S.  98—94). 


Digitized  by 


Google 


iH 

d{pm—i>m) 

9pm 

tx 

m 

a(Pm—i>m) 

Besonderer  Fall.  181 

eine  Gleichung,  die  man  auch  schreiben  kann: 
_dH  ^  ^  ate-^i)  j ^ 

ix  iPi    .      9x  I    •  •  • 

Ebenso  hat  man: 

dp  aPi  *i>  ■!       '  •   •    1"    l^p^  ^ 

selbst  für  j?  =  Pi»J>2.  •  •  .»JPot.     Mithin: 

Lösen  wir  diese  Gleichungen  nach  {Pr  —  y^n  Ps  —'  W  &^i  so  ^st  der 
Nenner  des  Werthes  dieser  Ausdrucke  das  Quadrat  der  Determinante 

d{Hif  JB^, . . «,  Hm) 
HPi>Pv'yP»^)  ' 

in  der  man  sich J9^,|>2,  .  ..jPm  durch  ihre  Werthe  ersetzt  denkt.  Ist  diese  Deter- 
minante nicht  null,  so  werden  im  Allgemeinen  die  Gleichungen  (Hi^  Hu)  =  0 
die  Gleichungen  {pr  —  tprj  Ps  —  %/;,)==:  0  zur  Folge  haben,  und  man  braucht 
somit,  da  der  vierte  Fall  in  der  Analyse  der  Yorigen  Nummer  nicht  in 
Betracht  kommt,  bei  der  Anwendung  der  Methode  von  Bour  einzig  und 
allein  Gleichungen  von  der  Form  (fii,  H/c)  =  0  zu  benutzen. 

Dies  tritt  insbesondere  stets  in  dem  Falle  der  linearen  Gleichungen 
ein,  da  die  Determinante  nicht  mehr  Pi^p^,  -  -  'jPm  enthält. 

82.  Beispiel^).  Wir  wollen  die  Gleichrmgen  betrachten: 

-öl  =  PiPs  —  ^i^A  =  0, 
^2  =  PiPa  —  «l«8  =  ö» 

welche  in  Bezug  auf  Pj^  und  p^  linear  sind  und  auf  die  man  somit  die 
Methode  der*  Nr.  80  anwenden  kann,  ohne  auf  den  Fall  IV  Bücksicht 
nehmen  zu  müssen. 


*)  Imachenetsky,  Nr.  105,  8.133—136;  Collet  S.  44— 47;  Graindorge 
Nr.  79 — 83,  S.  77 — 85.  Wir  geben  dieselbe  LOsung  wie  Imachenetsky;  Collet 
giebt  eine  complicirtere  Lösung,  indem  er  von  der  folgenden  gemeinschaftlichen 
dem  zweiten  Werthsystem  der  jp  entsprechenden  Lösung  der  Gleichrmgen  ausgeht: 


/•=  x^x^ 


"^"»  fö)  • 


Dieser  Werth  ist  mit  Hülfe  der  Lösung  x^  —  x^x^x^p^—*  der  ersten  der  drei  zu 
integrirenden  linearen  partiellen  Differentialgleichungen  gefanden.  Graindorge 
reproducirt  diese  beiden  Lösungen  unter  einer  andern  Form  und  giebt  ausserdem 
eine  dritte  Lösnng  nach  der  Methode  von  Lagrange,  nachdem  einmal  die  Werthe 
von  |)j,  !>„  jp,  Erhalten  sind.  Ein  anderes  Beispiel  findet  sich  weiter  unten  (Nr.  93). 
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Man  findet: 

Setzt  man: 

-ffs  =  ^ijPi  —  ^«A  +  ^sPs  —  ^iPa  =  ^1 
80  hat  man: 

(H„  H,)  =  -  2fj»,ft  -  «.»J  —  —  2  ff,  =  0, 
{B,,  ff,)  —  +  2(ft|»4  -  «»«,)  =  +  2  ff,  =  0. 

Ans  den  drei  Belstionen  ff,  >»  0,   ^  <»  0,   ff,  ^  0  eilialt  man 
die  beiden  folgenden  Werthsysteme  ftlr  PtiPtiPt- 

o.  -  "f.  P. 

Das  zweite  Werth83r8tem  wird  erhalten  dordh  Vertanschnng  der  Indioea  1 
und  8  in  dem  ersten.  Die  Lösung  der  Aufgabe  in  dem  einen  Falle  giebt 
somit  durch  dieselbe  Yertauschung  die  Lösung  in  dem  andern.  Wir  wollen 
das  erste  System  nehmen.  Man  hat  die  Jacobi'sche  Methode  auf  das 
System  von  simultanen  linearen  Gleichungen  anzuwenden: 

(l>i  —  x^x^Pl^,  f)  =  0, 
(A  -  «i^8i>7\  f)  =  ö» 
(A    —  i>4^4^7N    f)  =  Ö' 

in  denen  f  eine  Function  von  x^,  x^^  x^^  x^  und  p^  ist.  Die  beiden  ersten 
dieser  Gleichungen  sind,  ausfOhrlich  hingeschrieben: 

^  +  g  wr  =  0. 

Sie  haben  als  gemeinsame  Lösung  ^|  s»  p^.  Setzen  wir  diesen  Aus- 
druck in  die  linke  Seite  der  dritten  ein,  so  finden  wir  eine  zweite  den 
beiden  ersten  gemeinschaftliche  Lösung,  nftmlich  d^  s»  JPi^s"'^*  ^  giebt 
keine  andere  von  t9^  und  19,  unabhängige  weiter.  Die  den  drei  Gleichungen 
gemeinschafbliche  Lösung  muss  sodann  der  Gleichung  genügen: 

^  =  ^  oder  5«  =  ^. 

Dieselbe  fuhrt  schliesslich  zu  der  gemeinschaftlichen  Lösung 

JP4   =   ««8. 
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Ana  diesem  Werthe   von  p^  imd   den   obigen  Besultaten  erh&lt  man 


dann: 

Px  =  -^»  P«  —  -^1  Ps  =  «a:^, 

i««r  =  -.  {x^dx^  +  x^dx^)  +  a  {x^dx^  +  x^dx^, 

Daroh  Vertauschnng   der   Indices    1  und  3  findet   man  eine   andere 
Losung: 
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4.  Kapitel 

Metbode  von  Glebseli  fttr  die  fattegratien  der  liiearei 

partiellen  Differentialgleichiuigen,  m  denen  die  JaeobfBche 

Methode  ffUiri') 


§  22.  Zuriickfiäirung  eines  voUständigen  Systems  linearer  Gleichungen 
auf  ein  Jacobi'sches  System  oder  die  Transformation  von  ClAsck^ 

88.  Eigensohafb  eines  voUständigen  SystemB.  —  Es  sei  gegeben 
ein  System  linearer  homogener  partieller  Difierentialgleichiingen : 

-4l£r  —  0»     ^£f  =  0,  .  .  .,  ^^£r  =  0    .     .     .     .     (1), 
in  denen 

.  de     ,  dz     .  ,  dz 

^  =  «"  15- +  «'•»  d^  +  •  •  •  +  «'.-:^ 

ist.  Sollen  die  Gleichungen  des  gegebenen  Systems  eine  gemeinschaftliche 
Lösung  haben,  so  müssen,  wie  wir  im  §  17  gesehen  haben,  fär  alle  Werthe 
von  i  und  k,  welche  nicht  höher  sind  als  /ül,  die  Gleichungen  bestehen: 

(ÄiÄ^  —  Ä^Ai)ß  =*  0 (2). 


^)  C leb  seh,  Über  die  simultane*  Integration  linearer  partieller  Differential- 
gleichungen (Crelle's  Joum.  Bd.  65,  S.  257—268),  S.  257—266.  In  der  ersten 
französiBchen  Auflage  dieses  Werkes  hatten  wir  nach  Clebsch  die  im  §23  aus- 
einandeigesetzte  Methode  die  Weiler'sche  Methode  genannt,  aber  Weiler  hat 
bemerlrt,  dass  seine  Methode  von  der  in  diesem  Kapitel  auseinandergesetzten 
Torschieden  ist.  Weiler  hat  zahlreiche  Arbeiten  über  die  partiellen  Differential- 
gleichungen TcrÖffentlicht,  welche  man  in  den  folgenden  Journalen  findet: 
Grüne rt's  Archiv  1858,  Bd.  38,  S.  268—284;  Schlömilch's  Zeitschrift,  1863, 
Bd.  8,  S.  264-292;  1875,  Bd.  20,  S.  83-92,  271-299;  1877,  Bd.  22,  S.  100—125. 
Die  Weiler'sche  Methode  wurde  von  Mayer  in  den  Math.  Ann.  1875,  Bd.  9, 
8.  347 — 370  einer  kritischen  Untersuchung  unterzogen.  Es  fehlte  uns  an  Zeit, 
um  eine  Analyse  dieser  Arbeiten  von  Weiler  zu  geben.  In  dem  Jahrbuch  über 
die  Fortschritte  der  Mathematik  1877,  Bd.  9,  S.  265  sagt  Mayer  über  die  letzte 
Abhandlung  von  Weiler:  „Der  Aufsatz  bringt  eine  neue,  von  den  früheren 
Mängeln  befreite  Darstellung  der  Weiler'schen  Integrationsmethode.** 
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>  VoUst&ndige  Systeme.  185 

Sind  diese  Relationen  identisch  erfEUlt,  so  nennt  Glebsch  das  gegebene 
System  ein  Jacobi'sch^s  System;  ist  die  linke  Seite  der  Gleichnngen  (2) 
eine  lineare  Oombination  der  Gleichungen  (1),  so  nennt  er  es  ein  voll- 
ständiges System,  und  wir  wissen,  dass  die  Gleichungen  (1)  in  diesem  Falle 
eben&lls  eine  gemeinschaftliche  LOsung  haben,  wie  wir  im  vorigen  Kapitel 
gesehen  haben.  Wenn  endlich  die  Gleichungen  (2)  nicht  för  alle  Werthe 
von  i  und  k  erfüllt  sind,  so  kann  man  nach  der  Methode  von  Bour  das 
gegebene  System  in  ein  voUstftndiges  System  transformiren,  oder  sich  über- 
zeugen, dass  es  keine  Lösung  hat.  Man  braucht  also  nur  die  vollständigen 
Systeme  und  die  Jacobi'schen  Systeme  zu  betrachten. 

Dies  vorausgeschickt,  sei  das  vollständige  System  (1)  gegeben.  Es 
seien  femer 

Mz  =  m^ÄiZ  +  fn^A^e  +  •  •  •  +  ^/i-^/*^  ™  ^ 
Nz  c=s  n^A^sf  4-  f^Ä^z  +  •  •  •  +  fif^Afi^f  =»  0 

zwei  lineare  Combination^i  der  gegebenen  Gleichungen;  dann  gilt  dasselbe  von 

MNß  —  NMa  =  0. 
Man  hat  nämlich: 

MNjs  ==  fn^Ai  (n^A^a  +  n^A^e  +  •  •  •  +  ^fiAf^Js) 

+  m^A^  (n^A^z  +  n^A^z  + h  n^A^z) 


+  m^Af,{n^AiZ  +  n^A^z  H h  n^^^r) 

=  {Mn^  X  ^lißf  H +  Mn^  X  A^js)  -f  ZmififcAiAkZ. 

Mithin:  1»! 

{MN—  NM)z  =  I{Mni  —  Nm^  X  AiZ  +T min*(^,ilÄ  —  AkAi)z. 

1,1 

Der  erste  Theil  der  rechten  Seite  ist  von  selbst  eine  lineare  Combi- 
nation  der  gegebenen  Gleichungen;  dasselbe  ist  infolge  der  Gleichungen  (2) 
mit  dem  zweiten  Theile  der  Fall.     Mithin  schliesslich: 

In  einem  vollständigen  System  kann  man  eine  gewisse  An- 
zahl von  Gleichungen  durch  eine  gleiche  Anzahl  anderer  Glei- 
chungen, welche  Gombinationen  der  gegebenen  Gleichungen  sind, 
ersetzen,  ohne  dass  es  aufhört,  ein  vollständiges  System  zu  sein. 

84.  Beduotion  eines  voÜBtändigen  Systems  auf  ein  Jaoobi'sohes 
System«  —  Es  seien 

«1,  «*a»  •  •  •>  «*/* 

ß  willkürliche  Functionen  und  es  mögen  die  Gleichungen 

B^z  =  0,     B^z  =  0,     V  =  0, .  . .,     5^  =  0    .     .     (3) 
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aus  den  folgenden  Belationen  sich  ergeben  haben: 


A^z  =  Ä^u^ .  B^e  +  A^u^  .B^g  -{ H  Ä^Uf, .  B^^e 


(4). 


Das  System  (8)  ist  alsdann  ein  Jacobi'sches,  d.  h.  man  hat  identisch: 

{BiBk  —  BuBi)z  —  0 (5). 

Setzt  man  n&mlich  in   den  Gleichungen  (4)  der  Reihe  nach  fr  &==  «j, 
jgr  SS  M^,  . . .,  £r  S3  f«^,  so  findet  man,  wie  leicht  zu  sehen: 

ByUy^  —  1,     ^,Ui  =0,     ^8«^  =  0,  .  .  .  .,     B^u^  —  0      (61), 
B^u^  —  0,     B^i^  —  1,     ^8«2  —  0,  .  .  .  .,     ^^is  =  0      (6,), 

B^u^  =0,     j^w^  —  0,     B^u^=  0, ,     B^u^  =  1      (6^), 

d.  h. 

B,Mu  —  0,     At*.  —  1 (6). 

Der  Nr.  83  zufolge  ist  {BiB/c  —  B^Bi^z  eine  lineare  Combination 
der  Ausdrücke  Ajs  oder  nach  (4)  der  Ausdrücke  Be.     Mithin: 

{BiB^  —  BuBd  z  =  C.B^z  +  C^B^z  +  C^B^z  +  -  •  •  +  C^Bfj;  =  0     (7). 

Setzen  wir  in  dieser  Gleichung  z  ssa  Ui,  z  =^  u^,  .  .  .,  j?  sa  n^,  so 
folgt: 

Ci  =  0,     (7,  =  0,  .  .  .,     C;  =  0 

infolge  der  Belationen  (6).  Mithin  ist  schliesslich  die  Gleichung  (5)  iden- 
tisch befriedigt. 

Zusatz.  Das  Jacobi'sche  System  (3)  ist  so  beschaffen,  dass  man 
yu  —  1  verschiedene  Lösungen  einer  jeden  der  Gleichungen  kennt,  welche 
dasselbe  bilden,  und  zwar  geht  dies  aus  den  Gleichungen  (6)  hervor. 

85.  Integration  des  Systems  der  Oleiohungen  ^jer  =  0.  —  Die 
Methode  besteht,  wie  bereits  erwähnt,  darin,  dass  man  zunächst  eine  Lösung 
der  ersten  Gleichung,  sodann  eine  Lösung  der  beiden  ersten,  darauf  eine 
der  drei  ersten  Gleichungen  u.  s.  w.  sucht.  Jedoch  vereinfacht  sich  die 
Lösung  infolge  des  Zusatzes  in  voriger  Nummer.  Nimmt  man  nämlich  an, 
dass  man  eine  Lösung  ^^  der  i  —  1  ersten  Gleichungen  gefunden  habe, 
welche  von  den  unmittelbar  bekannten  Lösungen,  welche  etwa  1*,,  w,^_i, . . .,  «u 
seien,  verschieden  ist,  und  setzt  man 

^2  =  ^lA»     ^8  =  B{d^, , 
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80  werden  ^21  ^si  •  •  •  ebenfalls  Lösungen  der  i  —  1  ersten  Grleiohiingen 
sein.  Da  man  for  i  —  1  Gleichungen  mit  n  xmabh&ngigen  Veränderlichen 
nicht  mehr  als  n  —  (i  —  1)  gemeinschaftliche  Lösungen  finden  kann,  so 
ist  man  sicher,  dass  die  Reihe  der  Werthe 

^1,  K  .  - .,  ^r,  Ui,  «*,.^i, . .  .,  «^     .     .     .     .     .     (8) 

nicht  mehr  als  n  —  (i  —  1)  verschiedene  Werthe  enthalten  kann.  Somit 
ist  r  höchstens  gleich  n  —  jj,.  Wir  suchen  alsdann,  wie  wir  dies  oben 
gethan  haben,  eine  Function 

welche  der  Gleichung  Bi/s  s=s  0  genügt.     Dazu  muss  sein: 

Wegen  der  Definition  der  1?  und  der  Gleichungen  (6)  reducirt  sich 
diese  Gleichung  auf 

^  +  ^«f +  ^»^+-+^--^  =  «-  •  («)' 

worin  'd^^^  eine  Function  der  andern  Lösungen  der  t  —  1  ersten  Glei- 
chnngen  jBe  =»  0  ist.  Somit  vereinfacht  die  Existenz  der  Gleichungen  (6) 
die  Ermittelung  der  Reihe  (8)  sowie  die  Hülfsgieichung. 

Die  vollständige  Lösung  des  Systems  (2)  wird  mit  Hülfe  der  im 
vorigen  Kapitel  angegebenen  Methoden  bewirkt. 

§  23.  Methode  eur  Integration  der  simultanen  Unearen  partiellen  Diffe- 
rentiaigleichungenj  su  denen  die  JacoMsche  Methode  fiührt}) 

86.  Besondere  Beseiolmungen  und  FeBtsetsungen  für  die  An- 
wendung der  Methode  des  vorigen  Paragraphen.  —  Der  grösseren 
Bequemlichkeit  wegen  schreiben  wir  die  Systeme  der  Nr.  67  folgendermassen: 

A^  =  0 (ii), 

Ä^H^  -=  0,  A^H^  =  0 (Ij). 

Ä^H^  =  0,  Ä^H^  ==  0,  A^H^  =  0        (1,), 


A^H„  =  0,  A^En  =  0,  A^En  =  0 ,  A„_^En  =  0  (l^O. 

^)  Wir  verbessern  hier  nach  der  Abhandlung  von  Clebsch  einen  Irrthum, 
der  sich  bei  der  ersten  (französischen)  Auflage  dieses  Buches  eingeschlichen  und 
auf  den  nns  Herr  Hamburger  in  seiner  Becension  unseres  Buches  (Hist.  liter. 
Abtheüung  von  Schlömilch's  Zeitschrift  1877,  Bd.  XXH,  S.  41—48)  gütigst 
aufmerksam  gemacht  hatte. 
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und  die  transformirten  Systeme  wie  folgt: 

^i.A  — 0 (lU 

5i,,fii  — 0,    ^,.,ir3  — 0 (\\l 

A  ,»-1  Äi  =  0,  ^,,„_iÄ«  =s  0,  J^g.n-l-^"  =  0, . . . .,  -Ba-L^-i-Hif  =0(r, j). 

Um  die  Transformation  Von  Glebsch  auszufahren,  haltoi  wir  uns  an 
die  folgenden  Regeln:  1)  die  u  sind  dieselben  fOr  das  System  (1,)  wie  for 
das  System  (l,_i),  nur  dass  man  zur  Transformation  von  (Ij)  eine  Fnnctioa 
Ui  mehr  nimmt.  2)  Diese  Function  «,*  ist  eine  LOsang  der  i  —  2  ersten 
Gleichungen  des  transformirten  Systems  (l'i.i).  3)  Da  die  Systeme  (1|), 
(1,),  (lg),  .  .  .,  (ln_i)  nicht  unabhängig  sind,  sich  jedoch  ein  jedes  von  ihnen 
nur  durch  Hinzuftigung  einer  Gleichung  von  dem  vorhergehenden  unter- 
scheidet, so  denken  wir  uns,  um  irgend  ein  System  (1,)  zu  transformiren, 
dasselbe  ersetzt  durch  (l',__i),  dem  wir  die  Gleichung  AiHi^i  5=  0  hinzu- 


87.  Transformation.  —  Da  man  bei  der  Bestinunung  von  ^i,,^i, 
^2.f— 1»  •  •  •  ^®  *  —  ^  bereits  bekannten  Functionen  u  anwenden  muas,  so 
hat  man: 

B,,,_,u,  =  0,     B^^,^u^  —  1 (2), 

falls  h  und  k  kleiner  als  i  sind.     Sodann  muss  Ui  eine  Lösung  der  simul- 
tanen Gleichungen  sein: 

-ßi,.-i«<  =  Ö»     ^«„-i**.-  =  0,  .  .  .,     B^^^^Ui  —  0  .     .    (3). 

Die  allgemeinen  Transformationsformeln  für  das  System  (1,)  sind, 
wenn  man  von  der  letzten  Festsetzung  in  der  vorigen  Nummer  keinen  Ge- 
brauch macht  und  H^^^^  =  z  setzt: 


AiZ=    ÄiUiBi^iZ+      ^^j9j„£r+...+     Ä.Ui_^B-_^^.z+    AmiBi^iß    (4) 
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Die  i — 1  ergten  von  diesen  Relationen  gehen  über  in: 

ÜEÜls  wir  darin  die  Festsetzung  am  Schlüsse  von  Nr.  86,  8  einfahren.  Die 
hinsichtlich  der  u  getroffenen  Festsetzungen  ergeben  sodann  zufolge  der 
Relationen  (2)  und  (8): 

^-i..-i^  =  5|_i.^  +  Bi^^^i^tUiBi^ig    .     .     (5). 

Mithin  ist  das  ^tem  (1\)  identisch  mit  dem  System  (l'i_i),  wenn 
man  von  demselben  die  letzte  Gleichung  weglfisst  und  dafür  zwei  neue 
Relationen  B._y^^^  sk  0,  B^^^js  «s  0,  welche  durch  die  Gleichungen  (4) 
und  (5)  besthnmt  werden,  zu  demselben  hinzufügt. 

Man  kann  demnach  das  transformirte  System  folgendermassen  dar- 
stellen: 

OiH,  =  0, 

AHg  =  0,  Cjflg  =  0. 

J)i5»  =  0,  D,H^  =  0,  Cjfl^     =  0, 

DiH^  =  0,  D^Hi  =  0,  D^H^     ==  0,  C^H^     =  0, 

^1^,-1  =  0,  D,H^,  =  0 C„_,H„_,  —  0, 

Äff.      =  0,  D,fl.      —  0, D„_,fr»     =  0,   C„_ifl,  —  0. 

Die  hier  mit  C  und  D  bezeichneten  Operationen  sind  bestimmt  dnrdi 
die  Oleiohnngen: 

C,_,F  =.  D,_^F  +  Ci_,u.C.F, 

AiF     =  A{^  .  DiF  H J-  ^,M,_,Cj_iF  +  AiUiCfF. 

Anstatt  die  in  Nr.  77  angegebene   Anzahl  von   Integrationen   anszu- 
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führen,  braucht  man  nach   der  Methode  von    Clebsch    nur   ein  Integral 
zu  suchen 

von  1  Differentialgleichung       2fi — 2*«'  Ordnung,  um  H^  zu  finden 

„     2  Differentialgleichungen  2n — 4^*^         „  ,,    H^    „       ^ 

I»     2  „  2fi — 6**'  „  ,1  •  ^4    n        »» 


Es  ist  jedoch  von  Wichtigkeit,  zu  bemerken,  dass  die  Vereinfuhimg 
nur  dann  so  gross  ist,  wenn  die  dem  r  analogen  Zahlen  im  vorigen  Panp 
graphen  stets  ihren  grössten  Werth  haben.  Im  andern  Falle  hört  die 
Vereinfachung  auf,  weil  man  keine  Functionen  u  in  genügender  'Anzahl 
mehr  findet,  um  dieselbe  vollständig  durchzuführen. 
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5.  Kapitel. 
Methode  yon  Kotkine  und  Boole. 


§  24,  Methode  von  Korkine^), 

SS.  Allgemeiner  Gtedankengang  der  Korkine'schen  Methode.  — 

Bei  der  Methode  von  Clebsch,  ebenso  wie  bei  der  von  Jacobi  und  Bour 
werden  die  Systeme  simultaner  Differentialgleichungen  absolut  in  derselben 
Weise  behandelt  wie  eine  einzige  Gleichung,  zu  der  man  durch  glücklichen 
Zufidl  ohne  alle  Rechnung  Relationen  zwischen  den  Veränderlichen  x,  den 
Ableitungen  p  und  willkürlichen  Constanten  hinzufügen  konnte.  Es  giebt 
keinen  unterschied  zwischen  der  Integration  eines  Systems  simultaner  Glei- 
chungen und  der  ZuendefÜhrung  der  angefangenen  Integration  einer  einzigen 
Gleichung. 

Bei  den  Methoden  von  Korkine,  Boole  und  Mayer,  die  wir  in 
diesem  und  dem  folgenden  Kapitel  auseinandersetzen  werden,  geht  man 
eben&Us  von  den  Jacobi'schen  Vorstellungen  aus,  man  eliminirt  aber  femer 
jedesmal,  wenn  es  gelungen  ist,  eine  der  simultanen  Gleichungen  zu  inte- 
griren,  eine  Veränderliche.  Die  Methode  von  Korkine  ist  auf  beliebige 
Gleichungen  anwendbar,  die  von  Boole  auf  die  allgemeinen  linearen  Glei- 
chungen, die  von  Mayer  ebenfalls  aber  insbesondere  noch  auf  diejenigen, 
zu  welchen  die  Jacobi'sche  Methode  führt.  Die  Methode  von  Mayer 
enth&lt  überdies  einen  anderen  Cauchy  entlehnten  Gedanken,  nämlich  den 
der  Einfahrung  der  Anfangswerthe  der  Variablen  als  Constante. . 

Die  allgemeine  Methode  von  Korkine  besteht  in  Folgendem:  Es  seien 

fl  (^11  •  .  •»  ^n,  1^1,  .  .  .|  l>n)   ==  »1 (ll) 


/"m  (^1,  •  .  .,  ^n»  Ä»  •  •  •>  i^«)   =   ^1« (Im) 


')  Eorkine,  Comptes  rendus  de  TAcad^mie  des  scienoes  de  Paris  Bd.  68, 
8.  146(^1464,  1869  I.  Semestre.  Wir  seteen  voraus,  dass  die  Variable  e  ans  den 
vencfaiedenen  Gleichungen  fortgeschafft  sei,  wodurch  die  Rechnungen  beträchtlich 
abgekflrzt  werden.  Die  Eorkine'sche  Methode  ist  die  zweite  Bour*sche  Methode 
zur  Erniedrigung  der  Anzahl  der  Integrationen,  wie  Korkine  selbst  sagt. 
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m  siinaltaae  Gleichungen,   welche  ffir  die  Werthe  von  t  und  k,  die  nicht 
höher  sind  nU  m,  der  Bedingung 


(/;.,  /i)  «:  0  oder  2 


identisch  genügen.  Wir  integriren  die  eine  der  Gleichungen  (1)  z.  B.  (1«) 
und  es  sei 

z  +  u  ^  F{xi,...,  Xn,  y^..^  if^i)     ....    (8) 

das  gefundene  voUstAndige  Integral,  wo  u,  y^, .  .  .,  y^^_^  willkürliche  Con- 
stanten sind.  Ans  Nr.  15  wissen  wir,  dass  e  die  überschüssige  Constante 
u  beigefügt  werden  kann,  wie  wir  es  hier  Toranasetzen.  Die  Relation  (S) 
giebt: 

^1  =  toT-  •  •  •  ••  -P-  -"  »^ w- 

Nimmt  man  an,  dass  u  eine  gewisse  Function  der  Grössen  y  sei,  so 
kann  man  aus  dem  vollständigen  Integral  (8)  ein  allgemeines  Integral  her- 
leiten, wenn  man  demselben  die  Relationen 

(5) 
wo 


*** 

'  «-1  -  »y„_. 

*• 
«1-^,,... 

du 

• 

ist,  acljungirt.  Bei  der  Korkine'schen  Methode  stellt  man  sich  die  Angabe, 
die  Form  der  Function  t«  von  y^,  .  . .,  y^^i  derart  zu  bestimmen,  dass  das 
in  Bede  stehende  allgemeiae  Integral  von  (l,,,)  auch  den  andern  Gleichungen 
des  Systems  (1^),  . .  .,  (l^-i)  g^i^ügt.  Zu  dem  Zwecke  leitet  man  aus  den 
Gleichungen  (4)  und  (5)  die  Werthe  von 

a?i,  a?8,  .  .  .,  ir„_i,  p^^  .  >  n  Pn 
als  Functionen  von 

Vv  y«»  •  •  •»  y«-i>  ^«>  8i»  •  •  •>  9«-i 

her  und  substituirt  sie  in  die  Gleichungen  (1).  Die  letzte  derselben  wird 
dadurch  eine  Identität,  da  die  Gleichungen  (3),  (4)  und  (5)  ein  allgemeines 
Integral  von  (!„,)  ergeben.  Die  andern  verwandeln  sich  in  ein  System 
von  m  —  1  simultanen  Gleichungen  zwischen  y^,  y„  . . .,  y„_i,  Qi,  . . .,  3„_it 
welche  die  beiden  folgenden  Eigenschafben  besitzen^): 


')  Sfimmtliche  Methoden,  welche  die  Elimination  anwenden,  führen  zu  Sho- 
liehen  Eigenschaften.  Wir  haben  davon  schon  ein  Beispiel  g^abt  bei  Gelegen- 
heit der  Pfaff*8chen  Methode  (Nr.  48).  Die  üntersachnngen  von  Lie  machen- 
alle  analytischen  Beweise  von  Sätzen  dieser  Art  Überflüssig. 
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1)  Sie  enthalten  nicht  mehr  die  Variable  x^^, 

2)  Sie  genügen  in  Bezug  auf  die  Grössen  y  und  q  Integrabilit&ts- 
bedingnngen,  welche  der  Gleichung  (2)  analog  sind. 

Aus  diesem  neuen  System  von  m  —  1  Gleichungen  mit  n  —  1  nnab- 
hftngigen  Variablen  leitet  man  ein  drittes  Syötem  her,  welches  eine  Gleichung 
und  eine  Verftnderliche  weniger  enthält,  u.  s.  w.,  bis  man  zu  einer  einzigen 
Gleichiteg  mit  n  —  m  unabhängigen  Variablen  gelangt 

Die  allgemeine  Methode  vereinfiacht  sich  etwas,  wenn  einige  der  Grössen 
p  in  der  Gleichung  /*„  ssa  0  nicht  vorkommen. 

89.  Beweis  der  ersten  Eigenschaft  des  traasformirien  iSystemb.^) 
—  Es  sei  nach  der  Elimination  von  x^,  .  .  .,  ^„_i,  Pi^  •  .  .,  |7„: 

(dF 


Man  hat: 
dx^  dxn        cte,  dxn 


dfi      dx^ 


dx„ 


dXn 


+    ^fi  *>y 


dXn 


dtp 
dXn 


0. 


Ebenso  erh&lt  man  aus  den  Gleichungen  (5) 


d»F 


difidx^ 


dx,    , 

dXn^ 


d'F         dXn 


rF 


Sy^dxn 


dXn 


dyidxn 


-0, 


4yi,— 1*!B,     dXn  "*" 


8y„-idXn-i     dXn       '      iyn-i8XH 


dx  dx 

Die  Elimination  von  ^i  •  •  -»    """^  zwischen  diesen  Gleichungen  führt 


zu  der  Relation: 


äfi 


dx. 


dx^' 

<«F  

dyydx^ '  '      Sy^dXn^i '     dy^dxn 


II— i 
8^F 


dfi  __  9^ 
dXn  SXn 

S^F 


d^F 


8*F 


d^F 


=.  0. 


Wir  multipliciren   die  Kolonnen   dieser   Determinante   respective   mit 

«l>i'      «ä'*"    9Pn 


')  Kork  ine  giebt  die  in  Rede  stehenden  Eigenschaften  an«  ohne  sie  lu 
beweisen. 


Xansion,  Part.  Differantialgleiohiuigen. 
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und  addiren  sie  zu  der  letzten;  wir  bemerken  ferner,  dass 


«Tm     d'F 


*i      *f|AKi 


0, 


^m        4Pi         I     .  .  ,    I      y«!       4P«       _.   q 

ist,  da  f,.  nach  Suhstitation  der  Werthe  (4)  der  Grössen  p  identisch  M 
isty  und  setzen 


Alsdann  wird: 


«Vi 

•  •'       «to»-.' 

»Ma:^'   •• 

•••  «y,to,_.' 

«»F 

#'F 

9Xn 


0   . 


0. 


Hieraus  ergiebt  sich,  jedesmal  wenn  die  Determinante 

nicht  nnll  ist,  was  offenbar  der  allgemeine  Fall  ist: 

Sxn 
Nnn  ist  aber  infolge  der  Gleichung 

17  SB  0,  wie  wir  sogleich  sehen  werden.     Man  hat  nftmlioh: 


Ms. 


—  Z 


mifhin: 


^j  »PI    ixitxii ' 


0  —  (fu  M  —  2 


8fL    Ml 

dXfc  ^     dX/g 


-2 


»«*'  \iPi     iX,Sxit  "^       "•"  üp»   »»a^kl 


Ml 
»Pk' 


9fm 
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Ordnen  wir  die  Snnune  auf  der  rechten  Seite  nach 

9fm      9fm 

so  geht  die  vorstehende  Oleiohung  über  in: 

+ 

■    Vmlift    .    ifi    8'F     _«^    a'J*  \        0 


oder  kurz: 
d,  h. 


9fm     dfi     . ,      Sfm    dfi  ^ 


ir=  0. 

Mithin  hat  man  auch  schliesslich 

^    =0, 

d.  h.  die  transformirten  Gleichxmgen  enthalten  Xn  nicht. 

90.  Beweis  der  sweiten  Eigemiohaft  des  transfbrmirten  Systems. 

—  Wir  betrachten  zwei  der  Functionen  /J  z.  B.  f^  und  ^,  und  setzen  der 
Bequemlichkeit  wegen,  nachdem  wir  die  x  mittels  der  Belationen,  welche 
die  Grössen  q  ergeben,  eliminirt  haben: 

-/  dF  dF\  f  V 

Ai^  «1,  - . .,  Xn,  ^.  •  •  o  ^ j  =  ^ (Vi»  • .  M  y«-ii  äfi»  •  • .»  ffii-i)j 

Ersetzt  man  in  diesen  Gleichungen   rechts   die  Grössen  g  durch  ihre 
Werthe,  so  erh^t  man  die  folgenden  Identitäten: 

jf  l  dF         dF\  I  dF  dF  \     ,^  . 

A(^,...^»,ä^,...,äs;)=^9'i»i--'y-i'^,---^   (6,), 

Aus  diesen  Identitäten  folgt  unmittelbar,  wenn  man  sie  in  Bezug  auf 
irgend  eine  der  Variablen  y  differentürt: 

9y  \8q,dy^         ^  d^n^,    «y   /  "^  «>i  «y  "^         ^  9pn  9y' 

*^  l^Sfi^y"^    '"^a«„-^    dy   j'^9p,dy^        ^9pn9y' 

13* 
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Somit  kommt  in  dem  Aiudrack 

(V»  V)  — 
die  folgende  Summe  von  Detenninanten,  mit  dem  Zeichen  —  yeisehen,  Tor: 


99 

»Vi 

^' 

2 

1-1 


^9      d*F 
*2i   9tfidffi 


+ 
+ 


•  + 


#»         9^F        ^ 


Diese  Summe  ist  aber  null,  denn  die  Grösse 

d^F 

ist  in  der  dem  Index  %  entsprechenden  Determinante  multiplicirt  mit 


dagegen  ist  die  Grösse 


d(p     djf  dtp     Ihp  ^ 

dqjc    dqi  ä^  dqk  ' 

^F 


in  der  dem  Index  h  entsprechenden  Determinante  multiplicirt  mit 


Hi  Hk 


dip    Bjf 
9qk    9qi' 


Mithin  heben,  sich  s&mmtliche  Glieder  gegenseitig  auf. 

Es  ergiebt  sich  hieraus,  dass  die  Grösse  {%  y))  einfach  gleich  ist: 


2 


^i  9yi  ^ 


89 

in 

,      9f,   dpn 

Um  das  zweite  Theorem  ton  Korkine  zu  beweisen,  btaucht  man  also 
nur  zu  zeigen,  dass  dieser  Ausdruck,  den  wir  kurz  durch 


darstellen^  gleich  Null  ist. 
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Zu  dem  Ende  miiss  man  -r^,  -^  finden  nnd  ausserdem  noch  die  Be- 

dingnng  «nsdrficken,  dass  die  Snbstitation  derart  ist,  dass  f^  und  f^  nach 
der  Transformation  nicht  mehr  rCj,  enthalten. 

um   ^  zo   finden,    düferentüren  wir    die  Werfhe    der   FoaetioneiL 

9>»  Ai  •  •  •>  P«>  äfi»  •  •  -1  ffn-i  J^ia^^  «1»  ^ö  ^^^' 


0  B=  *'  *i  +  . 

-t 

1       ipn    äXn~i 

dpn 

d<L 

»«»-1  <*! 

0  — *fe^>H-. 

• 

1  »«»-.«»«,_, 

Hieraus  folgt,   wenn  man  die  Ableitnngen  der  x  und  der  p  nach  q^ 
eliminirt: 


0, 


0, 


AP>  *Pi 


0, 


,-l,..., 


<Pii 


,      0,..,— 1 


1  «ft  *g»  0  Q 


«9. 


*»,'•■•'  »»„ 


,      0, . . .,      0 


Q    *glt-l  *g«-i  0  0 


1=  0. 
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Moltiplicirt  num  die  erste  Kolonne  mit  f^^^  und  addirt  sodann  sftmmt- 
liche   analogen  Determinanten,    welche   man  erhftlt,   indem  man  -^  dordi 

P^'  jp»  •  •  •  ersetzt,  so  findet  man  eine  neue  Determinante,    welche  glddi 

Null  nnd  von  der  vorigen  nicht  rerschieden  ist,  ausser  dass  darin  die  atsts 
Kolonne  ist: 


0 

ö, 
+  .  . .  +  V.  *»- 

*Pt  *yii— 1 

•            1    */i    ft»« 

wfthrend  die  andern  Kolonnen,  wie  gesagt,  dieselben  bleiben. 

Mnltiplicirt  man   die  Zeilen   der  so  erhaltenen  Determinante  Ton  dar 
zweiten  an,  respective  mit 

9Pi  •  • "  *«' 


dy 
V 


^9ii 


nnd  addirt  sie  sodann   zu   der   ersten  Zeile,   so  ist  in  dieser,    infol^   der 
nachstehenden  ans  der  Gleichnng  (6^)  sich  ergebenden  Oleichnng 


_  |?9  ??i    . 
dfl,  da:,.  ^ 


"^  Äp«  da;,- 


(7) 


nnr  das  erste  Element  nicht  identisch  nnlL     Dieses  Element  aber  ist: 


Wegen 


Wi  \9Pt  dyi       '  * '  "^  api»  dyj 

ij9_  (9f,   _^h_    .  ,    i4  -*1-U 


9xfiyic 


9qk 


(8). 
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ISsBt  sich  der  zw^te  mit  dem  Zeichen  —  veisehene  Theil  dieses  Elementes 
schreiben: 

+ 

9Ph  [dq^^   9Xn^  '  '  '  dqn  dXn/ 

Die  Gleichung  (7)  giebt  uns  noch  an  Stelle  dieses  Ausdracks: 

yt  l^fi    I   M   *i  4.  .  .  .  4-  :&  ^A 
ft^i  \  *«i        ^1   9Xi        ^  '  9pn  9Xi] 

+ 

I     9ft^  [  J^  4.  1^1  M  4.  ...  4.  i^   ^\ 
"*"    9pn  \9Xn  "■     dPi   ton  "*"'*'     '      $pn  dXnf' 

Da  die  Determinante,  deren  erstes  Element  der  Ansdrack  (8)  ist,  null 
ist  Tind  da  die  andern  Elemente  ihrer  ersten  Zeile  ebenfedls  nnll  sind,  so 
miifls  anchi  dieses  erste  Element  selbst  nnll  sein.     Mithin  schliesslich: 

"r'^  r     ^  1  ^i    y«     I    jrf  ^i    y.      9'F 
7    dqi  '••'  7   9xi    dPi    "^  1  7  SPi  dpk  SxidXk^ 

Ebenso  findet  man: 

^    9qi  '1'«  f  dXi    9pi  ^  ff  9Pi   9Pk  ^x^k' 

Snbtrahirt  man  die  erste  dieser  Oleichnngen  von  der  zweiten,  so  folgt: 

{q>,  W) (Ai  U)  —  0, 

und  dieses  bildet  die  zweite  Eigenschaft  des  transformirten  Systems. 

Man  wird  bemerken,  dass  wir  nicht  explicit  ausgedrückt  haben,  dass 
f^  xmd  f^  nach  der  Transformation  nicht  mehr  Xn  enthalten.  Doch  setzt 
man  dies  implidt  yorans,  indem  man  die  Gleichnngen  (6)  anwendet.^) 


^)  Eorkine  schlieest  aas  diesen  beiden  S&tzen,  dass  das  gegebene  System 
eine  Losung  mit  n  -f  1  "-"  ^  Gonstanten  hat.  Die  Umkehnmg  ist  leichter  zu 
be'weisen,  wenn  man  sich  auf  die  Theorie  von  Jacobi  imd  Bour  stützt,  wie 
leicht  zn  sehen.  Bei  dieser  Gedankenfolge  werden  die  umfangreichen  und  müh- 
samen Beweise,  die  wir  hier  geben,  überflüssig. 


Digitized  by 


Google 


200  Methode  toh  Korkine  und  Boole.  [Nr.  91—92] 


§  25.  Lineare  Gleichungen.    Methode  van  Boole.^) 

91.  Besondere  Form  der  lineeren  Gleiohnngen  und  ihrer  Inte- 
grebOititibedlngiingen.')  —  Es  seien  m  lineare  Gleichungen  zn  be- 
trachten: 


^m  =  K,iPi  +  KaP%  +  •  •  •  +  &m.^P^  =  0, 
in  denen  m  -f-  n  »=  ^  unabhängige  Variable 

und  die  Ableitungen  yon  »  nach  diesen  Variablen 

Px^  fti  •  •  •»  Pmi  Pm-k-if  •  •  •»  -Pjv 
Yorkommen. 

Aus  den  gegebenen  Gleichungen  kann  man  m  andere  Belationen  ab- 
leiten, von  denen  jede  eine  einzige  der  m  ersten  Ableitungen  enthält  Der 
grösseren  Symmetrie  wegen  stellen  wir  die  Variabein 

durch 

yii  Vi,  . . .,  y« 

und  die  entsprechenden  Ableitungen  durch 

«1»  «21  •  •  •»   3« 
dar.     Hiemach  werden  die  m  neuen  Gleichungen  yon  der  Form  sein: 

A^  ^Pi  +  «i.ift  +  «i.2fe  +       •  +  »i.rf„  —  0, 
^^  =  ft  +  «2,ift  +  a»^fe  H h  «j,n«»  =  ^1 

Ämg'^  Pm+  »m,!«!  +  «m.2«2  H h  «m.«««  =   0. 

Die  Integrabilitätsbedingungen  sind,  wie  man  aus  §  17  weiss,  sttmmt- 
lich  yon  der  Form 

{AiÄfe   —   Ä/tAi)g  =   0 


0  Boole,  Tr  eatise  etc.,  Supplement  Kap.  24,  S.  68—69,  Kap.  25,  S.  74--89. 
Collet,  Annal.  de  Tdcole  normale,  Bd.  7,  S.  47—67. 

*)  VgL  hierdber,  ausser  den  vorher  genannten^  Imschenetskj,  §  24 
S«  136 — 141.  Weder  dieser  Autor  noch  Graindorge  legen  die  Methode  von 
Boole  dar. 


Digitized  by 


Google 


Lineare  Gleichungen.    Methode  von  Boole.  201 

oder  auch,  wenn  man  entwickelt: 

Eb  ist  mit  Hülfe  dieser  Formel  leicht,  die  Integrabilitätsbedingongen 
zn  finden  «nnd  das  System  der  gegebenen  Gleichungen  zu  yervollständigen', 
bis  es  eine  solche  Form  angenommen  hat,  dass  man  darauf  die  Integrations- 
methode  yon  Jacob i  imd  Bour  anwenden  kann. 

92.  Traasfoxmation  der  linearen  Gleiohungen.^)  —  Nimmt  man 
nene  unabhängige  Verftnderliche 

/  1*1,  Uj,  .  .  .,  %, 

so  hat  man: 

__   d^  dt^    ,  ,    ^  duii 


^'^         du^  dxm'^  •  •  .  -r  ^^^   ^j^p^ 
^^d^dtti_j I      dz    äun 

:^  ^  i         I  Jf_  ^ 

*"  ~  du,  dyn  "^  ^  du^  dy„- 

Substitoirt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichungen  ^  bs  0,  so  gehen  die- 
selben über  in: 


^  + . . .  +  (^««)  1^ 


^  =  (^«i)£  +  •  •  •  +  (^«»)  ^„  =  0. 


Man  kann  diese  Gleichungen  yerein&chen   und   ihnen   die   Form   der 
Gleichungen  Jjg  =i  0  geben,  wenn  man  setzt: 


')  Man  konnte  beweisen,  dass  das  transformirte  System  den  Integrabilitftts- 
bedingongen  genügt;  doch  ist  dies  unnOthig  (vgl.  die  Bemerkung  am  Ende  der 
Nr.  90),  um  so  mehr,  als  die  Methode  selbst  die  Existenz  einer  Lösung  z  mit 
n-\-l  willkflrlichen  Gonstanten  voraussetzt. 
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Infolge  der  Relationen 


J^i  —  0,    A^^  =«  0,  .  . .,  -il,„a?«  —  1 
gehen  die  transformirten  Gleichungen  über  in: 

^-^  -  (£)  +  (^-.)  S  +  •••  +  (^t,,)  jL„o.^) 

Man  kann  leicht  bewirken,  dass  die  m  —  1  letzte  dieser  Gleicfanngea 
nicht  mehr  x^  explicit  enthalten.     Nehmen  wir  an,  dass 

«1,  v,,  . .  .,  v„ 

zusammen  ipit  x^,  x^^  ,  . .,  x^  ^e  m  -\-  n  —  1  verschiedenen  Lösongen  der 
ersten  Gleichung  ^jer  ss  0  bilden,  so  dass  man 

A^i  =  ^»     ^i^i  =  0, ,  A^Vn  =  0 

hat,  so  wird  irgend  einer  der  Coefficienten  der  m — 1  letzten  Gleichungeo, 
z.  B.  A^v^,  eine  Lösung  von  A^a  =»  0  sein;  denn  nach  dem  Satze  yon 
Jacobi  ist: 

Mithin  ist  A^v^  eine  Function  der  Lösungen  Xf,  x^, .  .  .,  x^f^^  Vi,  • . .,  t?«. 
Die  erste  Gleichung  reducirt  sich  im  yorliegenden  Falle  auf 


(I;)  -  "• 


was  beweist,  dass  infolge  der  Vertauschung  der  Variablen  x^  in  dem  WerUie 
yon  z  nicht  mehr  explicit  yorkommt. 


^)  Wir  haben  uns  der  Klammem  bedient,   um  anzudeuten,   dass  zwischen 

dz 
den  p  und  den  ^,   welche  in  den  uns  hier  beschäftigenden  Gleichungen  vor- 
kommen, ein  Unterschied  besteht.     Wäre  z  mittels  x^,  x^,  . .  .,  Xm,  v^,  v,, . .  mVh 
ausgedrückt,   so   hätte  man  nach   den   von  uns  angenommenen  Bezeichnungen 

(de\  d£ 

\dx)  ~  Bx' 
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Ans  dem  Vorhergehenden  ergiebt  sich,  dass  die  Snbstitntion  der 
Variabein 

%,  «,,  .  . .,  x^  t;^,  t;,,  .  .  ,,  v„ 
an  Stelle  von 

^1»  ^21  •  •  •»  ^m*  Vv  y«»  •  •  •>  Vn 

das  gegebene  System  der  m  Gleichungen  mit  m  +  n  Variablen  in  ein 
ftqnivalentes  System  von  m  —  1  Oleichnngen  mit  m  —  1  -\-  n  Variablen 
nnd  Yon  derselben  Form  verwandelt. 

Mit  dem  neuen  System  kann  man  eine  ähnliche  Transformation  vor- 
nehmen und  so  schrittweise  zn  einer  einzigen  linearen  Gleichung  mit  n  -f-  1 
Variabein  gelangen. 

98.  Beispiel.^)  —  Es  sei  das  folgende  System  zur  Integration  vor- 
gelegt: 

2^«^J  £,  +  ^i^*  £  -   ^?*^  =  ^» 

^^*^~  ^^d^,~     «^  —  ö» 

•  dv     .  dv  ^ 

Allgemeine  Methode.  Setzt  man  v  ss  e",  so  verschwindet  v  aus 
der  Gleichung  imd  man  hat: 

H^  =  2x^xlpi  +  xyc^p^  —  a;|  =  0, 
Ä,  =  2a?,ft  _  a?^^  —  1  =r  0, 
-ffj  ™  a?2a?|p3  +  a?i«3«4P4  —  a?ia?8  =  0. 
Man  findet  leicht: 
•  (5i,  H^)  =  0,     (^,  H,)  =  0,     (fig,  ^i)  =  0. 

Aus  den  gegebenen  Gleichungen  erhält  man: 

Xs  1  ^3 

^1  =  —  ö^rzr  P4.  + 


20^«^  -*^*  ^    2x,a?J 
aj.  I         1 


2a:^    ^*    •        2x, 


^)  Co  11  et,  Ann.  de  P^c.  norm.  Bd.  7,  §  10,  S.  53—57.  Die  Gleichungen  sind  nicht 
homogen  in  Bezug  auf  die  Grössen  p^  wie  im  allgemeinen  Falle^  aber  es  ist  er- 
nchtlich,  dass  dieser  Umstand  die  Rechnungen  in  keiner  Weise  complidrt. 
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Die  HülfiBgleiohongen 

sind: 

V    j «L   V    o.      ^*     /^  «        2^  *^  —  ft 

if    _       ^4        V    J.    ^     V   _   0 

aai^  2äi    aa?4  "^  2a:|  ap^  ' 

Ä  +  ^Ä  +  ^f'"'-*)!.-''- 

Die  zweite  von  diesen  Oleiclrangen  besitzt  die  Lösung: 

Substitoirt  man  diesen  Werth  in  die  linke  Seite  der  dritten  OleiGhimg  fSr 
/*,  so  findet  man  eine  andere  Lösung: 

Macht  man  dasselbe  mit  d^,  so  findet  man  eine  dritte  Lösung: 

Eine  Function  ^{x^j  ^i,  t^^)  ist   eben&Us   eine  Lösung   der   zweiten 
Gleichung;  nm  der  dritten  zu  genügen,  moss  man  haben: 

d^+aF;*«  +  5s;  ^3  =  0  oder  -  +  -^,  +  —  ^  »  0. 

Diese  Gleichung  hat  zur  Lösung: 

i);  =  ?t  =  ^3  =  ^i(^^V^). 

Man  findet  eine  andere   gemeinschaftUche  Lösung,    wenn   man    diesen 

Werth  ^i  in  die  erste  der  Hül£sgleichungen  einsetzt.    Man  erhält  ^^  «=  ^ 

Eine  Function  t9(a^,  ^i)  wird  ebenfalls  eine  Lösung  der  drei^  Gleichungen 
sein,  wenn  man  hat: 

d»     .     d»    »\  _ 

dx^   '^   dt[  x^    ~  "• 

Mithin  ist  schliesslich  die  gemeinschaftliche  Lösung: 


Digitized  by 


Google 


Beispiel.  205 

Man  findet  sodann: 

^  =  —  aa?|,  !>,——  +  axl  ft  =  —  2aa?|a?„  p^^^  +  ^ax^x^, 
AT  «=  log  6  4-  a{x^xl  —  a!i«|)  +  log  x^x^, 

Methode  yon  Boole.  Ist  jer  asa  0  ^e  gemeinschaftliche  Lösung  der 
gegebenen  Gleichungen,  so  hat  man  nach  der  Transformation  der  Nr.  2  an 
Stelle  der  gegebenen  Gleichungen,  wenn  man  v  s=  0^5  setzt: 

j  €%      ^  de     ,  dz  ^ 

A,B^       2x,^-       x,^^+       ^«S^.=^' 

Die  erste  dieser  Gleichungen  hat  zu  Losungen: 

«h  *«  ~»    «2  =  «2,   ««8  ^=  *s»   ^'i  ** • 

Nehmen  wir  x^,  u^,  u^,  tig,  u^  als  neue  Veränderliche,  so  reducirt  sich 
das  System  auf  die  beiden  Gleichungen: 

(^«,)|+(^«.)£,  +(^«,)|  +i^u,)^  +(^«j£^  =  0, 

(^«i)|+(^««.)£.  +(4,t^)5t  +(^'^)S  +(^"*>£.  =  <>• 
Es  ist  aber: 
J,a?|  =  0,     Ä^u^  «=  2t«i,    ^ttj  a»  2a?„     ^ti»  =  0,        ^u^  =  —  21*^, 

Mithin  geht  das  S3r8tem  über  in: 

de     ,         dz  dz         ^    dz         ^ 

Ifjui  findet  als  Teischiedene  LOsongen  der  ersten  die  Functionen 
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206  Methode  toh  Korkine  und  Boole.  [Nr.  98] 

welche  anch  der  zweiten  genügen.     Dasselbe  ist  der  Fall  mit 

welche   das  allgemeinste  Integral   des  Systems  der  gegebenen  Olfiichimgen 
liefert,  nlmlich: 

«5  oder  V  =»  x^x^F(x^xl  —  ^i^f)' 

Dieses  Besnltat  ist  in  Übereinstimmung  mit  dem,   welches  durch  die 
allgemeine  Methode  geliefert  wurde.  ^) 

>)  Gellet  (Annal.  de  Töc  norm.  Bd.  7,  S.  57)  behandelt  noch  die  folgendta 
Beispicde: 

(«4*— ^•)  5^  +  (^A  — »ia?4)  ^  +  («,a^  -  *«**)Sb4  ^  ^• 
Allgemeines  Integral: 

dz    ,       dz  dz  dz       ^ 

Allgemeines  Integral: 

Imschenetsky,  Nr.  108,  S.  188—141,  behandelt  die  folgenden  Gleiehimg«B: 
i>i  +  («4  +  «t«,  +«ia^)j>,  +  (a;i  +a^  — 8aji)|>,  =  0, 
Pt  +  («liCA  +  «I  —  «ia^)i>s  +  (^A  -  «,)  J>4  =  0, 
deren  allgemeines  Integral  ist: 

z  ^  F^Ä,  —  aj,»--«,a?4  —  ^  j. 

Graindorge,  Nr.  84,  S.  85—87,  giebt  das  folgende  BeiBpiel: 

2aJ«P4  +  «i!p*  =-  0, 
«i!Pi  —  2«BPt  +  («i'a;^  —  2«,)?,  —  2xtX^p^  =  0. 

Das  Yollstftndige  Integral  desselben  ist: 

2z  +  axt*x^  —  ax^*  -f  ^  =  0. 

Femer  giebt  er,  Nr.  85,  S.  87 — 89,  das  Beispiel  von  Imschenetsky. 
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6.  KapiteL 
Mayer'8  Methode  zur  Integration  der  linearen  partiellen  Diffe- 
rentialgleidinngen,  m  welchen  die  Jacohfsche  Methode  ffthrt^) 


§  26.    Integration  der  unbeschra/nkt  integrablen  Systeme  von  linearen 
totalen  Differentialgleichungen. 

94.  CorrespondenB  iwisohen  den  Bimultanen  Systemen  von 
linearen  Gleichungen  und  gewissen  Systemen  von  totalen  DifBa- 
rentialgleiohnngen«^)  —  jJde  lineare  partielle  Differentialgleichimg  ist 
bekanntlicfa    einem    gewissen    Systeme   gewölmlicher  Differentialgleichnngen 


^)  Mayer,  Math.  Annal.,  Bd.  5,  S. 448— 470.  Über  imbeBchr&nkt  integrable 
Systeme  von  linearen  totalen  Differentialgleichungen  und  die  simultane  Inte- 
gration linearer  partieller  Differentialgleichungen.  Lie  hat  die  Mayer'sche 
Methode  mit  der  seinigen  verglichen  in  den  Gtöttinger  Nachrichten  1872,  Nr.  25, 
8.  474 — 476.  Mayer  erwähnt,  dass  ihm  zur  Begründung  seiner  Methode  ausser 
den  Untersuchungen  von  Boole  namentlich  auch  Natani's  Abhandlung: 
Über  totale  und  partielle  Differentialgleichungen  (Cr eile's  Journal,  Bd.  58, 
S.  301 — 828)  und  eine  Bemerkung  von  Du  Bois-Reymond  (ibid.,  Bd.  70, 
S.  812)  von  Nutzen  gewesen  sei  und  dass  des  ersteren  Methode  zu  der  seinigto 
in  einiger  Beziehung  stehe.  Seit  der  ersten  Auflage  unseres  Buches  hat  Mayer 
in  den  Math.  Annal.  1877,  Bd.  12,  S.  182—142;  1880,  Bd.  17,  S.  528—580,  Ter- 
schiedene  Artikel  über  die  partiellen  Differentialgleichungen  TerOffentlicht.  Man 
kann  diesen  Arbeiten  von  Mayer  noch  die  Abhandlung  von  H.  Laurent: 
Memoire  eur  lea  equations  simuUanees  aux  derivees  partielles  du  premier  ordre 
(Jonmal  de  Liouville  1879,  8.  s^e,  Bd.  5,  S.  249—284)  hinzuülgen.  Goursat 
hat  in  seinen  Le9ons  sur  Tint^gration  des  Equations  aux  dMy^es  partielles  du 
premier  ordre  eine  eigenthümliche  Darstellung  der  May  er'schen  Methode  g^egeben. 

*)  Boole,  Treatise,  Supplement,  Kap.  25,  S.  74  u.  ff.  beschäftigt  sich  mit 
diesen  Systemen.  Die  Analogie  seiner  oben  auseinandergesetzten  Methode  mit 
der  von  Mayer  ist  evident.  Mayer  hatte  aber  die  weitere  Idee,  die  Anfiuigs- 
werthe  der  Variablen  einzuftthren,  wie  dies  Gauchy  gethan  hat.  Das  zweite 
Heft  des  56.  Bandes  von  Grunert's  Archiv,  welches  im  April  oder  Mai  1874 
erschien,  enthielt  auf  S.  163—174  eine  Arbeit  von  L.  Zajacrkowski:  ,,Zur  In- 
tegration eines  Systems  linearer  partieller  Differentialgleichungen  erster  Ordnung^, 
worin  der  Verfasser  als  Complement  zur  Methode  von  Boole  genau  das  aus- 
einandenetzt,  was  wir  nach  Mayer  in  den  Nr.  94,  95,  96  dargelegt  haben;  nur 
beweist  er  direkt  alles,  was  sich  auf  die  Integrabilitfttsbedingungen  bezieht. 
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Äquivalent  (Nr.  32).  Eine  analoge  Oorrespondenz  besteht  zwisehen  einem 
System  linearer  partieller  Differentialgleichiingen  und  gewissen  Systsnien 
von  totalen  Differentialgleichiingen« 

Es  seien  nftmlich  gegeben  die  m  folgenden  Gleichmigen: 


worin  s  nnd  die  a  Fanctionen  der  nnabhlmgigen  VerBmderlidien 

*i»  ■  •  •!  «Hl.  tft»  •  •  •»  y« 
sind. 

Moltiplicirt  man  diese  Gleichungen  mit  irgend  welchen  GrOasen 
Xi, . . .,  Xp,  und  addirt  die  Beanltate,  so  findet  man: 

K^i'  + +  ^m^,^ 

"  '^  dl  + +  '^"toiT 

+    ^  (AOl.1  + +  -l.O».!) 

+ 

+  ^(>i|«...+ +  ^««^-0       .     .     .    (2). 

Jede  Lösung  der  Gleiohiingen  (1)  ist  eine  LOsong  von  (2)  und  somit, 
einer  Gonstanten  gleichgesetzt,  aach  eine  Lösung  der  folgenden  simultanen 
Gleichungen,  welche  der  Gleichung  (2)  entsprechen: 

dxx        ^  _dxm        ^1 ^^  äyn 

oder  auch  der  daraus  sich  ergebenden  totalen  Differentialgleichungen: 


^Vn  =  a^Jx^  +  a^^Jx^  -\ h  a^^dx^   .     .     .    (3.). 

Umgekehrt,  wenn  eine  Function  e  derart  beschaffen  ist,  dass  ihr  Diffe- 
rential zufolge  der  Gleichimgen  (3)  identisch  null  ist,  so  ist  klar»  dass 
diese  Function  eine  Lösung  der  Gleichungen  (1)  ist. 
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Es  folgt  hieraus,  dass  die  Integi*ation  der  Systeme  yon  der  Form  (1) 
zurückkommt  auf  die  Integration  der  Systeme  von*  der  Form  (3)  und  um- 
gekehrt. 

Wahrend  Clebseh  gezeigt  hat,  dass  man  bei  der  Untersuchung  der 
Systeme  von  der  Form  (1)  sich  auf  diejenigen  beschränken  kann,  für 
welche 

AiÄ,f—A^Aif^  0 

ist,  kann  man  sich  auch,  wir  wir  sehen  werden,  darauf  beschränken,  ge; 
wisse  Systeme  (8)  zu  untersuchen. 

95.  Nothwendige  Bedingungen  der  unbesohränkten  Integra- 
bilität.  —  Wir  betraohteii  hier  nur  die  Systeme  (3),  welche  aus  einem 
System  von  n  Gleichungen  zwischen  n  -{-  m  Veränderlichen  von  der  Form 

F{xi, . . .,  x,n,  yi, . . .,  y«)  =  const 

durch  totale  Differentiation  hervorgehen.  Es  folgt  daraus,  dass  man  von 
den  Gleichungen  (3),  welche  wir  betrachten,  annehmen  kann,  dass  sie  zu 
Lösungen  n  Functionen  y  von  o;^,  . . .,  Xm  und  n  willkürlichen  Gonstanten 
besitzen.     Man  hat  demnach: 

*yA-         ^       dyk         ^  ,.v 

W,^""-^!^!  -*'••* (^) 

und  somit: 

dxi  dxh    ^^ ^  '' 

Wir  wenden  hier  für  die  Differentiation  das  Zeichen  d  an,  weil  die 
a  gleichzeitig  die  x  und  die  y  enthalten.     Man  bemerke,  dass 

doh^  — s  ^^'*f^    _i_   ^^^<.^    *Ml  -L.     .  .  J-  ^<^>^  9yn 
dxi  9xi     "*"     dy^     9xi     •'**«■    ^y„    ^a;,' 

d.  h.  nach  (4) 

dah,k  9ah,k     ,  9ah^    ,  ,  9ah,k  • 

"ST 9^  ■*"  ^'-i  "djr  "^  •  •  •  ^"  ^'>  •^^' 

oder  auch,  wenn  man  auf  die  Bedeutung  des  Operationssymbols  Ai  Rück- 
sicht nimmt: 

ist.    Mithin  können  die  Bedingungen  (5)  in  der  Form  geschrieben  werden: 
Ai(ak,k)  —  A,{ai^)  ^  0 \b'). 

Die  Anzahl  der  Bedingungen  (5)  oder  (5')  beträgt  n .  ^    r"     ;  die- 
XftiiioB,  Part.  DiffBrentiAlgleiohimgeii.  14 
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selben  müssen  durch  die  Werihe  der  y  identisch  erfüllt  werden,  da  diese 
n  willkürliche  Constanten  enthalten. 

Die  Bedingungen  (5)  oder  (5')  sind  daher  noth wendig,  wenn  das  System 
(3)  ein  Integralsystem  yon  der  angegebenen  Form  haben  soll.  Wir  werden 
sagen,  dass  diese  Bedingungen  ein  unbeschränkt  integrables 
System  (3)  definiren.  Wir  werden  weiter  unten  sehen,  dass  dieselben 
auch  hinreichend  dafür  sind,  dass  die  Integration  möglich  ist. 

Man  kami  bemerken,  dass  die  Bedingungen  (5')  für  eine  beliebige 
Function  z  geben: 

'F[^,(aM)-^K*)]^^-0      ....    (6). 
Es  ist  aber  (§  17,  Nr.  58): 

mithin  haben  die  Bedingungen  (5)  die  nachstehenden  zur  Folge: 

AiAfyg  —  AnAiSf  =  0 (7). 

Umgekehrt,  wenn  diese  Bedingungen  bestehen  für  n  yerschiedene 
Functionen  e,  so  ist  aus  der  Theorie  der  Determinanten  ersichtlich,  dass 
sie  an  Stelle  der  Bedingungen  (5)  oder  (5')  treten  können. 

96.  Ziirüokführun^  des  Systems  (3)  auf  m  Systeme  Ton  n  ge- 
wöhnlichen Diffierentialgleiohungen  erster  Ordnung.  —  Wenn  es 
wirklich  n  Functionen  y  giebt,  welche  den  Gleichungen  (3)  genügen,  so 
müssen  dieselben    insbesondere  den  n  folgenden  Gleichungen  (4^)  genügen: 


in  denen  x^,  . 

.  .,  Xm  die  Rolle  yon  Gonstanten  spielen. 

Es  seien  die  Glei- 

chungen 

9?i  (a?!, ,  Xm,  yi, . . .,  yn)  =  q 

....    (8t) 

%(^i» ^m,  yi, ...,  y»)  =  cg 

....    (8s) 

das  Integralsystem  yon  (4|),  wobei  Cj,  Cj, .  . .,  c„  nur  x^,  -  >  .,  x^  enthalten. 

Man  kann  sich  dieser  Gleichungen  bedienen,   um   eine  Änderung  der 

Variablen  auszufuhren,  welche  darin  besteht,  dass  y^  >  *  -^  yn  durch  c^, . . .,  ^r 

ersetzt  werden.     Es  ist  leicht,  die  totalen  Differentialgleichungen  zu  bilden, 
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welche    dann    an   die  Stelle    des  Systems  (3)  treten  müssen.     Man    erhält 
nämlich  ans  (8): 

\  9x^  ^    9y^     dx^    ^  ^   dyn    9x^  I       ^ 

'^   [Sx,  "^    dy,     dx,   ^  ^    dyn     9x^  }    "^ 

,     /JSL  4.  j!l_  M.  4-  4.  J?.  M.\  dx 

"^    \dXm  "'"      Sy^      8Xm    "^       '  '  "^    dyn     8Xm)         *"' 


oder  anch: 
de 


=  l(iS-  +  «*.'^ +•••  +  «*.- ^l*^- 


Da  die  g)  nach  Voraussetzung  die  Lösungen  von  (4)  sind,  so  hat  man 
^  s=s  0  und  somit  reduciren  sich  die  vorstehenden  Gleichungen  auf  die 
folgenden,  in  denen  wir  uns  des  Operationssymbols  A  bedienen: 

dcj^  =  i;  A^ipiäx,, (9i), 

m 

dc2  =  Z  A^tp^dXh .     (Og), 


a 


dcn  =  2  Ah(pndxn (9„). 

Es  ist  übrigens  klar,  dass  x^  in  diesen  Gleichungen  nicht  mehr  vor- 
kommen kann,  da  die  c  diese  Variable  nicht  enthalten.  Man  kann  dies 
anch  folgendermassen  beweisen.     Man  hat  wegen  Aiq)  ^=  0: 

A^Ahip  ==  AfiA^g)  =  0, 
oder  auch: 

äjAhip)     ,  djAhip)     .  d(Ahtp)     .  ,  d(ui7»y)  _  ^     ■ 

~"Ä^  +  ^^  ~d^  +  ^i'2  ""^^^  +  •••  +  %.«  --^^;;  "» 

d.  h.  nach  Substitution  der  Werthe  von  y^  y2j  -  •  "»  Vn  ^^  ^h(p  ist  die 
totale  Ableitung  von  ^^9  ^^^^  ^i  gleich  Null.  Es  folgt  daraus,  dass  nach 
der  in  Rede  stehenden  Substitution  die  Gleichungen  (9)  nicht  mehr  x^ 
enthalten. 

Man  kann  somit  unbesorgt  an  die  Stelle  von  x^  irgend  einen 
beliebigen  speciellen  Werth  setzen,  ohne  dass  sich  die  Gleichungen 
(9)  ändern. 

Wie  man  sieht,  ersetzt  die  soeben  durchgeführte  Transformation  das 
System  ^3)  durch  ein  anderes,  welches  eine  gleiche  Anzahl  von  Gleichungen 

14* 
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und  eine  unabhftngige  Verflnderliohe  weniger  enthAli  Man  kann  non  weiter 
das  System  (9)  durch  ein  analoges  System  ersetzen,  welches  ebenfdls  wieder 
eine  VeriLnderliche  x  weniger  enthält,  n.  s.  1,  da  das  System  (9)  offanbar 
unbeschränkt  integrabel  ist,  weil  es  dem  System  (3)  Äquivalent  ist  Man 
sieht  also,  dass  man,  wenn  man  in  dieser  Weise  fortfilhrt,  die  Integration 
von  (8)  zurückführen  kann  auf  diejenige  von  m  Systemen  yon  n  den 
Gleichungen  (3)  analogen  Gleichungen. 

97.  Bestimmuiig  dieser  aofeinaiiderfolgeiiden  Systeme.  —  Führt 
man  die  Anfangswerthe  der  Variabein  y  als  Gonstante  ein,  so  kann  man 
unmittelbar  die  m  Systeme,  yon  denen  wir  am  Schlüsse  der  vorigen  Nummer 
gesprochen  haben,  aufstellen.  Wir  wollen  diese  dem  Werthe  Xi  «»  a;^^  ent- 
sprechenden Anfangswerthe  y^^,  y^Q^  .  . .,  y„o  nennen. 

Um  dies  zu  zeigen,  lösen  wir  die  Gleichungen  (8)  nach  y^  •  <  •>  y«  ^ 
und  finden  so: 

Vi  —  Vi  («1»  -  •  •»  ««»  «?i.  • . .»  cO      .     .     .     .     (lOi) 


Vn  —  Vni^v  •  •  •»  ««»  <^ii  •  •  M  c«)     •     •     •     .    (lö-)- 

Nimmt  man  an,  dass  die  c  in  passender  Weise  als  Functionen  von 
^2?  •  •  -1  ^m  bestimmt  seien,  so  geben  diese  Gleichungen  die  Lösung  der 
Gleichungen  (3)  und  mithin  findet  man  die  n  den  Gleichungen  (9)  Sqai- 
valenten  Relationen: 

^,.,+...  +  ^*.,.(«,^_^),..+...  +  (a„.,_^)^.(ll.). 

Die  Xi  kommen  in  diesen  den  Gleichungen  (9)  äquivalenten  Gleichungm 
nicht  mehr  vor  und  ebenso  sind  daraus  infolge  jener  Äquivalenz  die  dxx 
verschwunden.  Man  kann  übrigens  direkt  sehen,  dass  dx^  aus  den  Glei- 
chungen (11)  verschwinden  muss.  Da  nämlich  die  tp  Lösungen  des  Systems 
(4|)  sind,  so  hat  man: 


9^  —  «1.1  =  ^»  ~i^  —  aj^  —  ü, .  .  .,    ^^^ 


Wir  führen  jetzt  die  Anfangswerthe  als  Gonstanten  ein.     Setzen  wir: 
q>  (a?i, . . .,  Xm,  yi, . . .,  y,)  —  ?>  (ä^^,  a?„  . .  .^m,yi.o,  yt.o?  •  •  •»  Vma)  —  ^» 
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und  leiten  wir  aus  den  n  in  dieser  Oleichnng  enthaltenen  Relationen  die 
folgenden  Werthe  her: 

Vi  «=  Xii^i . .  M  ^m,  yi.o,  -  . .,  y^vo)  •     •     •     •     (101), 


so  erhalten  wir  für  diese  Functionen  ^  ebenso  wie  fftr  die  y): 

Gleichnngen^  welche  wie  die  äquivalenten  Gleichungen  (11)  oder  (9)  unab- 
hängig von  x^  sind.  Setzt  man  darin  x^  »s  0;^^,  so  ftndem  sie  sich  nicht. 
Unter  dieser  Voraussetzung  reducirt  sich  j^  auf  yi^, .  . .,  Xn  ^^  VnA  ^"^^ 
somit  wird  das  System  (11^)  ersetzt  durch  das  folgende: 

^y«/)  —  «»^,0^   +  «8,iiA^8  + h  ««.«^^«^m    .      .•     (12„). 

Hierin  haben  wir  den  Indices  der  a  noch  den  Index  0  hinzugefügt, 
um  anzudeuten,  dass  in  den  a  die  eine  Variable  Xi  durch  ihren  Anfangs- 
werth  Xijf^  ersetzt  worden  ist. 

Offenbar  ist  dieses  System  (12)  eben&Us  unbeschrfbikt  integrabel.  In 
der  That  hat  es  zu  Lösungen  das  Integralsystem  des  ersten.  Man  weiss 
femer,  dass,  da  die  Integrabilitfttsbedingungen  (5)  oder  (5^)  für  einen  be- 
liebigen Werth  von  x  identisch  erfüllt  sind,  sie  es  auch  für  den  besonderen 
Werth  Xijf^  sind. 

Man  kann  die  aufeinanderfolgenden  Systeme  von  n  Gleichungen  leicht 
hinschreiben,  wenn  man  übereinkommt,  den  Indices  der  Grössen  y  und  a 
noch  die  Indices  1,  2,  3,  .  . .,  m  —  1  hinzuzufügen,  um  anzudeuten,  dass 
darin  der  Beihe  nach  x^,  x^j . .  .,  Xj,^_i  durch  ihre  Anüeuigswerthe  ersetzt 
worden  sind;   indessen   ist  dies  unnöthig,   wie  wir  sogleich  zeigen  werden. 

98«  Zurüokfühning  der  Integration  der  m  Hülfluiysteme  Ton 
n  aieiohiingen  auf  diejenige  eines  eiudgen  Syitems«  —  Es  giebt 
einen  Fall,  in  welchem  man  die  Integration  unmittelbar  zu  Ende  führen 
kann.  Dies  ist  deijenige,  in  welchem  der  besondere  Werth  von  ^,  nämlich 
Xj^,  so  beschaffen  ist,   dass  für  diesen  Werth  alle  a,   welche  noch  in  den 
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Oleichungen  (12)  vorkommen,   verschwiiiden.     In   diesem   Falle   giebt  das 
System  (12): 

yi.o  =  const,  . .  .,  y^j^  »=  const; 

die  Aufgabe  ist  YoUstftndig  gelöst  und  es  ist  nnnöthig,    noch    irgend  eine 
weitere  Transformation  ausznf&bren. 

Wir  wollen  zeigen,  dass  man  in  allen  F&Uen  durch  eine  passende 
Änderung  der  unabhängigen  Veränderlichen  bewirken  kann,  dass  diese  Ver- 
einfachung stattfindet.     Wir  setzen: 

^  =  ^1  («n  •  •  •»  «*.)» ^Xm^  ir^(t*i,  ..^u^).     ,     (13). 

Dadurch  geht  das  System  (3)  über  in: 


worin 


ist.     Dieses  neue  System  (14)  ist  unbeschränkt  integrabel,  da  sein  Integral- 
system aus  demjenigen  von  (3)  folgt.     Ebenso  hat  man,  wenn  man 

setzt: 

BßHZ  —  BkBiß  —  0, 

was  auch  leicht  durch  die  Rechnung  bestätigt  werden  kann. 

Um  (14)  zu  integriren,    suchen  wir  zunächst  das   Integralsystem  der 
Gleichungen: 

«yi_6     ?y»  — 5         ^  —  h  a6), 

du,  ~  ^i'i'  du,  —  ^1'«'  •  •  •'  du,  —  ^1"»        •      •      •     ^^  ^ 

und   führen   darin   die   dem  Werthe   ti^o  von  ii^  entsprechenden   Anfangs- 
werthe  ^^0,  .  .  .,  y„^  ein.     Das  System  (14)  wird  alsdann  ersetzt  durch 
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^»1,0  =  ^2.1.0^<*2  H h  K,i,o^^m  ....      (17i), 

^y«.0   =   ^2.».0^«*2   H h  ^m.«.0^«*m   ....     (17„). 

Wir  w&hlen:  jetzt  die  Gleichungen  (13),  welche  die  Substitution  bestimmen, 
derart,  dass 

^Vuo  =  0,     dp^Q  =  0, ,  %„,o  T=  0      ...     (18) 

ist.     Dazu  setzen  wir  einfach: 

^1  =  %.o  +  K  —  %.o)«'i (130, 

^m=»m.o  +K  —  «*i.o)«'m (13J, 

wo  t^i,  t^j,  .  .  .,  Vm  Functionen  von  w^,  «<2»  •  •  •>  **i»  sind,  welche  die  Variabein 
X  wirklich  unabhängig  lassen,  wo  femer  rr^  q,  .  .  ,,  x„,^  derartig  gewählt 
sind,  dass  die  a  endlich  und  bestimmt  bleiben,  und  femer  so,  dass  die 
Annahme  u^  =  u^q  keine  der  Functionen  v  unendlich  werden  lässt.  Man 
hat  für  ein  beliebiges  bh^u,  m  welchem  Ä  >  1  ist: 

1=»*    ft^. 

Kk  =  K  —  ^i.o).f^  :^  «».*» 

mithin  6a,a  =  0  für  ««^  =  tt^^.  Demnach  reduciren  sich  die  Gleichungen 
(17)  auf  die  Gleichungen  (18).     Sodann  hat  man: 

\jc  ==  ^  «iA^  +  K  —  ^i.o)  -2.'  -t;^-  a.-,^, 

ein  Ausdruck,  der  weder  Null  noch  unendlich  wird  für  w^  =  u^^,  so  dass 
die  Gleichungen  (16)  nicht  illusorisch  werden. 

Die  Lösung  des  Systems  (3)  ist  daher  zurückgeföhrt  auf  diejenige  der 
Gleichungen  (16).  Führt  man  in  das  Integralsystem  von  (16)  die  Anfangs- 
werthe  der  y  für  u^  =  ti^j^  ein,  so  hat  man  zusammen  mit  den  Gleichungen 
(IB')  2n  Gleichungen  zwischen  den  x,  den  y  und  den  u,  Eliminirt  man 
die  li,  so  erhält  man  das  Integralsystem  von  (3). 

Bemerkung.     Die  einfachste  Form  der  Gleichungen  (13')  ist  folgende: 

«1  =  «1, 

^i  =  «2.0  +  K  —  «i.o)"2» 


^«.0  +  K  —  «*i.o)«*«, 
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wo  die  Gonstanten  derart   gewfthlt   sind,   da88  die  a  fftr  %  «a  «i^  nicht 
nnendlich  werden.     Man  hat  in  dieeem  Falle: 

hj.  —  «IJr  +  ^i<hjc  H +  ««««.*. 

Kk  —  K  —  •«iä)«^. 

wodurch  gezeigt  ist,  dass  man  die  gegebenen  Gleichungen  in  sehr  ein&cher 
Weise  transformiren  kann. 


§  S7.  Integration  der  partidlen  Differentiälgleu^ngen  erster  Ordmmg. 

99.  Vollständige  IiitetgTstlon  eines  Jaoobl'aohen  Systems.  —  Wir 

betrachten  jetzt  die  Gleichungen 


d^  ^  "1»  ;^.  ^  ^  ^  ^  '^•-  ^ 


n 


um  das  Integralsystem  derselben  zu  finden,  transformiren  wir  es  duich 
die  Substitutionen 

«1  -=  «1.0  +  K  —  «ijo)t^i (13'i), 


««  =«-.0  +  K  —  «*i4»)<'«« (13-) 

in  das  folgende: 


worin  ist: 


6».*  —  («I  —  *H.o).£^  -,^  «.>• 
Dies  vorausgeschickt,  saohe  man  das  Integralsystem  der  Gleiehungen 
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and  stelle  die  Constanten  als  Fnnctionen  der  Anfangswerthe  y^o,  . .  .,  y^^ 
der  Variabein  y  für  u^  &==  u^^  dar.  Dieses  Integralsystem  ist  zu  gleicher 
Zeit  dasjenige  der  totalen  Differentialgleichiingen: 

dy^  —  h^du^  +  h^du^  H +  ^m.id^m     •     .     .    (14,), 


dyn  =  hJ^  +  Kffi^  H +  KJ^m     •     .     .    (14„), 

wenn  man  ^^  q,  . .  .,  y^^  als  Constanten  betrachtet.  Leiten  wir  ans  den 
dieses  Integralsystem  darstellenden  Gleichungen  die  Werthe  von  y^^^, .  . .,  y^^ 
her,  so  genügen  die  anf  diese  W%ise  gefondenen  Oleichongen 

Vifi  =  -^iC«!»  •••»«».,  Vi,  ""lyn)      ....    (18i) 


y«.o  =  -^«K, -..,«*«,  yi,...,y„)     ....    (18,) 

auch  dem  System  (14)  und  somit  bilden,  infolge  der  Correspondenz,  welche 
zwischen  den  Systemen  (14)  und  (!')  besteht,  diese  Gleichungen  (18)  das 
Integralsystem  von  (1').  Eliminiren  wir  daraus  mittels  der  ümkehrung 
der  Substitution  (13)  t^,  .  . .,  u^y  so  erhalten  wir  die  vollständige  Lösung 
des  Systems  (1). 

Bemerkung.  Die  Systeme  (1)  sind  selten  Yollstftndig  zu  integriren. 
Im  Allgeqieinen  bedarf  man  nur  einer  einzigen  Lösung  der  Systeme  von 
dieser  Art  Es  ist  daher  von  der  grössten  Wichtigkeit  zu  zeigen,  wie  man 
aus  einer  einzigen  Lösung  der  Gleichungen  (16)  eine  einzige  Lösung  von 
(1)  ableiten  kann. 

100.  Theorem  von  ICayer.^)  —  Man  kann  aus  jeder  Lösung 
des  Systems  (16)  eine  Lösung  des  Systems  (1')  herleiten.  —  Es  sei 

F{u^,  «ai  . .  ,  «*m,  yi, .  • .,  yn)  =  const       .     .     .     (19) 

eine  Lösung  des  Systems  (16).    Betrachtet  man  die  Lösungen 

yi  —  yi(tti, ...,««,  yi^,y,^,.,.,y„,t)     •     •     •     (20^) 

y«  =  <Pn{Ui, .  .  .,  Wm,  yi.o,  »2^»  •  •  V  y„.t)     .     .     .    (20,) 


')  Lie,  in  den  Göttinger  Nachr.  1872,  Nr.  25,  S.  475,  hat  die  ganze  Wichtig- 
keit des  May  ergehen  Theorems,  dem  er  bei  der  natürlichen  Entwicklung  seiner 
eigenen  Methode  nicht  begegnet  war,  wohl  bemerkt.  Im  Grande  ist  dieses 
Theorem  nur  eine  Übertragung  des  Po  i  sson^schen  oder  vielmehr  des  JacobTschen 
Saties  auf  die  hier  betrachteten  Systeme. 
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dieses  Systems  (16),  so  weiss  man,  dass  für  u^  »=  Uj  0  die  Grösse  9\,"-i  Vn 
iien  in  y^^,  .  . .,  y^^.     Mithin  hat  man  fiir  %  =  u^^: 


U=F(ui, «,,. . .,  u„,,  yi, . . .,  yn)  — ^K.o,tt2t .  • ., «-..  yi.oi . .  -,  y„,o)=  0  (21), 

wenn  in  jP  die  y  durch  ihre  Werthe  ersetzt  werden. 

Nach  dem,  was  wir  oben  gesehen  haben,  genügen  die  Relationen  (20). 
wenn  man  f/ifi, » •  -,  y„,o  ^  Gonstante  betrachtet,  den  Gleidiongen  (14) 
oder  den  Oleichmigen 

Bei  derselben  Voraussetzung  erhält  man  aber  auch  aus  {21): 

du   .    9U  diM    I  ...  I  ^^'^  ^y«  ^  0 

oder  auch: 

d.  h. 

B.U  =  0. 


+  -j:r  hl  +  •  •  •  +  -ä;^:  Kn  =  0, 


Zu  demselben  Resultat  kann  man  mit  Hülfe  der  Gleichung  B^F=0, 
welche  nach  Voraussetzung  identisch  ist,  gelangen.     Man  hat  nämlich: 

B,{B^Ü)  =  B,,(B^U)  =  Bh{B^F)  =  0. 

Mithin  hat  Bhü^  wenn  man  darin  die  Werthe  (20)  substituirt,  ebenso 
wie  U  einen  von  u^  unabhängigen  Werth.  Für  u^  =a  t<|Q  ist  aber,  da 
yi,  .  .  .,  y„  in  y^  0,  .  .  .,  y^  0  übergehen,   U  gleich  Null  und  somit  auch  Bh  U. 

Demnach  ist  die  Function  U  so  beschaffen,  dass  man  hat: 

B^U=0,     B^U  ^  0,...,  B„,U  =  0     .     .     .     (22), 

falls  man  darin  die  y  durch  ihre  Werthe  (20)  ersetzt;  überdies  ist  nach 
Voraussetzung  die  erste  der  Gleichungen  (22)  identisch  erfällt  Bringt 
man  jetzt  die  Gleichung  (21)  auf  die  Form: 

yi,o  =  ^1 K'  «*2»  •  •  •»  «*/«,  yi.  •  •  •,  Vm  »2.07  •  •  M  yn.o)    •    (23)' 

so  hat  man  zufolge  (22)  ebenfalls  identisch 

B,U,  =  0 (24) 
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und  ferner: 

B^ü^  —  0,     B^U^  =  0,  .  .  .,  B^U^  =  0    .     .     .    (25), 

wenn  noian  för  y  die  Werthe  (20)  substituirt.  Von  diesen  Gleichungen  (25) 
kann  keine  eine  Folge  von  (23)  sein,  da  sie  nicht  ^i  q  enthalten.  Es  können 
nun  zwei  Fälle  eintreten.  Entweder  sind  alle  Gleichungen  (25)  ebenso  wie 
(24)  identisch  erfallt;  alsdann  ist  Ux  eine  gesuchte  gemeinschaftliche  Lösung 
der  Gleichungen  Bz  =  0.  Oder  man  kann  daraus  noch  ^2.0'  *  ■  m  ^a.o  ^^ 
Functionen  der  u^  der  y  und  der  übrigen  Gonstanten  herleiten.  Ist  dies 
der  Fall,  so  operirt  man  mit  den  neu  gefundenen  Werthen  wie  mit  (23). 
Fährt  man  stets  in  dieser  Weise  fort,  so  findet  man  entweder  eine  gemein- 
schaftliche Lösung  der  Gleichungen  Bz  =  0,  oder  man  kann  die  sänunt- 
lichen  Werthe  der  y^  darstellen  als  Functionen  der  y  und  der  u^  und'  die 
so  gefundenen  Gleichungen  sind  äquivalent  den  Gleichungen  (20),  welche 
die  vollständige  Lösung  der  Gleichungen  (14)  und  somit  der  Gleichungen 
(1')  oder  der  Gleichungen  (1)  selbst  geben. 

101.  Anwendung  auf  die  Integration  der  linearen  Gleichungen, 
zu  denen  die  Jaoobi'sohe  Methode  führt.  —  Die  Methode  von  Jacobi, 
angewandt  auf  die  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung,  führt 
die  Integration  dieser  zurück  auf  diejenige  linearer  ^steme  von  der  Form: 


wenn 


A,f  =0,     A,f  =0,     .  .  .  .,  A^f  =  0, 

ist.  V  bezeichnet  hierin  die  Anzahl  der  Variablen  der  gegebenen  partiellen 
Differentialgleichung  und  somit  2v  —  ju  die  Anzahl  der  in  dem  System  Af 
enthaltenen  unabhängigen  Yariabeln,  nämlich: 

^l>  ^2>  •  •  •?  ^fi»  ^u  +  1j  •  •  •»  ^n  Pp'+iy  •  •  •»  Pv 
Wendet  man  die  vorstehende  Theorie  an,  so  muss  man  setzen: 

m  =  ju,     n  =  2{v  —  ju). 

Um    ein    Integral    des    Systems   Af  zu   finden,  muss   man   also    ein 
Integral   eines  Systems  von  2(v  —  /u)  gewöhnlichen  Differentialgleichungen 


Die  Jacobi'sche  Methode  führt  zu  v(v — 1)  Hülfssystemen  mit  re- 
spective  2,  4,  6, . . .,  2  (1/ —  1)  Gleichungen.  Mithin  erfordert  die  Mayer  sehe 
Methode,  um  eine  partielle  Differentialgleichung  zu  integriren,  nur  die  Er- 
mittelung eines  einzigen  Integrals  von 
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1  STstem  von  2  (v  —  1)  gewöhnlichen  Differ«otialglmchnng«n, 


1       „         „     2(v  — 2) 
1       „         „     2(v-8) 


n 


^         ^i  n      ^  »>  n 

^         »»  7»      *  n  n 

Mao  gelangt  eu  diesem  Ergebnise,  wenn  man  in  der  obigen  SchliiflB- 
folgemng  /i  ^s  1,  2,  • .  .,  v  —  1  setzt  Man  wird  bemerken,  dass  die 
günstigste  Methode,  die  von  Glebsch,  beinahe  die  doppelte  Anzahl  tod 
Integrationen  erfordert  (vgl  Nr.  87). 
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III.  Buch. 

Methode  von  Cauchy  und  Lie. 

1.  Kapitel, 
Allgemeine  Auseinandersetziuig.    Arbeiten  von  Ganeb^.^) 


§  88.   Gleichungen  mit  swei  unabhängigen  Veränderlichen. 

102.  Allgemeiner  Gedankengang  der  Cauohy'sohen  Methode 
fOr  den  Fall  der  Gleiohtingen  mit  swei  unabhängigen  Veränder- 
lidven.  —  Wir  betrachten  die  Gleichung 

/*(a?,  y,  «,  i>,  ff)  =  0 (1), 

und  nehmen  an,  dass  rr^,  y^y  z^^  p^,  q^  die  Anfangswerthe  von  ir,  y,  z,  p,  g; 
seien,  welche  unter  einander  durch  die  Gleichung  verbunden  sind: 

fi^(h  yt,  ^0»  1>07  «o)  =  0 (2). 


^)  Ganchy,  Exerdces  d'anal.  et  de  phys.  math.,  Bd.  2,  S.  288—272.  Der 
§  1,  den  wir  hier  analysiren,  ist  die  Reproduction  eines  im  Januar  nnd  Februar 
1819  im  Bulletin  de  la  Soci^t^  philomatique  yerOffentlichten  Artikels.  Die  Unter- 
suchung des  Falles,  in  welchem  die  Cauchy*8che  Methode  nicht  Stich  hftlt,  ge- 
schah durch  Serret  in  den  Gomptes  Rendus,  Bd.  53,  S.  598 — 606,  784—745  oder 
in  den  Annales  *de  T^cole  normale  sup^rieure,  Bd.  8,  S.  148— 16L  Auf  die  £xi- 
stens  dieses  singnlftren  Falles  hatte  Bertrand  hingewiesen,  Gomptes  Rendus, 
Bd.  45,  S.  617 — 619,  jedoch  behauptete  er,  wie  wir  nachgewiesen  haben,  mit 
Unrecht,  dass  derselbe  mit  dem  allgemeinen  Falle  übereinstimme.  Ossian  Bonnet 
(C.  R.  Bd.  65,  8.  581—585)  hat  einen  Beweis  für  die  Methode  der  Integration 
der  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  mit  swei  unabhängigen 
Veränderlichen  gegeben,  vermittelst  dessen  man  die  von  Bertrand  angedeutete 
Schwierigkeit  umgehen  kann.  Die  Cauchy'sche  Methode  ist  femer  dargelegt  bei 
Imschenetsky,  S.  191 — 200.  Er  verweist  hinsichtlich  der  Arbeiten  von  Serret 
auf  die  6.  Auflage  des  Tratte  &ementaire  de  ealeul  differenüel  et  int^rcU  von  L  ac  r  o  i  x 
nebst  Anmerkungen  von  Her  mite    und  .Serret,  Bd.  2,  S.  287—282,   welches 
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Ist  u  eine  Function  von  x  und  y,  so  kann  man  sich  denken,  dass 
ffj  e^  Pf  q  durch  x  und  u  ausgedrückt  seien.  Unter  dieser  Yoranssetzimg 
hat  man: 

(3), 

........    (4). 


dz 

di 

= 

p 

+ 

'1 

dz 
du 

= 

«i 

Differentüren  wir  die  Gleichung  (3)  nach  u,  die  Gleichung  (4)  nach  z^ 
und  suhtrahiren  wir  das  zweite  Resultat  vom  ersten,  so  finden  wir: 


dp          dq  dy          dq  dy 
du          dx  du          du  dx 

■    (5). 

erhalt  man  aus  der  Gleichung  (1): 

8f     ,     9f  dy          9f  dz          8f  dp 
8x  "^  8y  dx  "^    8z  dx  "^   dp  dx  ^ 

8q  dx 

.    (6X 

8fdy          df  dz          df  dp 
dy  du  "^    8z  du  "^  8p  du  "^ 

8qdu  —  ^     • 

•    (7). 

Substituiren  mx  in  diese  letztere  die  sich  aus  (4)  und  (5)  ergebenden 
Werthe  von  ^^  ^  oder  multipliciren  wir  (4)  mit  —  Ji^(^)  °^*  —  Ä» 
und  addiren  sie  zu  (7),  so  kommt: 

dy{8f    .      9f         ^     8fdq\     t,   dq(8f  _   8fdy\^^         ,gx 
du  \8y  "^   8z  ^  "^   8p  dx)   "^  du  \8q  8p  dx)        ^     "    W- 

Da  die  Function  u  noch  unbestimmt  ist,  so  können  wir  setzen: 

8f         9fdy_  ,QN 

8q  8p  dx 


Werk  wir  nicht  haben  einsehen  können.  Vgl.  auch  Serret,  Cours  de  cakul 
differentid  et  integral,  Bd.  2,  S.  624—649. 

Gauchy  hat  im  Jahre  1841  seiner  ersten  Abhandlung  vom  Jahre  1819  An- 
merkungen nach  unserer  Ansicht  von  der  höchsten  Wichtigkeit  hinzugefflgt,  in 
denen   er  seine  Methode  der  Darstellung  verallgemeinert. 

Jacobi,  Vorlesungen,  S.  864—376,  hat  eine  Darlegung  a  posteriori  dieser 
Methode  oder  vielmehr  der  von  ihm  abgeänderten  P  f af fschen  Methode  gegeben. 
Mayer  hat  in  der  Abhandlung:  Über  die  Jacobi-Hamilton'sche  Integrations- 
methode der  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  (Math.  Ann.,  Bd.  8, 
S.  435 — 452)  gezeigt,  wie  man  in  jedem  Falle  ein  vollständiges  Integral  finden 
kann.  Die  von  Gauchy  im  Jahre  1841  gegebene  allgemeine  Darlegung  seiner 
Methode  enthält  implicit  jene  Untersuchungen  von  Mayer.  Padova  hat  in 
einer  neueren  Abhandlung  Sulla  integrazione  ddle  equazioni  a  derivtUe  pargidli 
del  primo  ordine  (Gollectanea  Mathematica,  1881,  S.  105—116)  gezeigt,  wie  die 
Gauchy 'sehe  Methode  abgeleitet  werden  kann  aus  der  von  Ampfere  (Gahier 
17  und  18  des  Joum.  de  Töcole  polyt.). 
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und  hierdurch  geht  die  Gleichung  (8)  über  in: 

dy  ^    8z  ^  ^   Sp  dx  ^     ^ 

Multipliciren  wir  ferner  die  Gleichung  (3)  mit  —  j-,  die  Gleichung  (10) 

mit  —  -^,  die  Gleichung  (9)  mit  —  ^  und  addiren  die  Producte  zur 
Gleichung  (6),  so  erhalten  wir: 

^  +  ^^+  ^f^O (11). 

Sx  ^    82  ^  ^   Sp  dx  ^     ^ 

Die  Gleichungen  (3),  (9),  (10),  (11)  lassen  sich  auf  die  folgende  Form, 
der  wir  schon  in  Nr.  37  begegnet  sind,  bringen: 

dx dy dz —  dp         __         —  <^g  /i  2^ 

8p         8i        ^  8p^  ^  Sq         8x  ^  ^  8z  8y  ^  ^  8z 

Mithin  besitzt  jede  Lösung  der  Gleichung  (1)  die  folgende  Eigenschaft: 
Man  kann  eine  Function  u  von  x  und  y  von  solcher  Beschaffenheit  wählen, 
dass  die  Gleichungen  (12)  gleichzeitig  mit  der  Gleichung  (4) 

dz  dy  /,x 

d^  =  ^Tu (^) 

erfallt  sind. 

Es  ist  wichtig  zu  bemerken,  dass  das  System  (12)  nur  Ableitungen 
nach  X  enthält;  es  führt  somit  zu  einem  Integralsystem  von  der  Form: 

y  —  /i(^»  Vo^  ^0»  g^o) (13i), 

^   =   /iC^J,   Vo,    ^0,    go) (1^2)» 

P   =   /8(^i    yo,    ^0,    tfo) (ISg), 

a  =  AC^»  yo»  %  «o) (1^4)» 

wobei  angenommen  wird,  dass  p^  mittels  der  Bedingung  (2)  eliminirt  ist, 
und  worin  u  nur  in  den  Integrationsconstanten  von  (12),  nämlich  in  yo,  e^,  ^q 
vorkommt.  Diese  Constanten  enthalten  u  derart,  dass  die  Gleichung  (4) 
erfallt  ist. 

Umgekehrt  giebt  jedes  Integralsystem  (13)  der  Gleichungen  (4)  und 
(12),  in  welchem  die  Anfangswerthe  der  Relation  (2)  genügen,  ein  Integral 
der  Gleichung  (1)  von  der  Beschaffenheit,  dass  die  Anfangswerthe  derselben 
Gleichung  (2)  genügen.  Die  Relation  zwischen  o?,  y,  z  wird  erhalten,  in- 
dem man  u  zwischen  (13^)  und  (ISj)  eliminirt,  und  die  Werthe  vonjp  und  g. 
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welche  durch  Elimination  von  u  zwischen  (18^^),  (ISg)  und  (I84)  gefonden 
werden,  sind  genau  j-  und  ,~.  In  der  That,  vermittelst  der  Gleichungen 
(12)  und  (4)  kann  man  zu  den  Gleichungen  (6)  und  (7)  oder 

dx  '    du 

zurückgelangen.  Aus  diesen  ergiebt  sich  df^s^O  oder  f  =  const  Diese 
Constante  ist  Null  infolge  der  Bedingung  (2).  Mithin  genügen  zunftchst 
die  Gleichungen  (12)  identisch  der  Relation  (1).  Sodann  folgt  aus  den 
Gleichungen  (3)  und  (4): 

dz  —»  pdx  +  qdy. 

Nimmt  man  also  x  und  y  als  Variablen,  so  hat  man: 

dz  dz 

Mithin  ist  die  Integration  der  Gleichung  (1)  vollständig  zurückgeführt 
auf  diejenige  des  Systems  der  Gleichungen  (12)  und  (4). 

108.  Besttmmimg  eines  IntegralB  von  (12),  welohes  (4)  genfii;!. 
Wir  nehmen  an,  dass  man  das  Integralsjstem  (13)  der  Gleichungen  (12)  be- 
stimmt habe.  Der  Voraussetzung  nach  kann  man  dasselbe  auf  die  Form 
bringen: 

y  —  yo  +  («  —  «0)  Vi  («7  y©»  ^o,  «o)    .   .   .    (i^i), 

^  =  ^0  +  («  —  ^0) Va(«>  yo>  ^t,  80)     •     •     •     (14,), 
P  =  Po  +  iP^  —  «o)V8(«»  yo>  ^0»  «0)      •     •     •     (14,) 

«    =    «0  +  («    —    «o)V4(«t   yo»   ^0»    ffo)        •       .       •       O^^d' 

Wenn  diese  Gleichungen  der  Gleichung  (4)  nicht  identisch  genügen, 
80  hat  man: 

t--t  +  '  ■  •  •  —  w. 

Aus  den  Gleichungen  (4')  und  (3)  erhält  man  die  Gleichung 

^^^^äy_^dgdy,dl  .^,. 

du         dx  du         du  dx  '^  dx ^    ^ 

in  derselben  Weise,  wie  (5)  mit  Hülfe  von  (4)  und  (3)  gefunden  wurde. 
Die  Gleichungen  (3),  (4),  (5),  (9)  und  (10)  geben  die  Identit&t  (7);  in  der- 
selben Weise  geben  die  Gleichungen  (3),  (4'),  (5'),  (9)  und  (10)  eine  Glei- 
chung, welche  infolge  von  (7)  wird: 

'l  +  Vi-o (") 
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Ans  dieser  folgt: 


Damit  J  ^  0  sei,  genügt  es  im  Allgemeinen,  das8  /^  sbb  0  ist.  Nun 
hat  man  aber: 

Somit  mtuss  sein: 

Dieser  Oleichnng  kann  man  aof  die  beiden  folgenden  Arten  genügen: 

1)  Nimmt  man  an,  dass  far  x  =^  x^ 

sei,  so  hat  man:  * 

nnd  die  Oleichnng  (16)  ist  identisch  erfüllt.  In  diesem  Falle  findet  man 
das  allgemeine  Integral,  indem  man  y^  und  somit  u  eliminirt  zwischen 
(18^)  und  (IS,),  welche  übergehen  in: 

!^  — /i(«,  yo,  g>(yo),  ?p'(yo)) (iV). 

^  = /i(«/yb,  ?p(yo).  fl^M (is^o. 

2)  Man  kann  für  z^  und  y^  willkürliche  Constanten  nehmen,  welche 
u  nicht  enthalten;  dann  wird  q^  in  den  Gleichungen  (18)  nur  allein  u  ent- 
halten. Man  gelangt  in  diesem  Falle  zu  einer  yollst&ndigen  Lösung 
mit  zwei  willkürlichen  Gonstanten  z^^  und  y^,  indem  man  q^  zwischen  den 
Werthen  von  y  und  e  eliminirt.^) 

104.  UnterBUOhung  eines  Einwandes  von  Bertrand.  —  Bertrand 
hat  gegen  das  vorstehende  Beweisverfahren  einen  scheinbar  sehr  wesent- 
lichen Einwand  erhoben.     Man  könnte,  sagt  er,  mit  Hülfe  dieses  Verfahrens 


*)  Die  am  Eingange  dieses  Paragraphen  erw&hnten  Autoren,  n&mlich  Serret 
und  tmBchenetsky,  haben  sich  mit  diesem  zweiten  Falle  nicht  beschäftigt, 
obwohl  derselbe  von  fundamentaler  Wichtigkeit  ist  und  von  Gauchy  in  seinen 
im  Jahre  1841  zu  seiner  ursprünglichen  Abhandlung  vom  Jahre  1819  hinzugefttgtea 
Anmerkungen  angegeben  wurde.  Es  rflhrt  dies  daher,  dass  diese  Autoren  « ==  y« 
setzen,  während  man  «  ganz  unbestimmt  lassen  muss,  um  nach  Bedflrfhiss  u  =  y^ 
oder  u^mq^,  setzen  zu  können. 

Manslon,  Part.  IHJKnrsntialKleichmiigeiL.  15 
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beweisen,  dass  jede  Function  q>  {x\  welche  fEbr  einen  Werth  x^  yoa  x  Ter- 
schwindet,  flir  jeden  Werth  von  x  verschwindet     Setzt  man  nSmlich 

so  hat  man: 


<p{x)  ^  ip{x{)f'i'^'^- (17X 


mithin: 


Für  x^  BS  x^  ist  q){x^  =  9>(p^)  ^^  ^'  wonach  es  scheint,  daas  man 
nach  dem  Cauchy'schen  Verfahren  schliessen  müsste,  dass  f>(«)  a»  0  ist 
fOr  jeden  Werth  von  x,  was  absurd  ist 

Dieser  im  Allgemeinen  sehr  richtige  Einwand  trifft  unserer  Ansicht  nach 
bei  dem  besonderen  von  Oauchy  behandelten  Falle  nicht  zu.  Die  Function 
x(x)  im  Beispiele  von  Bertrand  ist  derart  mit  der  Function  q>(x)  ver- 
bunden, dass  die  NuUstellen  d^  letzteren  die  ünendlichkeitsstellen  der 
ersteren  sind  und  umgekehrt     Die  Gleichung  (17)  beweist,  dass 


Jl^nixydx     r:t(x)dx,    n{x) 


sich  dem  oo  n&hem,  während  gleichzeitig  Xi  gegen  x^  oder  (p{Xi)  gegen 
(p{x^)  convergirt 

In  4cm  besonderen  von  Gauchy  behandelten  Falle  ist  dem  aber  nicht 
so.     Setzen  wir: 

80  ist  klar,  dass  diese  Function  jc^  wenn  man  darin  die  durch  die  Glei- 
chungen (18)  gegebenen  Werthe  von  y,  z,  p,  q  einsetzt,  nicht  für  jeden 
W^rth  von  x  unendlich  wird,  weil  sie  willkürliche  Constanten  oder 
eine  willkürliche  Function  enthalt     Somit  kann 

I     xdx 

nur  unendlich  werden,  wenn  ;r  a=  oo  ist  für  o;  «■  rc^.  Denn  wenn  n  für. 
einen  andern  Werth  unendlich  wftre,  so  würde  dieses  Integral,  wenn  man 
das  Intervall  x  —  x^  genügend  beschr&nkt,  stets  endlich  sein. 

Es  kann  also  eine  Ausnahme  nur  stattBnden,   wenn   man   gleichzeitig 
hat:  • 

n^o,  Vor  9>(!fol  Po,  9'(yo))  =  0       ....    (18), 

<^(h  yo,  vdf^l  jPoi  v'df^))  =  »    ....  (19). 
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Dies  kann  nur  stattfinden,  wenn  man  die  besondere  Form  der  Function 
(p  nimmt,  welche  gerade  durch  diese  Gleichnngen  bestunmt  wird.  In  diesen 
besonderen  F&llen  wird  das  Integral 


r 


wenn  Ji,  während  x  gegen  x^  convergirt,  sich  dem  —  oo  nähert,  ent- 
weder endlich  oder  negativ  unendlich  sein.  In  diesen  beiden  Fällen  kann 
man  somit  el>enfalls  noch  von  J^  as  0  auf  7=0  schliessen.  Im  andern 
Falle  muss  man  I  direct  berechnen.  Findet  man  I  verschieden  von  Null, 
so  kann  man  daraus  schliessen,  dass  es  keine  Lösung  von  der  Beschaffenheit 
giebt,  dass  für  «  ==  ^o    ^  "^^  Viv)  ^  ^^^^  weiter  nichts. 

Es  kann  vorkommen,  dass  die  Gleichung  ;r  »»  oo,  anstatt  eine  Form 
von  q)  zu  geben,  för  welche  man  ganz  sicher  nicht  J  a=  0  hat,  im  Qegen- 
theil  einen  Werth  x  ^bs  xq  von  solcher  Art  giebt,  dass  es  zweifelhaft  ist, 
ob  J  's=  0  ist.  In  diesem  Falle,  wenn  wirklich  I  nicht  Null  ist,  muss 
man  schliessen,  dass  es  keine  Lösung  giebt,  welche  gestattet,  x  den  An£ftngs- 
werth  Xq  zu  geben.  Auf  diesen  Ausnahmefall  scheint  noch  nicht  aufinerksam 
gemacht  worden  zu  sein. 

105.  Bemerkungen.  —  L  In  dem  Falle,  wo  die  Gleichung  linear 
und  von  der  Form  ist: 

ii,  +    <Jg  =  J2, 

sind  die  beiden  ersten  Hülfsgieichungen  diejenigen  von  Lagrange 

dx         dy         dz 

und  dieee  genügen,  um  die  Aufgabe  vollständig  zu  lösen  (§  5  \md  Nach* 
ferag  n). 

IL  Wenn  die  beiden  Gleichungen  (IS^),  (IS,)  nicht  q^  enthalten,  so 
erhält  man  daraus: 

ye  =  ipi(x,  y,  a),    ao  =  V2i^^  y.  ^)- 

Mithin  hat  man  wegen  z^  «=  Vdlfo)  ^  allgemeines  Integral: 

Dieses  führt  zu  einer  linearen  Gleichung.  Die  linearen  Gleichungen  sind 
somit  die  einzigen,  welche  zu  Integralen  des  Hülfssystems  von  solcher  Be- 
schaffenheit führen,  dass  die  Werthe  von  jg  und  ff  nicht  q^  enthalten.  Das 
umgekehrte  ist  der  vorigen  Bemerkung  zufolge  evident. 

15» 
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228  Methode  tob  Caachy  und  Lie.  [Nr.  106] 

nL  Drftckt  man  ans,  daaa  die  dnroh  die  Belationen  (18)  gegebenen 
Werthe  der  Gleiohnng  (4)  nnter  der  YoranaBeCEiing  genligen,  daes  f,  mir 
Fnnotdon  von  t«  sei,  so  findet  man: 

eine  Relation,  welche  beweist,  dass  /*,  und  f^  gleichzeitig  q^  enthalten  oder 
alle  beide  davon  nnabhftngig  sind,  ausser  in  dem  Falle,  wo  /^  bbs  0  ist.^) 
106.    Beispiele.  —  L  Die  Oleichnng  sei*): 

x^  =  pq. 
Die  Hülüsgleichungen  werden: 

dx         dy  de  dp         dq 

7"p"~2p5~7'^¥ 


oder,  wenn  man  mit  xy  sss  pq  multiplicirt: 

1 
2 


pdx  ^^  qdy  ^^  ^  de  ^=^  xdp  ^^  ydq. 


d.  h. 

^  =  *     ^  =  ^,     dz^^-.2xdx^^.2ydy. 
X  p^      y  q'  X  y       ^  ^ 

Man  findet  unmittelbar  als  Integrale 

f-  =  S'  f  =  t'  --*.  =  t(-*--?)-^  (y'  -  yD 

mit  der  Bedingung: 

Multiplicirt  man   die   beiden  Werthe .  von  g  —  z^  mit  einander,    so 
erhält  man: 

(z  -  e^y  —  {x^  —  a^oO  (y*  -  yo*X 


*)  Serret,   der  t*  =  y©»   *  ==  VÖ^o)»   2o  =  9'(yo)  setzt,  sucht  diesen   Satz 
folgendennassen  zu  beweisen:  Die  Gleichung  (4)  giebt  anter  dieser  VoraussetBaiig^: 

„Da  nun'S  sagt  er,  „diese  Gleichung  identisch  stattfinden  muss,  so  müssen  die 

da 
mit  —^  multiplicirten  Glieder  sich  wegheben.    Man  hat  also  identisch: 

?&  —  /•  ^  «  0  " 
«So      ^*  «2o 

Diese  Schlussfolgerung  erscheint  uns  nicht  bindend,  da  ^''(yo)  l^oinen  von  z^  und 
g^  unabhängigen  Werth  besitzt. 

*)  Cauchy,  Exercices  etc.,  Bd.  II,  S.  249. 
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Beispiele.  229 

welchee  das  yollstftndige  Integral  mit  einer  überschüssigen  Constanten 
XTo  ist,  wenn  man  z^  als  willkürlich  betrachtet. 

Um  das  allgemeine  Integral   zn  erhalten,   braucht  man  zu  dieser 
Relation  nnr  die  folgende 

{e  -  ^o)  ^^  =  («'  -  «8)yo 

oder: 

{fi  —  ss^)q^  ^  (x^  —  x\)y^ 

hinzaznfügen,  welche  übrigens  identisch  ist  mit  einer  der  oben  gegebenen 
Belationen: 

{e  —  ^o)a?o  =  (^*  —  «l)l>o> 

wenn  man  die  Bedingung  x^y^  »b  p^q^  in  Betracht  zieht. 
n.  Die  Oleichimg  sei: 

2z  —  px  +  qy  +  q^  =  0. 
Die  Hülüsgleichimgen  sind: 

dx  dy ä£ -*(ip  — dg 

— «  y  +  2g  q*'~2z  p  82* 

Dieselben  fähren  zu  dem  folgenden  Integralsystem,  in  welchem  (/ssa g^^o""* 
ist: 

q  =  Cx^ 

'--^+5('.+^) 

Die  Grössen  p^  q^,  x^  y^,  z^  sind  durch  die  Gleichung  verbunden: 
2zo  —  i^o^o  +  ^oyo  +  ql  ^  0. 

Eliminirt  man  C  zwischen  den  Werthen  von  y  und  z^   so  findet  man  das 
toUst&ndige  Integral,  unter  A  und  B  zwei  Gonstante  bezeichnend: 

,_^.  +  (,_4)'^_o. 

Im  Torliegenden  Falle  hat  man  ;r  «»  00  fär  rc  "Ba  x^  »s  0.    Es  ist 
nfimlich  ;r  «s  -.»    Man  findet  /  =s  ij^  (•^j  ,  eine  Gleichung,  welche  nichts 
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weiter  aussagt.  Da  aber  das  soeben  geflmdene  yolbtftiidige  Integzal  fnr 
«  Bsa  0  keinen  Sinn  mehr  bftt,  so  können  wir  scUiessen,  dass  wir  hier 
den  neuen  oben  angedeuteten  Ausnahmefall  vor  uns  haben.  Es  giebt 
kein  vollst&ndiges  Integral  f&r  g  bs  willkfirliche  Function  Ton  «,  welches 
so  beschaffen  wäre,  dass  man  darin  i;  s»  0  setzen  kOnnte. 


§  29.  Gleichungen  mit  einer  beUMgen  ÄnsfaJd  von  Veränderlichen, 

107.  ZuräokfQhnmg  der  Aul^abe  auf  die  Integration  rtnes 
Systems  toü  simultanen  Gleichungen«  —  Die  Oleiehung  sei: 

f{a,  Xu'.',  a^mPi^-,  Pn)  —  0 (1). 

Wir  nehmen  an,  dass  fOr  «  a«  x^^  die  Grössen  g^  «i, .  - .,  *ii-a»  JPi»  •  •  t  i^« 
die  Werthe  5o,  Xij^  . . .,  Xf^^^J^  Pia^  '  •  t  Puto  <uuiehmen,  weldie  unter  ein- 
ander durch  die  Oleiehung  verbunden  sind: 

/"(^Oi  ^1,0»  •  •  •»  ^ii,o>  Pi^y  '  •  •»  Pha)  «"  0    .     .   •.     .    (2). 

Die  Oauchj'sche  Methode  besteht  darin,  n— 1  Functionen  %,  fi|, ...,  u^i 
von  Xi,  x^j  . . .,  x^  bIb  neue  VeribiderliGhe  einzufahren.  Man  kann  um- 
gekehrt jgr,  x^j .  . .,  ä;„_i,  Piy . . .,  p„  als  Functionen  von  »j,  «i,. . .,  «^i,  a;, 
betrachten  und  hat  unter  dieser  Voraussetzung: 

-s--ft^+--+i'-i%' (*)• 

wobei  die  Gleichung  (4)  n  —  1  solche  Gleichungen  repxiLsentirt,  welche  man 
erhält,  wenn  man  nach  einander  u  durch  u^,  u^, .  .  .,  u^_i  ersetzt i)  Diffe- 
rentürt:  man  die  Gleichung  (3)  nach  u,  die  Gleichung  (4)  nach  Xn  luid  zieht 
man  das  zweite  Resultat  vom  ersten  ab,  so  findet  man: 

1)  Wir  wenden  diese  abgekürzte  Art,  n  —  1  Gleichungen  darzustelleiif 
mehrmals  an,  um*  den  §  29  ganz  nach  dem  Vorbilde  von  §  28  gestalten  zQ 
können.  So  repr&sentiren  z.  B.  clie  Gleichungen  (5),  (7),  (8),  (9),  (10),  (100,  W  J® 
n  —  Jr  Gleiclmngep^  welphe  man  erhält,  indem  man  u  dun^  ^ir^y*»  *ii-i' 
ebenso  o;  durch  x^y  x^, , . .,  a;„.i  .oder^  durch  j)^,  p^, . .  i,  i^n.!  ersetzt^ 
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Glflichuiigen  mit  beliebig  yielen  unabhängigen  Yeränderlidhen.         231 
Sodann  erh&lt  man  ans  der  Oleichnng  (1): 

'^^df  dx       W  ^    I    y  «/^  *  „  0  m 


Snbstitnirt  man  in  diese  letzte  Gleichung  die  ans  den  Oleichongen 
(4)  Tjnd  (5)  sich  ergebenden  Werthe  von  3-,  ^,  so  folgt: 

Da  die  Functionen  u  unbestinunt  sind,  so  wird  man  die  letzte  Sonmie, 
welche  in  dieser  Oleichnng  vorkommt,  zum  Verschwinden  bringen  können, 
wenn  man  die  n  —  1  Gleichungen  annimmt: 


df df     dx 

8p  dpn    dXn 


(9). 


Die  Gleichung  (8)  geht  dadurch  über  in: 

fi(g+*s+Ä^)-»  •  •  •  «>»)• 

Da  die  Determinante 

d(x^,  .  .  .  .,  Xn-^) 
•  d(t#,,  .  .  .  .,  t»„_i) 

im  Allgemeinen  nicht  Null  ist,  den  Bedingungen  (9)  zufolge,  welche  u  nicht 
expUcit*  enthalten,  so  sind  die  Gleichungen  (10)  den  folgenden  äquivalent: 

|f  +  ^|_/'+v*_o (loo 

^  8X      *     ^  SZ      ^       dpn    dXn  ^       ^ 

Schliesslich  ergiebt  sich   aus   den  Gleichungen  (6),  (3),  (10)  und  (9), 
wie  wir^  ini.  Falle  zweier  unabhänjgigen  Veränderlichen  gesehen  haben: 

dXn     ^  ^'^  dz    +    1^1^   —   ^ \^V- 

Die  Gleichungen  (3),  (9),  (lO^f  <11)  können  auf  die  folgende  Form 
gebracht  werden,  der  wir  schon  in  Nr,  42  begegneten: 
^_      _i«» äz_^ -  dp^  ^dpn 
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232  Methode  ron  Caacliy  ud  Lie.  [Ifa»  108-109] 

Diese  Oleichtizigen  (12)  enthalten  die  u  Dicht  Man  erhftlt  ans  ihnea 
ein  Sjstem  von  Werthen: 

WO  jede  der  Functionen  /}  a;«  und  die  Anfangswerthe 

^0»  ''^1,0»  •  •  •»  ^»—1.0?  PitOi  •  •  •!  1^11—1,0 
enthUt     Es  ist  ersichtlich,   dass   num,   mn  die  Lösong  zu  ▼oUenden,  nur 
diese  Anfangswerthe  als  Fonctionen   der  u  derart   zu  bestinunen   braucht) 
dass  den  Gleichungen  (4)  Genüge  geschieht 

108.  Battibtiimung  elnea  Xutegrala  Ton  (12),  welches  der  aiol- 
ohUBg  (4)  genügt.  —  Wir  substituiren  die  Werthe  (13)  in  die  Gleichong 
(4)  und  setzen: 

Mit  Hülfe  von  (3)  erhftlt  man  hieraus: 

dpn   _.  "^V-^  ^  _  ^  .^\  4-    ^^  (h% 

du  1   \  dxn   du         du  dxn }  "*"  dxm       •     •     •     V  ^ 

Am  /In 

Substituirt  man  diese  Werthe  von  j-  und  ^  in  (7),  so  folgt: 

^S  +  -^^-« ("> 

Hieraus  ergiebt  sich,  wenn  man ., 


"  if_ 

iXn 

setzt: 


as). 


1^  I^'** (16). 


Dapiit.  J.BB  O.sei,  reicht  ee  im  Allgememen  ans,   dass  Jg  as  0  so 
oder: 


^.-«*^.+    -+'--fe^-    •    ("^ 
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Bemerkungen.  233 

Dieser  Bedingung  kann  man  auf  verschiedene  Arten  genügen^): 

1)  Man  kann  annehmen,  dass  xro,  Xi^^  • . .,  ^h^lo  willkürliche  Gon* 
Staaten  nnd  i^i^i .  • .,  Pn^ijf^  beliebige  Functionen  der  u  oder  auch  die  u 
selbst  seien.  In  diesem  Falle  findet  man,  indem  man  die  pQ  zwischen  den 
n  ersten  Gleichungen  (13)  eliminirt,  das  vollständige  Integral: 

F{£f,  a?!,  .  .  .,   Xn,  »Ol   *1.0>  •  •  -1   ^«-1.0)  =   0     .      .      .      (18). 

2)  Man  kann  annehmen: 

dtp  dtp 

■Pi'«  —  *^'  •  •  •'  ^--»•«  ^  ä^ü:;' 

wo  Xi^o,  x^^o, . . .,  ^1,^1,0  irgend  welche  Functionen  der  u  sind,  oder  auch 
selbst  für  die  u  genommen  werden,  um  das  dieser  Annahme  entsprechende 
Integral  zu  finden,  muss  man  sich  vorhler  die  Form  der  Function  (p  ge- 
geben denken,  um  die  u  zwischen  den  n  ersten  Gleichungen  (13)  eliminiren 
zu  können.     Dieses  Integral  ist  das  allgemeine  Integral. 

3)  Man  kann  schliesslich  den  Gleichungen  (17)  auch  genügen  durch 
Annahmen,  welche  zwischen  den  soeben  behandelten  in  der  Mitte  liegen. 
Man  kann  gleichzeitig  setzen: 

^0   *»  y(«i.o» »  *in.o)? 

wo  a?i^,  X2S, . . .,  x^Q,  l>w+i.o»  •  •  M  Pn-1.0  beUebige  Functionen  der  u  sind 
und  die  andern  p  durch  die  folgenden  Relationen  bestimmt  werden: 

9tp  ^       dtp  • 

f^'O  -  a^'  •  •  •'  -P-o  -    «^- 

100.  Bemerkungen«  —  I.  Weim  die  gegebene  Gleichung  linear 
und  von  der  Form  ist 

^iPi  + +  ^nPn  ==  Zj 

so  sind  die  n  ersten  HülÜBgleichungen  diejenigen  von  Lagrange: 

äxt  dxn  dz  .-Qx 

x.  =•'•=  "ZT        z ^^^> 

Dieselben  reichen  aus,  um  die  Aufgabe  vollsiAndig  zu  lösen  (§  6  und 
Naditrag  H). 


^)  Die  im  Folgenden  angegebenen  drei  Arten  sind  nicht  die  einzigen,  wie 
man  diesen  Gleichungen  genügen  kann  (Nr.  116,  III). 
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IL   Wenn   die  n  ersten  Gleichungen  (13)  die  pi  nickt  entiuJteo,  so 
folgt  daraus: 

«14) — Vi  (^»  *!' --^  «»X ---M  *»-i4>  —  V1.-1  (^t  «1»  •••»  «»tX  ^a  —  V»(^' *^ 
und  dies  giebt  das  Integral: 

welches  zu  einer  linearen  Gleichnng  gehört 

nL     Drttckt  man  ans,  dass  die  dnrch  die  Relationen  (18)  gegebenen 
Werthe  den  Gleichungen  (4)  genügen,  M\s  man  u^sp^  annimmt,  so  folgt: 


w— t 


Ans  diesen  Gleichungen  ergiebt  sich,  dass,  wenn  n  —  1  der  Functionen 
Ä>  •  •  •)  f»  eü^  der  j?o  nicht  enthalten,  dasselbe  mit  der  n'^  der  Fall  ist 

IV.  Leitet  man  aus  den  n  ersten  Gleichungen  (13)  durch  Elimination 
der  p  mehr  als  eine  und  weniger  als  n  Belationen  zwischen  den  £  und 
den  X  her,  so  befindet  man  sich  im  Falle  der  semilinearen  Gleichungen,  auf 
den  Lie  (Nr.  14,  IQ)  aufmerksam  gemacht  hat  und  auf  den  auch  Serret 
nebenbei  gekommen  war  (Nr.  119). 

y.  Man  kann  von  der  Gauchj'schen  Methode  im  allgemeinen  Falle 
nach  Lie's  Auffassungsweise  eine  symbolische  geometrische  Deutung  im 
Baume  von  n  -|-  ^  Dimensionen  geben.  Die  Gleichung  (1)  stellt  00^  Ele- 
mente im  %kume  von  n  +  1  Dimensionen  dar.  Die  Schlussfolgemngen 
der  Yorhergehenden  Nummern  zeigen,  dass  die  Elemente  jeder  Lösung  der 
Gleichung  (1)  unter  denen  enthalten  sind,  welche  dem  HtOfiasystem  (12) 
genügen;  das  Hülfssjstem  (12),  welches  nur  00*"  Elemente  enthftli,  enth&lt 
also  nur  die  Elemente  der  Gleichung  (1).  Die  Gleichungen  (4)  drficken 
einfach  aus,  wie  man  die  Elemente  der  Gleichungen  (12)  gruppiren  moss, 
damit  dz  =»  p^dxi  +  -*  *  +  Pn^m  sei.  Diese  Bemerkung  erklftrt  auch, 
warum  man  in  dem  Falle,  wo  die  gegebene  Gleichung  linear  ist,  nur  die 
n  ersten  Gleichungen  zu  betrachten  braucht. 
'     '110.  Beiapiel.  —  Die  Gleichung  tei^): 

X^X^  .  .  .  X„    asss  pj^  -  .  .  Pn^ 


^)  Cauchy  a.  a.  0.  behandelt  auf  dieee  Weise  diese  Gleichnng  fltr  den  Fall 
n  »  8.  Graindorge,  Nr.  49,  S.  50,  Nr.  69,  S.65  behandelt  dieselbe  Gleichuiig 
f&r  n  «r  8  nach  der  Methode  von  Jacobi  in  ihren  beiden  Formen.  VgL  aoch 
Nr.  78,  L 
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Die  Hülftgleichnngen  sind  nach  Hnltiplioation  mit  XiX^...Xn^^pj^2...pn' 


Pi^l 

pss;    •  4  • 

=  PndXn  — 

*  n    "^ 

a^i*i  = 

•••  =  «« 

cL  h. 

• 

«1 

^« 

. 

^  — 
n 

^" 

rfa?i  s=s 

...  =  ^ 

Xn 

»„<!«„, 

AIa  Integfrale 

findet 

man: 

-f.' 

2'- 

-«0    _ 
n 

■t^^j 

-»W-- 

niit  der  Bedingung, 

dass 

sein  mnss.     Multiplicirt   man   die  n  Werthe  von  a  —  e^  mit  einander,  so 
findet  man: 

^  {»-e,r  -  («f  -  xl,)  {x\  -  x\^) . . .  (xJi  -  xl,); 

•         •        •         •  •  • 

dies   ist   das   vollständige   Integral,    welches   eine   überschüssige   Gonstante 
enthmt,  wenn-  man  sff^  als  willkürlich  betrachtet. 

111.  Soheinbarer  Aiuinahmefall.  Modiflbationen  von  ICayer 
und  Darboux.  — '  I.  Ist  die  gegebene  Gleichung  homogen  in  Bezug  auf 
die  p,  so  hat  man  wegen  f  =  0: 

ü^d  somit  giebt  die  n^' Gleichung  (12)  als  Integral 

;er  ==  co^ist. 

Offenbar  ist  es. unmöglich,  die  jp^  aus  dieser  Gleichung  und  den  n  —  1 
Relationen  (ISi),...,  (13^_|)  zu  eliminiren,  und  somit  giebt  die  allgemeine 
Methode  von  Gauchj  niclit  mehr  das  vollständige  Integral. 

Mayer  hat  ein  sehr  einfaches  Verfahren  angegeben,  um  sowohl  in 
diesem  Psdle  wie  im  allgemeinen  Falle  zu  einem  vollständigen  Integrale 
zu  gelangen,  welches  pi^Q,  .  .  .,jp„_i,o  tmd  jgQ  als  Constanten  enthalt.  Zu 
ieia,  Ende  betrachten  wir  das  allgemeine  Integral,  welches  so  beschaffen 
ist,  dass 

^0   ^  ^0  +  PU0^U9  +  ••••+  l>i.-l,0«n-M     •      •      •      (20) 
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ist     Man  hat  dann,  da  g'f,  eine  Constanta  ist: 

Somit  braucht  man,  om  das  entsprechende  yoUstftndige  Integral  zu 
finden,  nur  ß^j  x^^^,  . .  -,  «„^1,0  zwiscten  den  Oleichungen  (13i),,..,(13J 
und  (20)  zu  eliminiren.     Dies   ist   immer   ml^glich,   da  sich  die  x  aof  x^ 

für  a?„  ■=■  »^,0    reduciren   und   daher   die   Determinante   ^^>'"»^^»-^^ 

niemals  gleich  Null  ist,  weil  sie  für  :r„  «»  x^^q  gleich  der  Einheit  ist  Mm 
kann  somit  die  Xq  als  Functionen  der  x  ausdrücken. 

Das  Vorhergehende  ISsst  sich  leicht  verallgemeinenL     Wir  setzen: 

^0  =  V(*i,o^ » «»-1,0»  «1»  • . .,  «!•)      •     •     .     (21), 

wo  Ol,  .  .  ^  On  Gonstanten  sind.  Eliminirt  man  zwischen  den  Gleichungen 
(13i), .  .  .,  (18„),  (21)  und  (22)  die  Grössen  ß^^,  x^  und  p^,  so  findet  man: 

F{£f,  a?!,  .  . .,  «„,  «1, . . .,  o«)  =*  0     ....    (28), 

eine  Belation,  welche  ein  neues  yoUst&ndiges  Integral  darstellt.  Das  SystoDi 
der  Gleichungen  (IS^), . . .,  (13«),  (21)  und  (22)  Iftsst  sidi  ersetzen  durch 
(13i),  . .  .,  (13„),  (22)  und  (28).  Setzt  man  also  «^  —  x^q,  so  ergiebt 
die  Gleichung  (28),  wenn  die  Gleichungen  (18)  x^  «*  Xi^, . . .,  «„_i  s=b  x^_i^, 
z  =i  0Q  geben,  die  Relation: 

^0  ■"  V  (^1.0»  •  •  •»  *ii-i,o»  ^»  • '  1  «J       ■     .     .     (21). 

Mithin  würde  man,  wenn  man  einfach  in  (28)  jr„  »■  jr„^  setzte,  findoi: 

z  =  9(a?j, . .  ^  a?„_i,  ai, . . .,  a«). 

Das  in  Bede  stehende  vollständige  Integral  redudrt  sich  daher  für  a;^  «»  x^^ 
auf  die  Function  9(a?i,  .  . .,  x^^^,  «i,  •  •  •>  oj.^) 


^)  Mayer  beweist  diese  Bemerkungen  direkt  mittels  der  von  Jaeobi 
modificirten  Pfaf fachen  Methode.  Er  giebt  yerschiedene  intoroMunte  Sftlae  ftbor 
den  Zniammenhang  der  Integrale  anter  einander  (vgL  Nr.  120,  Anmerkung).  Wie 
man  sieht,  enthftlt  die  Cauchy^sche  Methode,  wenn  man  sie  so,  wie  wir  es  oben 
gethan  haben,  in  ihrer  ganzen  Allgemeinheit  darlegt,  implidt  die  von  Mayer 
angegebene  Modifioation. 
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IL   Man  kann  den  Gleichungen  (4)  auch  genügen,   indem  man  setzt: 

^  =  ^0   +  Ä.0^l.O  +  •  •  •  +  Pm,0^m.O 
^^   «1,0'   •  •  M   «m.0»  iJm+LO»    •  •  •  •»  PwUO     ^     die   U   UUd     Pi,o»   •  •  M  Pm.Oi 

^m+itOi  •  - 1  «»— i,Of  ^0  ^^  ^^®  Constanten  betrachtet.^) 


')  Darboux  (Comptes  rendus,  1874,  Bd.  79,  S.  1488—1489;  1875,  Bd. 80, 
8.  160^164)  hat  zuerst  auf  dieses  Integral  aufmerksam  gemacht,  aber  nur  in 
dem  Falle  der  halblinearen  Gleichungen  (vgl.  Nr.  119).  Er  setzt  ebenfalls  diese 
Untersuchungen  mittels  der  von  Jacobi  modificirten  Pfaffschen  Methode  aus- 
emander. 
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2.  Kapitel. 
Untersiieliugeii  Yen  Serret 

§  30.  GUichungen  mit  zwei  unabhängigen  VeränderUchen. 

112.  FoTm,  welohe  der  allgemeinen  Lösung  in   den  Unter- 
■aohnngen  von  Berret  gegeben  wird«  —  Die  Gleichung 

A«»  y»  <^i  Pi  ff)  —  0 (1) 

führt  za  den  Hülftgleichangen: 


äx      dy  dz  —  dp —  dg  .«v 

^"V"«  V_i..V""    9f_^^df—    df^^9f        •     ^^^' 

deren  Integrale  sind: 


dp      9q      ^  dp^  ^  dq        dx^^  dz         dy^^ds 


y  —  A(«.  yo>  -^01  ffo) (^iX 

^  —  /i  («1  yo»  ^0,  ffo) (^X 

p  —  /sC«!  yoi  ^0,  ffo)  ......  (3,), 

ff  =  /4(«»  yo>  ^0.  ffo) (84). 

Nimmt   man  an,   dass   man    ans   den   beiden   ersten  das  Yollstftndige 
Integral 

e  =  M{x,  y,  yo'  -^o) (^ 

abgeleitet  habe,  so  hat  man: 

p  —  -^  —  ■2^(*.  y,  yo,  ^0),  3  -"  -j^  =  ■P(*'  y»  y«»  '0)  •  (s). 

Will  man  das  aUgemeine  Int^ral  haben,  so  hat  man  nur  za  setun: 
«0  =  V'dfo), 
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,  Serret's  Form  von  J.  289 

und  mit  der  Gleichung  (4)  ^ilire  Ableitong  nach  yQ  zu  verbinden: 

f +  S«.-''    • w. 

Die  Gleichungen  (4),  (5),  (6)  sind  den  Gleichungen  (3)  äquivalent  und  werden 
dieselben  im  Folgenden  vollständig  ersetzen.^) 

IIS.  Neue  von  Serret  gefundene  Form  des  Werthes  von  /•  — 
Man  kann  das  totale  Differential  von  /{x^  y,  z,  p,  q)  erhalten,  indem  man 
die  Differentiale  der  Gleichungen  (8)  oder  der  äquivalenten  Gleichungen 
(4),  (5),  (6)  addirt,  nachdem  man  sie  mit  Factoren  von  solcher  Beschaffen- 
heit multiplicirt  hat,  dass  die  Differentiale  dy^,  de^^  dq^  aus  dem  schliess- 
liehen  Resultat  verschwinden.  Es  ist  klar,  dass  man  die  Gleichung  (6), 
welche  allein  q^  enthält,  mit  0  multipliciren  oder  weglassen  muss.  Multi- 
plicirt man  die  Gleichungen  (1),  (5^),  (6^)  resp.  mit  ju,  v,  q,  so  erhält  man: 

,.         (    SM    ,        dN   ,         9P\    . 

— :  judjB  —  vdp  —  Qdq  a»  0, 

vorausgesetzt,  dass  yu,  v,  q  den  Relationen  genügen: 

8M    ,         8N    ,     ^    SP         /v  /m  \ 

fJL-z \'  V ^-o— -  =  0 (7,), 

SM    ,         SN    ,         SF         t\  m  \ 

Offenbar  hat  man  nach  diesen  Relationen: 

^  Sf  v' 

9P 


1)  "Öie  Art,  wie  Serret  diese  Äquivalenz  beweist,  ist  ziemlich  heikel,  da  er 
sich  anf  das  ungenügend  bewiesene  Princip  stützt,  welches  wir  in  der  Anmerkung 
zu  Nr.  105  angedeutet  haben.  Man  kann  dieses  kleine  Y  ersehen,  wie  wir  es  in  der 
erwähnten  Nummer  gethan  haben,  leicht  gut  machen.  Indessen  ist  diese  nach- 
trägliche Yerification  der  Canohy^schen  Methode  überflüssig,  da  alle  Rechnungen 
von  Cauchy  in  umgekehrtem  Sinne  durchgeflLhrt  werden  kOnnen.  Aus  dem- 
selben Grunde  haben  wir  die  nachträgliche  Yerification  der  von  Jacobi  modi- 
ficirten  Pf  äff  sehen  Methode^  wie  sie  in  den  «Vorlesungen*  S.  364 — 369  gegeben 
ist,  weggelassen.    Vgl.  auch  Nr.  109,  Y. 
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240  Methode  von  Cauchy  und  lie.  [Nr.  113- lU] 

d«  h.  zufolge  der  letzten  der  Gleichongen  (7): 

dN  SP 

^  ~  V   ~    ÖM     '^    9      SM 


«JJf     ^    r      Ä3f 


-  äJ  *•'»  »^  +  V  ^  ^°«  i^- 

Wir  bemerken  nun,  dass  man,  um  das  Integral 

ZU  berechnen,  sich  Jt  mittels  der  Oleichnngen  (3)  oder  der  Oleichnngen 
(4),  (5),  (6)  durch  x  allein  ausgedrückt  denken  muss.  Wir  können  ans 
daher  dieser  Oleichnngen  bedienen,  um  ;r  zu  transformiren.  Nnn  giebt 
die  Gleichung  (6),  welche  (3^)  Äquivalent  ist,  wenn  man  sie  auf  die  Form 

—  a    —   ^^' 

dzo 

bringt: 

Szo  \8y9dx   *"  dywdy  dx]         dyo  \8z98x    *    dtoSy  dx)  *" 
Diese  Gleichung  ist  erfüllt,  wenn  man  setzt: 

^  _  9 
dx  v' 

In  der  That  wird  dieselbe  durch  diese  Substitution: 

dsfo  Uy«    ""  *yo  9}         dyo\Szo  "*"  dzo  9)  ^^    ' 
oder  auch  nach  Multiplication  mit  v  zufolge  der  Gleichungen  (7): 
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üntenttehung  dee  kritischen  Falles.  241 

Man  kann  daher  ^  in  dem  Werthe  yon  n  durdi  ^  ersetzen,  wodurch 
derselbe  übergeht  in: 

^  =  >^  ^"«  ä^  +  ^  ^^»  Äi;  X  I  -  5i  ^^«  ä^- 
Mithin: 


—  j  — 


(AAf  \ 
— -j  =sai    1. 

114.  Untenudhung  des  kritiflohen  Fallet.  —  Die  vorstehende  Formel 
gestattet  uns  den  Fall  zu  diaeutiren,  wo  die  Form  öbt  Fonotioa  <p  (j/),  aof 
welche  sich  g  f&x  x  «ms  Xq  reduciren  mnss,  so  beschaflfe«  ist,  dass  das 
Integral  J^  subc  einen  unendlich  grossen  positiven  Werth  hat,  d.  h.  dass 

—  log  -r—  ==  00,  oder  -^—  =  0 

ist  für  X  '"^  Xq.  In  diesem  Falle  ist  man  von  vornherein  nicht  mehr 
sicher,  dass 

ist,  wenn  auch  7^  =s  0  ist.  Man  mnss  demnach  a  posteriori  verificiren,  ob 
wirklich  7  ss  0  ist.  Wenn  dem  so  ist,  so  wird  auch  eine  Lösung  g  =bb  M 
existiren,  welche  sich  f^  x  ^^  x^  auf  z  sss  q)(y)  rednciri,  die  aber,  was 
bemerkenswerth  ist,  vermittelst  der  vollständigen  Lösung,  wie  Serret 
bewiesen  hat,  geliefert  wird.  Die  Schlussfolgemngen  dieses  Oeometers  sind 
nkdit  nur  auf  den  Fall  anwendbar,  wo 

,        SM 

Tuiendlich  gross  ist,  sondern  auch  auf  alle  FftUe,  in  denen  dieser  Ausdruck 
für  o;  SS  ata  einen  von  Null  verschiedenen  Worth  abnimmt,  w&hrend  -; — 
Bla  X  ams  xq  Verschieden  von  1  ist. 
Es  sei  nämlich  f&r  rr  a»  ar^ 

Alif 

-r —  OB  einer  von  1  verschiedenen  Oonstanten 

und  es  werde  angenommen,  4ass  /g'^sm  M  f^  x  =s  x^  übergehe  in  iraB^(y) 
oder  vielmehr,  dass  man  ^tr  x  =  x^,   V  ^'^  9q  habe:  g^  «b  g>(]f^).    Die 
XaiiioB,  Pmrt.  DUTwBBtiftlgleiohiuigen.  16 
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242  MeÜMMle  tob  Cwiohy  und  Lie.  [Nr.  114-116] 

Gleichungen  (8)  oder  die  Oleiobungen  (4),  (5),  (6)  müssen  somit  fOr  diese 
Werthe  identisch  erfüllt  sein.     Nimmt  man  nun  aber  in  der  Gleicliiiiig  (6) 

«  —  «01  y  —  yo»  ^0  —  v(yo) 

an,  so  kann  dieselbe  nicht  erfüllt  sein,  wenn  sie  es  nicht  schon  f&r 

«  —  «0»  ^0  —  y(yo) 

bei  beliebigem  y  ist     Wftre  dem  nämlich  nicht  so,  so   erhielte  man  ans 
(6)  nach  Subsütation  von 

den  Werth  y  a»  y^.  Damit  dies  aber  der  Fall  sei,  müsste  man  für  dP  =  X| 
•  »#■ 

--r —  «B  1  haben,  was  der  Voraossetzong  widerspricht^) 

Somit  verschwindet  y^  ans  der  Gleichung  (6),  wenn  man  «  «es  jt^ 
setst  Die  Gleichung  (6)  aber  ist  die  Ableitung  der  Gleichung  (4)  naeh  y^. 
Mithin  verschwindet  y^  auch  aus  der  Gleichung  (4),  wenn  man  x  *=^  x^ 
setaEt,  da  die  Ableitung  der  linken  Seite  von  (4)  d.  h.  die  linke  Seite  von  (6) 
identisch  Null  ist  für  :r  «=  ^r^.  Wir  wissen  aber,  dass  die  Gleichung  (4)  for 
xmax^^  y  BS  y^:  jg^  SS  q)(y^)  giebt;  mithin  giebt  sie  für  o;  «»  a;^  allön 
z  sBs  f>(y).  Im  gegenwärtigen  Falle  ist  daher  die  Function  z^  «»  q}(g^) 
derart  beschaffen,  dass  die  Lösung 

e  ^  M 

g  8SB  q){jf)  f&r  X  ssB  Xq  ergiebt,  ohne  dass  es  nöthig  wäre,  y^  zwischen 
dieser  Gleidiung  und  der  Gleichung  (6)  zu  eliminiren.  und  dies  sollte 
bewiesen  werden. 

Mit  andern  Worten:  In  dem  Falle  —  dem  einzigen  wichtigen  für  die 

JtAf 

Theorie,  die  uns  beschäftigt  — ,  wo  -^—  a«  0  ist  für  d?  »b  «;^,  hat  man 

auch  der  Gleichung  (6)  zufolge  -rr —  a«  0  und  somit  kommt  y^f^x^^x^ 
nicht  mehr  in  der  Gleichung  (4)  vor.     Diese  Schlussreihe  ist  viel  einfacher 


^)  Diese  Schlussreihe  ist  nur  im  Allgemeinen  richtig.    Man  nimmt  an,  da« 
die  Function  M  derart  beschaffen  ist,  dass  man  darin  nicht  a; » iEb»  y  =  y«  machen 

J^^Lf 

kann,  ohne  dass  man  nicht  nur  M=sZf  sondern  auch  -j—  •■  1  hätte.  Der  Weiih 
von  •^—  wird  durch  die  Gleichung  (6)  gegeben;   mithin  muss  die  Gleichung  (6) 

OZq 

Bu  der  Rektion  ^  =  1  für  x  =  ä^,  y  =  y©  führen,  abgesehen  von  den  Fällen, 

wo  yo  in  dieser  Gleichung  nicht  vorkommt  Serret  ist  nicht  präcis  genug  bei 
den  Schlössen,  welche  8i<ä  auf  diesen  kritischen  Fall  beriehen,  der  noch  grflnd- 
lieber  untersucht  werden  muss. 
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Beispiel.  248 

wie  die  von  Serret  xind  ist  auf  Functioneii  anwendbar,  welche  für  x  v  x^^ 
y  s^ffg  nicht  -5 —  s==  1  ergeben  würden. 
115.  Beiapiel.  —  Die  Gleichung  sei: 

pqy  ^  pjf  +  aq  ^^  0, 
wo  a  eine  Gonstante  ist.     Die  Hül&gleichxmgen 

—  pdx  qdy  de  dp  dq 

aq  JP«^  "*  My   "™  p*  "*    0 

haben  zu  Integralen: 

P  —  ö«o^» 

y  —  -»[yoC^o  —  ««yo)  —  «(«  —  a?o)]» 

wo  jB  definirt  ist  durch  die  Relation: 

Man  erhält  daraus  als  yoUstftndiges  Integral: 


'-W^ 

Vo 

(«- 

-«o)j+yi 

Ift-^ 

)(.- 

-*o)[- 

Ferner: 

-Ä(*, 

»  ~ 

9oy«)- 

Setzt 

man 

«0  ■ 

-  «0^0  = 

s  0,  so 

liat 

man 

auf 

wo  a  eine  Constante  ist.     Führt  man   nim   diese  Werthe  von  Mq  und  q^ 

in  das  yollstAndige   Integral   ein,  so   findet  man,   dass  sich  für  d?  a»  «q« 

M  «■■  ay  ergiebt,  und  dies  ist  das  durch  den  Serret'schen  Satz  angegebene 
Resultat. 

§  31.  Gleichungen  mit  n  Veränderlichen. 

116.  Form,  welche  in  den  Untenmohiingen  von  Serret  dem 
allgemeinen  Integral  gegeben  wird.  —  Die  Gleichung 

/*K, . . .,  «»,  i^,  A, .  • .,  P«)  =  0 (1) 

16^ 
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244  Methode  yon  Caaöhy  and  Lie.  .    [Nr.  116-117] 

fUirt  zn  den  HiUsgleidiiingen: 

dp,  ^«         ^dp        d«,  ^^^dr  dx«^^"df 

deren  Integrale  wir  durch  die  Gleichungen  darstellen: 

I.  Es  sei 

F(jBr,  a?i,  .  . .,  Ä„,  e,  a?!^,  • .  •»  ««_i4))  =»0      ...      (4) 

das  YoUslAndige  Integral,  welches  durch  Elimination  der p^  ans  den  »ersten 
Gleichungen  (3)  erhalten  wird.  Man  kann  n  der  GQeidiUBgen  (8)  enetiaa 
durch  die  folgenden,  welche  die  Werthe  der  p  geben: 

n.   Will  man   das  aUganeine  Integral  haben,  so  eetm  man  (Nr.  10) 

«=«*'*  «  —        ^y 

und  eliminire  die  Xq  aus  den  n  ersten  Gleichungen  (S)  oder  aus  (4)  und 
den  folgenden  aus  (4)  abgeleiteten  Gleichungen: 

dF    ,    ^       dF  ^  dF        ,  *^  _  0     r6^ 

Sie  GleidiUBgen  (4),  (5),  (6)  sind  den  Gleiehungen  (8)  ftquiyalent. 
m.     Man  findet  weniger  allgemeine  Integrale,  wenn  man  annimmt 

^^•^     d2^'  •  • "  *"-*'^     ds;;i:7 

und  femer,    dass   die  z^   unter   einander    durch    Gleichungen   yerbnndan 


seien: 


*m+lK)  =  ?^l(*1.0>  •  •  •»  *m^)»  •  •  •  M   ^n-1,0  ^^  ?>ii-«i-l(*1.0i  •  '  •'  *»*o)- 
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N«ue  Fonn  von  L  24& 

Die  in  Bede  stehenden  weniger  allgemeinen  oder  gemischten  Integrale 
werden  gegeben  durch  die  Oleichnngen  (Nr.  10): 


F{g^  «j, . . .,  a?„,  ^o>  ^1,0»  — r  ^ii-i,o)  =»  0    .     .     .     (4), 


9F         4F  .    "1*/  ^     .     ^^  ^    \  «9.    _  n  /7  ^ 

r;+^Ä^  +  ^^ir(^^  +  ^l^,o)j^-0    .    .    (7,), 


^^  +  a.^»o  +  ^,te  +  i^^'-'V«^"  ^  •  •  ^^-^- 

Bemerkung.  In  diesem  letasteren  Falle  wendet  man  im  Grunde  gsr 
nonmien  m  Hülfavacriable  x^^^ .  .  .,  x^,^  und  n  —  m  willkürlLche  Functionen 
an ;  im  Falle  der  allgemeinen  Lösung  aber  werden  n  —  1  Hülfisvariablen 
und  eine  willkürliche  Function  angewendet. 

117.  Neue  von  Serret  gefundene  Form  des  Werthes  von  I.  — 

ZunAchet  beschäftigen  wir  uns  mit  draoi  Falle,  wo 

9{PiM,  ..  '»Pfi— i,a) 

nicht  null  ist.     Wir  können  uns  in  diesem  Falle  die  Gleichung  (4)  auf  die 
Form  gebracht  denken: 

^  s=s  Jtf(a?i, . .  .,  a?„,  ^0,  a?i^,  . . .,  x^_^^^)       .    .     .    (8), 
und  die  Gleichungen  (5)  und  (6)  auf  die  folgende: 

ft  —  ^  —  »1. .  •  •,  !■.  —  ^  —  *    •    ■    •    •    (9), 
^  +  '^«.-0,...,^  +  ^, 0.   (10,. 

Das  Ensemble  dieser  Gleichungen,  welches  dem  Systeme  (3)  Squivalent 
ist,  wird  uns  in  den  Stand  setzen,  I  zu  berechnen. 

Man  kann  das  totale  Differential-  df  der  linken  Seite  von  /*  »»  0  er- 
halten, indem  man  das  Differential  der  Gleichung  (8)  und  diejenigen  der 
Gleichungen  (9)  addirt,  nachdem  man  dieselben  mit  Factoren  fi^Vf^  ,  .  .,  Vn 
Yon  solcher  Beschaffenheit  multiplicirt  hat,  dass  die  Differentiale 

aus  dem  Resultat  verschwinden.     Man  hat  somit: 
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246  Methode  yon  Gwichy  and  Lie.  [Nr.  117-118] 

wo  die  Factoren  fi^  v^,  v„  • .  •)  ^n  ^^  ^  Relationen  genügen  mtaen: 

Dem  Werthe  yon  df  und  der  ersten  dieser  Oleiohangen   zufolge  hat 

_    ^—   JLa«i^-^-i.       .4-    ^*-*        i^       X   ^. 

Aus  diesem  Werthe  yon  n  müsste  man  mittels  der  Oleiehungen  (10) 
ff|,  «9,  •  •  ^  x^^i  eliminiien;  man  kann  aber  zuyor  diesen  Ausdrudc  traos- 
foimiren  und  zwar  mittels  der  Gleichungen  (10)  selbst,  nachdem  man  sie 
auf  die  Form  gebracht  hat: 

Man  erh&lt  aus  dieser  Oleiöhnng  durch  Differentiation  nach  o?»: 
9»ü\9xq   dxn  ^     9a^       dxn      '    aaci)  / 

Diese  Gleichungen  werden  wegen  (11)  identisch  erfüllt  durch 
^  =  i.  <fa^n-i  _^  yw^i 

Mithin  Iftset  sich  der  Werth  yon  n  schreiben: 

^      a^d*»"*        ^    m    dxn  ^  SM 

d    .       SM 

=  ^^""«1^0 
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Demnach  hat 

man, 

wenn  man 

bedenkt,  daas  fär  x^ 

ist: 

1  = 

j.  m 

«'«Ä 


welches  die  Serret'sche  Formel  ist. 

118.  Untenuohimg  des  kritisohoii  Falles  nach  Serret.  —  Wir 
nehmen  an,  dass  die  Fmiddon  tp  derart  gewählt  sei,  dass  for  «,,  ss  x^^ 

-r—  »=  einer  von  1  verschiedenen  Constante    .     .     .     (12) 

ist.  Es  ist  möglich,  dass  trotzdem  eine  Lösung  der  Gleichung  (1)  von  der 
Beschaffenheit  ezisürt,  dass  für  a;^  ae  Xi^,  x^  »»  a?,,o,  .  . .,  ar^  es  x^^^^i 
5  ass  je^Q  =  <p(p^/)j  ^2,0'  •••»  ^n-i.o)  ^-  ^  dicscm  Falle,  behaupte  ich, 
ist  diese  Lösung  nicht  das  den  Gleichungen  (8),  (9),  (10)  entsprechende  all- 
gemeine Litegral,  sondern  es  ist  das  vollständige  Integral  oder  eine  andere 
zwischen  dem  allgemeinen  und  dem  vollständigen  Integrale  liegende  Lösxmg. 
In  der  That,  wenn  die  vorerwähnten  Umstände  eintreten,  so  können 
die  Gleichungen  (10)  zufolge  der  Gleichung  (12)  nicht  x^  »=:  «^^^^  . .  .^ 

Miyf 
x^_i  =B  *»-.!, 0  fiir  a?„  ==  x„^  geben,  da  dies  im  Allgemeinen  -j—  s=s  1  vor- 

aussetzt.  Man  muss  daher  aonehmen,  dass  für  d;„  =  x^^  diese  Gleichungen 
identisch  erfüllt  seien,  welches  auch  x^,  x^,  .  .  .,  ^«-1  ^^  mögen,  mögen 
dieselben  verschieden  sein,  oder  mögen  sie  sich  auf  eine  Anzahl  m-^n  —  1 
redudren. 

Wir  betrachten  zunächst  den  ersten  Fall.  Nehmen  wir  an,  dass  für 
Xj^  SS  x^^Q  die  linken  Seiten  der  Gleichungen  (10)  identisch  Null  seien,  so 
muss  man  daraus  schliessen,  dass  z  —  M  f^  x^=s  x^^  nicht  o^^q,  a;,,^,  . . ., 
^ft— 1.0  enthält,  denn  die  linken  Seiten  der  Gleichungen  (10)  sind  die  Ab- 
leitungen von  e  —  M  nach  ay^^Q,  .  . .,  iP„_i,o.  Indessen  e  —  If  =»  0  für 
«1  =  ^1,0»  •  •  •»  ^it-i  "  ^n-i^  giebt  £r  «s  ^^  =1  p  {x^^,  . . .,  a?„_i^),  wenn 
x^  =  ^„^Q.     Mithin  hat  man  für  x^  an  a?„,Q: 

^  =  y  (a?i,  a?2,  . . .,  a;„_i). 

Betrachten  wir  jetzt  den  Fall,  wo  die  Gleichungen  (10)  sich  auf 
kmtmn  —  1  —  m  verschiedene  Gleichungen  redudren,  &lls  man  x^  =»  x^^ 
setzt.     Wir  leiten  aus  diesen  die  Werthe  von  h  der  Constanten 

her  und  substituiren  sie  in  die  Gleichungen  (10)  xmd  in  (8).   Nach  dieser 
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Sobstitation  werden  offenlMir  die  Gleiefamgoi  (10)  IdeaütftteiL  DuMlbe 
ist  daher  der  Fall  mit  den  folgenden  Gleichungen,  welche  lineare  Combi- 
nationm  der  Gleichungen  (10)  sind: 


9M       8M  df^ 


demnach  enthält  z  —  Jf  «s  0,  von  welcher  die  Gleichungen  (13)  die 
identisch  verschwindenden  Ableitungen  nach  x^^,  x^^,  , .  ^  x^^  sind,  keine 
dieser  willkllriieheit  Oenttnten.  Nadi  VoraiasaetBung  aker  giebt  fXJaXy^esx^^ 
«»  —  «^f  .0»  •  •  •»  ««-t  —  «^—1 .0»  ft^^«  «H  —  «-0»  ^  Gleichung  ^r  —  Jf  —  0: 

Mithin  ist  sehüeeslich  fELr  x^  «b  x^^   die  durch  die  Gleichungen  (8),  (9) 
(18)  definirte  gemischte  L(y8ung  so  beschaffen,  dass 

z  a»  y(«|,  a?„  . .  .,  a?,_|) 

ist,  womit  das  oben  ausgesprodiene  Theorem  bewiesen  ist 

Man  gelangt  zu  demselben  Besultate  mit  Hülfe  des  ein£ftcheren  Besoltats 
der  Nr.  114.     Der  Ausnahmefall  ist  charakterisirt  durch: 

Man  hat  somit  wegen  der  Gleichungen  (10): 

*^   „  0  ^^     =  0 


was  zu  den  vorstehenden  Schlüssen  führt. 

119.  Fall  der  halblinearen  Oleiohungen*  —  Wir  beschftftigen 
uns  jetzt  an  zweiter  Stelle  mit  dem  Falle  der  halblinearen  Gleichuigen. 
Die  Belationen  (3)  geben  durch  Elimination  der  p^  ni  Relationen  zwischen 
den  Variablen  und  ihren  Anfangswerthen  (Nr.  14,  IQ  und  109,  IV)»  ^ 
Integral  kann  man  sodann  die  in  Bede  stehenden  Belationen  betrachten,  die 
wir  uns  auf  die  Form  gebracht  denken: 


*^i.o 


\p^{z,  a?i,  . . .,  a?„,  ar^,o»  •  •  •»  ^«-i^)     •     •    (^^i) 
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Dieses  Integral  kann  man  durch  das  folgende  ersetzen  (Nr.  13) 

>l|  Vt  +  • . .  +  'im-t  V«,-!  —  V«  —  0     .     .    .    (15), 
wo  >I|,  . . .,  i„^|  wiUkürliche  Gonstanten  sind,  oder  auch  durch 

F{z,  x^,  . . .,  a?^,  i|,  .  .  .,  >i^_|,  x^^,  . . .,  x„_^i^)  =  0  .     (16), 

indem  man  die  linke  Seite  durch  ein  einziges  Functionenzeichen  darstellt. 
Die  Werthe  der  p  sind  gegeben  durch  die  Gleichungen: 

-f +  ^f-<> (")' 

worin 

8x   ~  ^     8x    ■*  ■*■  '^"^i      da;  da;  ' 

"ä^    —  '^  IT  ■*"   "  •  "*■  "^«-1  ~ä^  ST 

ist. 

Man  findet  ein  allgemeines  Integral,  wenn  man  die  Ableitungen  yon 
F  nach  den  Gonstanten  Xq  gleich  Null  setzt.  Man  findet  so  die  folgenden 
Gleichungen: 

^^  +  --  +  >l„_.^-^-0    .     .     .    (18). 

Die  Gleichungen  (14),  (17),  (18)  ersetzen  vollständig  das  System  (3) 
und  gestatten,  wie  Serret  gezeigt  hat,  je  zu  berechnen,  wobei  man  jedoch 
an  Stelle  der  Relation  (15)  diejenige  nimmt,  welche  sich  aus  den  Gleichungen 
(14)  und  einer  willkürlichen  Relation 

Zq  =  q){xi^y . .  .,  iP„_,,o) 

ableiten  lässt.  Diese  letztere  Relation  ersetzt  die  Gleichung,  deren  Existenz 
wir  annehmen: 

Zq   =   9?(>il,  .  .  .,  ^w-H  ^m.O)  •  •  •  1  ^ii-l  J         •       •       •      (^^)- 

Die  Rechnungen  erleiden  keine  Modification  weiter,  nur  dass  >i],  ... 
^i»-i  durch  pi^Qj  .  .  .,  i?OT— 1,0  ersetzt  sind,  wie  man  leicht  sieht 
Wir  setzen  mit  Serret: 

«f^l (20), 

so  dass  die  Gleichungen  (17)  übergehen  in: 

Man  erhält  wiederum  das  totale  Differential  df  der  linken  Seite  der 
gegebenen  Gleichung  /*  =  0,  wenn  man  die  totalen  Differentiale  der  Glei- 
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öhnngen  (20)  lud  (17')  addirt,  nachdem  man  dieeelben  mit  fukim 
ü,  Vf,  .  .  ^  v^  von  der  Art  moltiplicirt  hat,  dasB  die  Differentiale  der  n 
OrOesen  >lj,  . .  .,  ^„^t,  «,hä,  . . .,  ««_i^  nnd  (o  aus  dem  Resultat  Ter- 
schwinden.     Man  hat: 

Wegen  der  Gleichung  (20)  ist: 

8^F        _  dlogm  d^F         _   aiogtt 

^    9z*  "^  8z    '     ^    9xdz   ~  Sx    ' 

und  somit  geht  der  Werth  von  n  über  in: 

Man  kann  diesen  Werth  auf  eine  einfachere  Form  bringen,  indem  m>& 
daraus  die  HtÜÜBfiEM^toren  fortschaflft  Drückt  man  aus,  dass  die  Differentiale 
der  A  aus  df  yerschwinden,  so  folgt: 


Da  der  Factor  von  do  ebenfalls  null  sein  muss,  so  hat  man  ferner: 
8F   .  8F    .  ,  dF         ^ 

eine  Gleichung,  die  sich  den  vorhergehenden  zufolge  reducirt  auf: 

Schliesslich  ist  wegen  des  Verschwindens  der  Differentiale  äx^^  .  •  i 
*i?»-i^  ans  df: 

9*F        .  d*F        ,  ,  a*F       ^ 


A^irwr;: +  vi  ttt;^ —  +  ••••  + Vn 


aifaa;«_„o  '  dx,8xn^^^  '      "  *a?„aa;„ 
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Alle  diese  Oleichungen  zwischen  yu  xind  den  v  sind  erfüllt,  wenn  man 
setzt: 

infolge  der  Oleichungen  (14)  und  (18).     Mithin  ist  schliesslich: 

dx„ 
Für  a?j  asss  xi^y  . .  ^  *«  =  *n,o»  ^  ^  ^0  ***^  ^*"^  CO  a«  1.   Demnach: 

f«  irdx 
7  =  ZoC  '»*        =  ZoW. 

In  dem  Falle,  wo  man  a>  »b  oo  hat  statt  cü  sa  1  fiir  a?„  s«  a;,,,o,  ist 
man  nicht  mehr  sicher,  dass  I  gleichzeitig  mit  Iq  gleich  Null  ist.  In  dem 
Falle,  wo  I  trotz  dieses  Umstandes  gleich  Null  ist,  giebt  es  noch  eine  Lösung. 
Wie  in  den  vorhergehenden  Fällen  erkennt  man,  dass  dieselbe  durch  das 
Yollst&ndige  Integral  oder  durch  ein  Integral  gegeben  wird,  welches  eine 
mittlere  Stellung  zwischen  diesem  und  dem  allgemeinen  Integrale  einnimmt, 
aber  nicht  das  allgemeine  Integral' selbst  ist.^) 

Bemerkung.     Wenn  die  Gleichung 

^  +  ir(^,a?i,...,a?»,i>i,...,i?„)  =  0       .     .     .     (21) 

zu  Hülftgleichungen  f&hrt,  welche  zu  Lösungen  die  Relationen  (14)  haben,  so 
findet  man  nach  Nr.  111,  n  als  Integral  dieser  halblinearen  Gleichung  (21): 

^  ^^0+  Pi^Vx  +'+  P«-i.oVm-i  +  ^      .     .     (22), 

wo  V  der  aus  (14J  abgeleitete  Wert  von  z  ist.  Im  vorliegenden  Falle 
kommt  s  in  den  Gleichungen  (14|),  ... .,  (14j„_j)  nicht  vor.  Das  Inte- 
gral (22)  ist  von  Darboux  angegeben  worden  (vgl  Nr.  111,  11). 

^)  Wie  man  sieht,  ist  die  allgemeine  Methode  von  Cauchy  bei  der  Aus- 
einandersetBong  dieses  bemerkenswerthen  Falles  deijenigen  von  Serret  vorziudehen, 
besonden  wenn  man  in  diese  Theorie  Lie*s  AnffassongsweiBe  der  halblinearen 
Gleichungen  einführt. 
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3.  Kapitel. 
Lie's  Methode,  betrachtet  als  eine  Erweitemng  der  Gaitehy'selieiL 


§  32.  Darstellung  von  Mayer  J) 

190«  VerfUiren,  um  aus  einem  TollBtiiidIgen  Integral  ein 
Integral  abiuleiten,  welohee  IXa  x^=  x^^q  eine  gegebene Funotion 
der  andern  Variablen  ist')  —  Es  sei 

z  —^  z^  +  F(a?„  . ,  .,  a?„,  Ci,  .  .  .,  c^^J     ....    (1) 

^)  Wir  entlehnen  das  Folgende  zwei  Mittheilungen  Mayer's  aus  den 
.Gott.  Nachrichten''  von  1872  Nr.  21,  S.  405—420  und  Nr.  24,  S.  467—472.  Die 
erste  ist  vollitändig  der  Theorie  der  Trantformationea  der  partiellen  DiffiireBtial- 
gleichnngen  gewidmet  Mayer  zeigt,  dass  die  verschiedenen  UntennchuigeB 
Jacobi*8  über  diesen  (Gegenstand  sowohl  in  der  Nova  methodus,  wie  in  den 
.Yorlesangen  über  Dynamik*  einer  strengen  Revision  unterzogen  werden  müneiL 
Lie  behauptet  seinerseits  (Göttinger  Nachrichten  1872,  S.  484)  anl&sslich  der 
Untersuchungen  von  Mayer,  dass  seine  eigene  Methode  eine  leichte  Behandlung 
der  allgemeinen  Theorie  der  Transformationen  gestattet  Wir  haben  nach  diesen 
Erklärungen  geglaubt,  alle  Untersuchungen  über  diesen  Gegenstand  bei  Seite  lassen 
zu  dürfen,  da  sie  zur  Zeit  noch  keinen  definitiven  Charakter  hatten.  Wir  enüefanen 
Mayer  nur  das  unumg&nglich  Nothwendige.  Mayer  hat  (Math.  Annal.,  Bd. VI, 
S.  162—191)  seine  Darstellung  der  Lie'schen  Methode  sehr  ausführlich  verüffentr 
licht  unter  dem  Titel :  «Die  L i  e'sche  Integrationsmethode  der  partiellen  Difforential- 
gleichungen.*"  In  den  §§  1  und  2,  Seite  162—166  giebt  er  den  direeten  Beweis 
der  Integrabilit&tsbedingungen  eines  Systems  partieller  DifFerentialgleichniigeDi 
das  einzige,  was  er  bei  seiner  Darlegung  der  Jacob i*schen  Methode  entlehnt  hat 

*)  Mayer,  Göttinger  Nachrichten  1872,  Nr.  21,  Satz  1,  8.  407—409.  D» 
Beweisverfahren  ist  der  schon  erwähnten  Abhandlung  desselben  Verfassers  ent- 
liehen (Math.  Annal.,  Bd.  UI,  S.  449—450).  Der  ganze  Schluss  dieser  Abhandlung 
S.  449—452  ist  der  Theorie  der  Transformationen  gewidmet.  Dasselbe  Theorem, 
aber  specialisirt,  findet  sich  in  der  vollständigen  Darlegung  von  Mayer  (Math« 
Annal.,  Bd.  VI,  §  3,  S.  166—169).  Der  Autor  giebt  ausführlich  die  algebraischen 
Bedingungen  bezüglich  der  Lösbarkeit  der  benutzten  Gleichungen  an.  Alle  der- 
artigen Bedingungen  sind  bei  unserer  Auseinandersetzung  weggelassen. 
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ein  YoUfitftndigeB  Integral  einer  partiellen  DüferentialgleiöhmBg,  m  welcher 
B  nicht  explidt  Torkommt.     Wir  seteen: 

Z  =  ^J  +  F— Fo  +  ^o (2), 

Fq  =  ^(^1,0»  •  •  -1  ^11,0»  ^iJ  •  •  •»  *^ji-i)> 

^  ■"   ^(^1,01  ••  1  *ii-l,o)- 

Leiten  wir  die  Werthe  von  c^, 
2  (n  —  1)  Gleichungen 

^F    _    aFp 


^^,0  ^i.a  '  * 


•  •  •)    C„_j,   «,^,    .  . 

M  *,_i^  ans  den 

tF      _      «F. 

....    (8) 

-    ....    (4) 

''n—iS  »««^ii— 1,0 


her  und  Bubstitoiren  sie  in  den  Wert  von  Z,  so  erhalten  wir  ein  neues 
Integral  der  Gleichung.     Denn  man  hat  unter  dieser  Voraussetzung: 


dZ 

dx 


^9F        yidF  _  9Fo\  de    .    y /W?  _  9F,\  ds^ 
ix  "^  "^[Sc  dcjdx'^     [dxo  9X9  J  dx' 


oder  infolge  der  Gleichungen  (3)  und  (4): 

äZ  ^^  9F         dz 

dx  Sx  dx' 

Mithin  ist  Z  eine  Lösung  der  Gleichung. 

Setzt  man  in  den  Gleichungen  (3)  ^n^^^njoy  ^^  werden  dieselben 
offenbar  erfüllt  durch  die  Werthe  a?i  =  «i,^,  .  .  .,  ^«—t  ■=  ^w— 1,0-  ^^^ 
man  daher  in  (2)  jr^Bs^i;^^^,  so  folgt: 

^x„-x„^  =  4  +  ^oi^v  '  •  -1  ««_i) (5)- 

Somit  kann  man  aus  dem  vollständigen  Integral  ein  Integral  ableiten, 
das  sich  für  x^s=z  x^^q  auf  die  Form  (5)  reducirt. 
Besonderer  Fall.     Ist 


n 

=  h^^iA 

+ 

•••  + 

fc»_ia;„_i,o, 

80 

werden  die 

Gleichungen  (4): 

\ 

»F 



iK-i 

= 

dF 

nnd  das  neue  Integral  mnss  sich  fax  x^^^  x^^  redndien  auf: 
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Bemerkung.  Die  Gleichungen  (8),  (4)  kOnnen  mehrere  Werthe  tüx 
^1,0'  •  •  *'  ^11—1,0  goben.  Für  die  Snbetitation  in  (2)  mnes  man  diejenigen 
dieser  Werthe  wShlen,  welche  sich  unendlich  wenig  Ton  X|,  . . .,  x^_i  unter- 
scheiden, sobald  sich  x^  dem  Werthe  x^q  unendlich  nfihert,  da  sonst  der 
oben  gegebene  Beweis  ungenügend  sein  würde. 

121.  Traiisfoniuition  oinar  Glelohunc  in  eine  andere  ftqni- 
Talente  Oleiohung.^)  —  Es  werde  eine  Function 

von  n  Variablen  x  und  n  —  1  Variablen  xl'  betrachtet    Wir  setzen: 


9^  dg'  dfp  de' 


.     .      (ö) 


und  leiten  aus  diesen  Relationen  (6)  die  Werthe  von 

dg'  dg' 


Xy 


99 

;) 

1 

de' 

dt' 

r)( 

dxi'-- 

"  dx'^ 

(7), 


i, . . .,  a?,-i  als  Functionen  von  x\, . .  .,  x'^^,  «m  j^i  •  •  •»  "^^ 
her.     Ist  sodann  infolge  dieser  Werthe 

=  —  -"1^1»  •  •  •»  ^11— .1  >  ^1 

so  behaupte  ich,  dass  die  Gleichungen 

^+^(x,.....,..f,....^)-0    .     .     .     (8). 

£  +  ^(»i, . . .,  »Ui.  *-.  ^ ■^)  —  0  .     (9\ 

derart  beschaffen  sind,  dass  man  im  Allgemeinen  aus  jedem  vollstftndigen 
Integrale  der  einen  ein  vollständiges  Integral  der  andern  und  umgekdut 
ableiten  kann. 

Es  sei  nftmlich: 

^  —  ^0  +  -^(^11  •  •  .f  ^m  <^v  '  •  •>  ^«-i)       •     •     •     (10) 
ein  vollstftndiges  Integral  von  (8).     Setzt  man: 

g' ^zl,  +  Fo-F  +  g> (11), 


^)  Mayer,  GOttinger  Nachrichten,  Nr.  21,  S.  414—417,  Theoram  IV  ohne 
Beweis;  Math.  Annal.,  Bd.  VI,  8.  169>-178,  §  8,  Theorem  n. 
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wobei  Jo  ^^  Ausdrack  darstellt 

■^(*l,OJ  •  •  •>  ^«»o»  ^1»  •  •  •»  ^«—1)1 

und   eliminirt   man   aus    dem   Ausdrack   (11)    die  Qrössen  e^,  .  .  .,  c„_^, 
Xij  . . .,  x^__i  mit  Hülfe  der  Relationen: 

....     (12X 
....     (13), 

SO  wird  der  Werth  von  li'  in  diesem  Falle  der  Gleichung  (9)  genügen. 
Denn  man  hat  für  rc*  »=  a?i,  .  .  .,  «^i*. 

cbf'^       [de  dcjdx'  \Sx  dxj  dx^  '^  9af 

oder  wegen  der  Gleichungen  (12)  und  (18): 


9Fo              dF 

SF           9<p 

»J'     ^      «9> 

Femer: 

dXn 


^  «=  *3^  a4\. 


»«  **       \  *c  ^c  /  da;«  \  da;  dxj  dxn  9xn         ftc«' 

oder  da  F  eine  Lösung  ist  von  (8)  und  wegen  (12)  und  (18): 


Snbstitnirt  man  die  Werthe  (14)  und  (15)  in  (9),  so  ergiebt  sich  in- 
folge der  mit  (14)  identischen  Gleichungen  (6)  und  der  Gleichung  (7): 


9Xn 


+  ^  -  (^  +  ^)  = «' 


womit  der  erste  Theil  der  Behauptung  bewiesen  ist. 
Es  sei  jetzt 

i?-  —  <  +  F{xi,  .  . .,  x'^,,  Xn,  <,  .  . .,  ci«i)        .     .     (16) 

ein  YoUstSndigeB  Integral  von  (9).     Setzen  wir 

^  —  ^o  +  n-^  +  ?^ (17) 


Digitized  by 


Google 


256  Li6*t  Methode  eine  EnrcüenuMr  der  Canoh/scIieiL   [Nr.  121-122] 

wobei  F^  den  Aasdrack  bedeutet: 

und  eliminirea  wir  todann  aus  dem  Werthe  von  g  die  GrOeeen  ff, . .  ^  c;.^ 
^T  •  •  •»  ^.i  mit  Hülfe  der  Gleichungen: 

W  SF^  9Fl    _     9F 

9c[  ~   dcl  '  •  •  •'  ac;_,  ~  SCn^ 
JF*  dfp  dF  9«p 

80  wird  der  Werth  von  g  nach  dieser  Elimination  «in  Integral  der  Gleichong 
(8)  sein.     Man  findet  n&mlich  wie  oben  for  x  »s  jC|,  . . .,  Xj,.^: 

dz  d(p 

dx  Sx 

und  somit: 

Snbstitairt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  (8),  so  wird  dieselbe 
identisch  befriedigt. 

Bemerkungen.  I.  Setzt  man  x^  sa  x^^^  in  den  yorfaergehenden 
Lösungen,  so  findet  man  wie  in  voriger  Nummer,  dass  die  ans  F  und  F 
abgeleiteten  Lösungen  0  und  g*  sich  respectiYe  auf 

K  "1"  fl^^liO»  •  •  •>  ^w— liO»  *<«,0»  *1»  •  •  »1  ^11— 1) 

reduciren. 

n.  Ist  ^  eine  Lösung  der  Gleichung  (8),  und  sind  xl,  . .  .,  x',^i  will- 
ktlrliche  Constanten,  so  giebt  die  Gleidiung  (7): 


dXn 


+  4„....«„J^,....^)-o. 


d.  h.  JT  ™  0.     Die  zweite  Gleichung,  d.  i.  (9),  wird  daher: 

iXn 

m.  Enthielten  H  und  q)  ausser  den  Variablen  x  und  jp'  andere  VariabelB 
Vij  •  '  M  y«i}  ^  würden  sich  dieselben  in  allen  yorfaergehenden  ReofaniiDg^ 
wie  Constante  verhalten  und  man  brauchte  an  denselben  nichts  weiter  zu 
andern. 
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132.  Tnaiaronutlen  eines  System«  sweier  aieiohancen.^)  — 
Wir  betrschten  Jetst  zwei  Gleiohiingeii  mit  n  +  1  unabhängigen  Verftnder- 
liehen,  von  denen  wir  yorausBetzen,  dass  sie  eine  gemeinschaft- 
liche Lösung  mit  n  willkürlichen  Constanten  haben: 


Es  sei 


^  +  x(.„.....,y,|,...,^)-0     .     .    (18), 
+  Ä(ar„..,x«,y,^,...^)  =  0     .     .     (19). 

«  ^0  +  y(«i»  •  •  -1  «1»  y^  «11  •  •  •»  <~i)    •   •   •   (2ö) 


dz 

dXn 


eine  LOsnng  der  ersten  mit  n  willkürlichen  Gonstanten.  Man  findet  die- 
selbe, indem  man  x^^  in  (18)  als  eine  Gonstante  betrachtet.  Wir  bedienen 
nns  der  Fonction  tp,  mn  die  yorhergehenden  Gleichungen  nadi  der  in 
Nr.  121  gegebenen  Regel  in  zwei  andere  zu  transformiren.  Die  erste 
Gleichung  ¥nrd  (Nr.  121,  Bemerkung  II): 


die  zweite: 

dz' 

dXn 


^  =  0 (21), 

+  S  (x\,  .  .  .  ,  <_i,  ««,  »,  ^, . . .,  ^)  =-  0    (22). 


Offenbar  entspricht  der  gemeinschafUiehen  Lösung  der  Gleiehnngen  (18), 
(19)  eine  gemeinschaftliche  Lösung  der  Gleichungen  (21)  und  (22).  Die 
Gleichung  (21)  aber  drückt  aus,  dass  diese  Lösung  y  nicht  enthält.  In 
dem  Falle,  wo  die  beiden  Gleichungen  beliebige  sind,  kann  man  bezüglich 
der  Gleichung  (22)  zwei  Annahmen  machen:  entweder  liänili<^  enth&lt  die- 
selbe y  ezplicit,  oder  y  kommt  darin  nicht  yor.  Im  letzteren  Falle  ist  die 
yoUständige  Lösung  yon  (22)  mit  n  willkürlichen  Constanten  eine  gemein- 
schaftliche Lösung  der  Gleichungen  (21)  und  (22)  und  aus  dieser  gemein- 
schaftlichen Lösung  kann  man  eine  gemeinschaftliche  Lösung  der  Gleichungen 
(18)  und  (19)  mit  n  willkürlichen  Constanten  ableiten.  Wenn  dagegen  die 
Gleichung  (22)  y  enthält,  so  ist  ihr  yoUständiges  Integral  yon  der  Form: 


1)  Mayer,  Göitinger  Naehiichten  1872,  8.  467,  sagt  nur,  da»  man  y  ans 
<19)  yenehwinden  laisen  kann,  wenn  man  eine  yoUständige  Lösung  yon  (18) 
kennt.  Er  dtirt  die  Arbeit  yon  Korkine,  die  wir  oben  anaJjsirt  haben.  Es  ist 
wichtig  zu  bemerken,  dass  die 'fundamentale  Idee  Mayer*8,  nämlich  y  =^  yo  txi 
setien,  sich  weder  bei  Eorkine  noch  bei  Bour  findet,  unser  Beweis  ist  genau 
der  yon  Mayer,  a.  a.  O.  §  4  (Math.  Ann.,  Bd.  TI,  8. 178—176);  nur  giirt>t  dieser 
eiafli  analytischen  Beweis  der  Niefateiisiens  yon  y  in  der  Gleiöhnng  (28),  während 
unser  Beweis  qrnthetisch  ist. 

Maniioii,  Part  DifliBTOiitialgleiolinng«!!.  17 
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wo  die  Constanten  y  enthalten,  um  eine  gemeinediaftliclie  LOenng  d«r 
Oleichnngen  (21)  ond  (22)  zu  erhalten,  mnes  man  ausdrücken,  dasB 

ist,  und  diese  Oleichnng  bestinunt  eine  Relation  zwischen  den  n  wDlkür- 
lichen  Constanten  jerj,  C|,  .  .  .,  c..|.  Infolgedeasen  giebt  es  keine  da 
CMeichnngen  (18)  und  (19)  gemeinsame  Lösong,  weldie  n  willkfirlidie  Con- 
stanten enthalt,  was  im  Widersprach  mit  unserer  Voranssetanmg  sieht 

Mithin  enthftlt  schliesslich  die  Oleichnng  (22)  in  dem  Falle,  wo  die 
Gleichungen  (18)  nnd  (19)  eine  gemeinschafUidhe  Lösong  mit  n  willknr* 
liehen  Constanten  haben,  die  OrGsse  y  nicht  expliät. 

12S.  Ver^nfJanhnng  der  Torhorgohmideii  Transftnmuttion.  All- 
gemelna  Methode  Ton  Lie  Iftr  die  ahnultanen  Systeme.^)  —  Man 
kann  die  vorstehende  Transformation  mit  Hülfe  der  folgenden  Bemerkung 
vereinfachen.  Da  y  in  der  Gleichung  (22)  nicht  vorkommt,  so  kann  man 
behnfe  Ausftthmng  der  Transformation  annehmen,  dass  y  einen  beliebigen 
Werth  erhalte.  Andererseits  kann  man  (Nr.  120)  ans  einem  beliebigen 
Integrale  der  Gleichung  (18)  ein  anderes  Integral  herleiten,  welches  Ar 
y  aes  y^  eine  beliebig  gegebene  Form  annimmt.  Mithin  kann  man  sehliees- 
lich,  um  die  Transformatton  der  Gleichung  (19)  auszuführen,  an  Stelle  der 
Relation  (20)  die  folgende  nehmen: 

*  ™  ^0  +  9i^^  '  •  -1  ^m  yo»  ^1»  •  •  •»  ^L-l)» 

oder  auch,  wenn  tp  ebenso  wie  y^  beliebig  ist: 

^  —  ^0  +  V(«l.  •  •  •»  «m  »OJ   <»  •  •  -1  <-l)- 

Die  Function  tp  wtthlt  man  so,  dass  die  Rechnungen  möglichst  ein&cii 
werden. 

Man  kann  somit  mit  HtLlfe  der  voUstflndigen  Integration  der  Gleiehuig 
(18),  sodann  durch  eine  Transformation,  in  welcher  eine  beliebige  Function 
yf  oder  auch  das  vollstftndige  Integral,  welches  man  geftmdan  hat,  vor- 
konunt,  die  Ermittelung  des  n  willkdrliche  Constanten  entiialtenden  und 
den  beiden  Gleichungen  (18)  und  (19)  gemeinsamen  voUstSndigen  Integrsb 
auf  die  Ermittelung  des  vollständigen  Integrals  einer  Gleichung  (22)  zorfiek- 
führen,  welche  eine  Variable  weniger  enth&lt» 


^)  Mayer  beseichnet  die  Bemerkung  dieiier  Nummer  als  Theorem  IV  und 
giebt  den  Beweis  deeielben  im  g  4  der  aagefilhrten  Abhaadlmig  (Math.  Annair 
Bd.  VI,  S.  176—177). 
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Ebenso  führt  man  Buccessiye  das  Integral  von  q  +  1  Oleichnngen  mit 
n  -]-  q  unablifingigen  Variablen,  welche  eine  gemeinschaftliche  Lösung  mit 
n  willkfirlichen  Constanten  besitzen,  auf  diejenigen  voq  q,  q  —  1^  q  —  2,  .  .  ., 
2  Gleichimgen  mit  respective  n  -{-  q  —  1,  n  +  q  —  2,  n-f-9  —  3,  ...., 
n  -]-  1  unabhängigen  Variabein  und  schliesslich  auf  das  einer  Gleichung 
mit  n  unabhängigen  Variabein  zuräck. 

Bemerkung.  Mit  Hülfe  der  Methode  von  Bour  lässt  sich  beweisen, 
dass  das  System  eine  Lösung  hat,  welche  eine  Anzahl  willkürlicher  Constanten 
enthält,  die  gleich  der  Anzahl  der  Variabein  vermindert  um  die  Anzahl 
der  Gleichun^n  isi  Besitzt  das  System  diese  Eigenschaft  nicht,  so  hat 
Bour  genau  das  Mittel  angegeben,  um  dem  gegebenen  System  die  Glei« 
chuBgoa  hinzuzufügen,  welche  nöthig  sind,  damit  dasselbe  jene  Eigensclmfb 
besitze. 

184.  Zweite  VeawtnftMthimg,   Fundamentaltlieoreiii  tob  Ue.  — 

Wir  betrachten  die  n»  -f  ^  Gleichungen: 

-^  +  jr  (*„...,  x,_„  tf,  t,,...,  t„,  *,...,  ^)  -  0         (23), 
-^  +  H,[x„  . . .,  x,_„  y,t„...,  C,  ^, . . .,  ^)  =  0       (24,). 

^1^  +  H^^Xi, . . .,  «,_i,  y,  /„  . .  ^  t„,  ^, . . .,  s^J  =  0      (24«.). 

und  fBhren  znnädist  eine  Verftndenmg'  der  Yariabeln  ans.     Es  sä 
k^ka  +  (y  —  yo)«ii 


im  =-  ^0  +  (y  —  yo)»"- 


Ffir  die  nenen  Ableitungen  von  t,  die  wir  zor  üntexscheidnng  vom 
nnprfini^chen  System  in  Parenthese  setzen,  ergiebt  sich: 


(^) 


■f- (»-».). 
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Di«  gegebenen  Oleiohimgen  können  somit  enetit  werden  dnröh  dis 
folgende  System: 

(§)  +  *^  +«»^>  +  •  •  •  +  «»Ä.  —  0     ...     .    (25), 

(^J+<y-y->>^'-® <'*^- 

Es  yi  nun 
«  —  ^  +  9>(«i, .  .  .,  «,_i,  y,  «ht .  .  ^  «mi  *1,  •  •  -  <-i)      (27) 

eine  vollständige  Lösong  von  (25),  wenn  man  die  ii  als  Constanten  be- 
trachtet. Wir  transfonniren  nach  der  Vorsohrift  der  Nr.  121  jede  der 
aieichungen  (26),  indem  wir  die  in  (27)  vorkommende  Fonotion  ^  bemitien. 
Irgend  eine  dieser  Gleichungen  nimmt  die  Form  an: 

(28). 


+ 

ff  =>  0 

wo 

H' 

bestimmt  ist  durch  die 

Gleichung: 

?u+(3> 

— 

yo)Ä- 

—  ff 

und 

*i. 

.  .  .}  ^w-.!  durch  ihre 

aus 

den  Gleichungen 

«9          dt' 

dx\  —  de;' 

•  • 

9V 

abgeleiteten  Werthe  ersetzt  sind. 

Wie  wir  wissen,  können  wir  in  £P  y  aa  y^  setzen.     In  diesem  Falle 

reducirt  sich  —  IF  auf  -^^  worin  y  sss  y^  gesetzt  ist.   Aus  der  Bemerkung 

der  Nr.  121  weiss  man,  dass  sich  q)  fELr  diesen  Werth  auf  den  Ausdruck 

9^(^1,0»  •  •  '»  «»-1,0»  yi/>i  «*i»  •  •  •»  <«w,  «1,  .  •  ^  <-i)» 

den  wir  q>Q  nennen  wollen,  reducirt.     Mithin   geht  schliesslich  die  trans- 
fonnirte  Gleichung  (28)  über  in 

dz*         d^o 

3ii  ~  au  • 

Demnach  ersetzt  die  Transformation  im  vorliegenden  Falle  die  Glei- 
chungen (26)  durch  die  folgenden 

äe*  ^90  de*    ^^    dyp  ^  /29j^ 

du^     ^     aUj  '  '  '  ''    dum  (hhn 

deren  gemeinschaftliche  Lösung  ist: 

^  ■=  4  +  9(«i.oi  •  •  •»  «H-i^»  »0»  <«iT  «t»  •  •  •»  «*«•»  «'i,  •  •  1  «i-i)    (^^)' 
welche  n  willkttrliche  Constanten  enth&lt. 
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Wie  mm  sieht,  ist  die  Integration  des  Systems  (23),  (24)  zorfick- 
gefftkrt  auf  diejenige  der  einzigen  Oleichnng  (25),  da  man  ans  ihrem  Inte- 
grale (27)  das  Integral  (30)  des  transformirten  Systems  (29)  ableiten  kann. 
Ans  dem  Int^prale  (30)  leitet  man  nach  Nr.  120  ein  beliebiges  anderes 
Integral  und  sodann  nach  Nr.  121  das  Integral  der  gegebenen  Glei- 
chungen her.i) 

125.  Anwendungsweise  der  Lie'sohm  Methode«  —  Ist  ein  System 
von  partiellen  Differentialgleichnngen  erster  Ordnung  zur  Integration  vor- 
gelegt, so  führe  man  dasselbe  nach  der  vorstehend  entwickelten  Theorie  auf 
eine  einzige  Gleichung  J7|  a»  0  zurück.  Man  suche  wie  bei  der  Methode  von 
Jacobi  eine  Function  H^  der  x  und  der  jp  von  solcher  Beschaffenheit,  dass 
{H^j  Hl)  s»  0  ist.  Mit  Hülfe  von  H^^^a^  kann  man  H^  auf  eine  Function 
zurückführen,  welche  ein  p  weniger  enthält.  Die  so  gefundene  neue  Glei- 
chung behandele  man  wie  die  erste,  wobei  man  bei  jeder  neuen  Integration 
aus  der  folgenden  Bemerkung  Nutzen  zu  ziehen  sucht:  Allemal,  wo  man 
dem  ungünstigsten  Falle  der  Jacob i'schen  Methode  begegnet,  wende  man 
die  Cauchy'sche  Methode  an,  dann  wird  die  Integration  unmittelbar  be- 
endet sein.^) 

Wie  man  sieht,  führt  die  Methode  von  Lie  allm&hlich  die  Integration 
auf  diejenige  einer  einzigen  Gleichung  zurück;  die  Methode  von  Oauchy 
und  die  von  Jacobi  dienen  sodann  da^u,  die  Integration  auf  die  leichteste 
Weise  auszuführen. 

126.  Direkter  Beweis  des  Lie'schen  Fundamentalflatses  durch 
die  Cauohy'aohe  Methode.^) —  Das  Theorem  der  Nr.  124  kommt  auf 
das  folgende  zurück:  Es  existirt  eine  Lösung  der  Gleichung  (25),  welche  zu 
gleicher  Zeit  eine  Lösung  der  Gleichungen  (26)  ist  Man  kann  dieses 
Theorem  direkt  durch  die  Methode  von  Oauchy  beweisen. 

Wir  schreiben  die  Gleichungen  (25)  und  (26)  folgendermassen: 

«  +  f{^V  •  •  '1   ^n-lr  »T   Wl,  .  .  .,   Wm,  Pu  .  .  .,  Pn^l)  =  0    (25*), 

^  +  /i(ai,  .  .  .,  a?„-i,  y,  «1,  .  . .,  Wm,  Ä,  .  .  .,jp„-.i)  =  0  (26-). 


*)  Mayer  spricht  den  Säte  dieser  Nummer  in  dem  Falle  m  =  1  ans,  ohne 
ihn  zu  beweisen,  in  den  Göttinger  Nachrichten  1872,  S.  469  und  472.  Beweis  in 
der  angefahrten  Abhandlung  (Math.  Annal.,  Bd.  VI,  S.  185—189)  §  7,  Theoreme 
viu  und  IX.  Mayer  wendet  die  Methode  auf  die  linearen  homogenen  Gleichungen 
an,  §  8,  S.  189—192.  Die  §§  4  und  5,  S.  179—188  sind  dem  Falle  zweier  Glei* 
chungen  gewidmet,  mit  dem  man  sich  nicht  spedell  zu  beschäftigen  braucht. 

*)  Lie,  ebenda  S.  488-^489.  Es  ist  erstaunlich,  dass  eine  so  einfache  Be- 
merkung allen  G^metem  vor  Lie  entgangen  ist. 

")  Mayer,  Direkte  Ableitung  des  Lie^schen  Fundamentaltheorems  dnrdi  die 
Methode  von  Cauchy  (Math.  Ann.,  Bd.  VI,  S.  192—196)  und  §  1  der  allgemeineren 
Notis:  Zur  Integration  der  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung 
(Göttinger  Nachrichten  1878,  S.  299—310).  Mayer  bedient  sich  des  in  Nr.  111 
angegebenen  Werthes  von  sq^  um  die  AusnahmefWe  zu  vermeiden. 
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Unter  den  Bedingungen  der  eimaltanen  Integntion  dieses  Systems  be- 
finden sieh  m  Gleiehnngen,  welche  doroh  die  folgende  reprieentirt  iverdeD: 

jV  _  i/L  .  2:1  JL  IL V  ÜlX  _  0      m) 

*Wi  ^  \^k    9pk  9Pk    9xicl  '     ^    ^' 

Die  Oftuchy'sohe  Methode,  angewendet  auf  die  Oleiohang  {^h%  fßhrt 
zur  Betrachtang  des  Hülftsystems: 

Aus  demselben  eriuUt  man  das  Integnlsystem: 

'"'""*'D^*^~^'^ ^*^^ 

WO  a?i^,  .  . .,  «,_j^,  Pi^,  .  .  •,  J>n-.i^  die  Anfuigswerthe  der  Variablen 
für  y  BS  y^  sind  und  «r^  irgend  eine  Function  der  u  ist,  welche  eine  will- 
kürliche Constante  z'^  enth&lt.  Unter  dem  Integrationszeichen  hat  man  sich 
die  Pi^  und  die  d?^  durch  ihre  Werthe  (38)  und  (84)  ersetzt  zu  denken. 

Eliminirt  man  p^^^  .  .  .,  jPj,.!^  zwischen  den  Gleichungen  (38)  nnd 
(35),  so  findet  man  eine  Lösung 

Z  mm  gi  +  F(a?i,  . .  ^  «._!,  y,  «1.0,  .  .  ^  ««_i.o»  «1»  •  •  •»  «*-)    (3ö) 

der  Gleichung  (25').  Ich  behaupte,  dass,  wenn  die  Function  ^o  der  « 
passend  gewidilt  ist,  diese  Lösung  (36)  auch  den  Gleichungen  (26^  genagt 
Dazu  ist  nur  nöthig,  dass  z^  die  u  nicht  enthalte. 

Um  dies  zu  beweisen,  müssen  wir  Z  naeh  irgend  einem  der  u  diffe- 
rentiiren.  Dies  kann  nur  indirekt  auf  folgende  Weise  geschehen:  Substitairt 
man  in  die  Gleichung  (36)  für  d?|,  . .  .,  «„_i  die  Weithe  (83),  so  kommt 
man  auf  die  durch  die  Relation  (35)  gegebene  Function  z  von  y  zurück 
und  zwar  unter  der  Form: 

Z  —  üt;  +  F{Xu  .  •  M  Xn^l^  »1  «M»  •  •  1  «n-1,0»  üj,  •  •  .,  «m)  =  ^0  +  ^  (^^) 

Man  gelangt  zu  dem  gewünschten  Ziele,  indem  man  die  Ableitongen 
der  Ausdrücke  (85)  und  (37)  von  z  nach  u  einander  gleichsetzt.  Zunftchst 
erhält  man  aus  (37): 

iL  _  i?ü  4-  Z—  -^ 
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EUminirt  man  die  Pq,  so  sei 

der  aus  der  Oleiehung  (34)  abgeleitete  Werih  von  p^   Man  hat  identisch: 

9k    *=*   ^kiXu  •  •  •»  ylfii— 1)   y»   *1,0>  •  •  •>  *ii— ItO»   •H»  •  •  1   ^)* 

Da  Z  eine  LOsong  der  Gleiohnng  (250  üt,  so  ist: 


und  daher: 

-jj^  =  ^k(Xi^ ' •  M ;ir«-ii  y»  «m» •  •  •»  «,_i^»  wit- . .» ««»i)  —  v*- 

Mithin  Iftsst  sich  obiger  Werth  von  ^—  folgendennassen  schreiben: 

£-s+^>.t <»»>■ 

Wir  Sachen  jetzt  dieselbe  GrOsse  mit  Hülfe  des  Ausdmckes  (35)  von  g. 
Es  ergiebt  sich,  indem  man  unter  dem  Integrationszeichen  die  Glieder, 
welche  sich  aufheben,  weglSsst: 

dui  —  dUi  "*■  Jy^^  [9k   dui  dx,  dUi)        ]^^9ui  ^• 

Man  kann  die  beiden  hier  angedeuteten  Integrationen  ausführen,  indem 
man  die  Integrabilit&tsbedingongen  (31)  benutzt  und  ausdrückt,  dass  die 
Gleichungen  (33)  und  (34)  den  Gleichungen  (32)  genügen.  Man  hat 
nftmlich: 

hk  ^^  M.    IVk  ^ ^. 

*y       9Pk    «y  ^^k 

somit: 

9Pk  _^  hä  ^^  tß    ^  4.  iS?Ä  M  ^  A  fin  ?Sk\ 

^*    dui  Bx^   dUi         ^*    dui     ^   dy    du,  dy\^'' dUiV 

und  die  Integrabilitfttsbedingung  (31)  geht,  wenn  man  sich  der  Bezeichnung 
f*  fOx  f  bedient,  um  auszudrücken,  dass  in  letzterem  die  Werthe  (33)  und 
(34)  der  x  und  der  p  substituirt  smd,  über  in: 

dUi  9y      *        \9Pk    9y      *     dx/^   dy  ) 
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Fähren  wir  nun  die  obigen  Integitttionen  ans,  so  folgt: 

Für  y  s=r  y^  Terschwindet  /),  welches  y  —  y«  als  Factor  enthllt, 
und  ebenso  -^  da  sich  r^  für  y  &=»  y^  anf  Xi^^  redncirt^  Kthin  ist 
schliesslich: 

du.   —   dui  +  -^*  d«,  ^«  • 

Vergleicht  man  diesen  Werth  mit  dem  Werthe  (38),  so  findet  man: 

^  +  /;•  —  0 (39), 

wenn  man  j^o  nnabhftngig  yon  u^  annimmt,  oder: 

t-^ (*«)• 

Die  Gleichung  (39)  muss  in  Bezug  auf 

^1»  •  •  1  ^M— if  y»  ^1,0»  •  •  •»  ^«—1,0»  ^>  •  •  •»  •*» 

eine  Identit&t  sein,  da  die  Functionen  ;^^,  . . .,  Xn^v  ^^^h®  ™  Allgemeinen 
n  —  1  willkürliche  Gonstanten  p^^,  . . .,  p^^x^o  ^thalten,  von  einander 
nnabhftngig  sind.     Man  hat  somit  auch  infolge  dieser  Gleichung  (39): 

g'  +  Z^^-o. 

Mithin  genügt  die  Lösung  Z  der  Gleichung  (25')  den  Gleichungen 
(26'),  vorausgesetzt,  dass  z^  in  der  Gleichung  (35)  nicht  die  u  enthAlt. 

127.  BemerkuxLg«A  über  die  Toretehend  engegebene  Kethode. 
—  I.  Wendet  man  die  vorige  Methode  auf  die  Gleichungen  (23)  und  (24) 
an,  so  findet  man  zur  Bestimmung  Von  e  die  folgenden  Gleichungen: 

^  +  -Hi(a?i,o» j  ^»-1,0»  »0»  «*i»  ••  •»  «*!«»  l>i,o»  •  •  •»  P»-.i,o)  =  Ö, 

welche  nur  integrabel  sind,  wenn  man  hat: 

m 


4Hi  SHt 


8ui  9Ui 

Man  kann  somit  die  vorige  Methode  nicht  direkt  auf  die  Gleichungen 
(23)  und  (24)  anwenden.  Zugleich  sieht  man,  dass  die  Bedingungen  für 
das  Gelingen  der  Methode  auf  den  Gletchungen 
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oder  auf  den  aUgemeineren  Gleichungen  (41)  bemhen.  Die  Methode  ist 
daher  in  der  Praxis  mehrerer  Modificationen  fähig. 

n.  Die  Integrabilitfttsbedingnngen  (31)  nehmen,  wenn  man  die  Functionen 
K  and  JET  einführt,  die  folgende  Form  an: 

gJT   _  i^i     I     A—  ^^  —  —  — ^ 
**i  *y  l  ^^k    ^k  *P*     ^k ) 

j_  Tu  i^  _  Mi  4-  y{^  Mi  —  Mi  MlW  =  0 

LSsst  man  in  diesen  Gleichongen  die  Grössen  u  gegen  Null  hin  un- 
endlich abnehmen,  oder  Iftsst  man  jede  Grösse  t  gegen  den  willkürlichen 
Werth  ^  conyergiren,  so  sieht  man,  dass  man  in  der  vorstehenden  Gleichung 
den  Ausdruck,  welcher  kein  u  als  Factor  enthält,  und  den  Coef&cienten  eines 
jeden  der  u  gleidi  Null  setzen  kann.     Man  hat  somit: 

Mi  _  Ml  4-  2:(—  ^  —  -—  ^\  =  0 

9ti  9ti  \  9xic    9pk  9pk    9x,c  ) 

Somit  sind  sämmtliche  Integrabilitätsbedingungen  des  Systems  der 
Gleichungen  (23)  und  (24)  den  Bedingungen  (31)  äquivalent  imd  umgekehrt. 

Auf  diese  Weise  erklärt  sich  das  Paradoxon,  dass  die  Gleichungen 
(31)  von  den  Integrabilitätsbedingungen  des  Systems  der  Gleichungen  (25^) 
und  (26^  nur  allein  im  Vorhergehenden  benutzt  wurden. 

m.  Zufolge  der  Bemerkung  11  der  Nr.  55  kann  das  Integralsystem 
der  Gleichungen  (32)  durch  die  folgenden  Relationen  dargestellt  werden: 

wo  Ol,  • . .,  a„_i  Constanten  sind,  die,  wie  leicht  zu  sehen,  respective 
gleich  pi^Q,  .  .  .,  |i„_x,o  sind.  Unter  ^eser  Form  sieht  man,  da8s~  das  Inte- 
gralsystem der  Gleichungen  (32)  auch  dasjenige  der  analogen  Gleichungen 
ist,  welche  man  erhält,  wenn  man  y  durch  u^  und  f  durch  f^  ersetzt.  Diese 
Bemerkung  ist  sehr  wichtig  für  die  Darstellung  der  Lie' sehen  Methode, 
wie  aus  den  Abhandlungen  des  norwegischen  Gelehrten  selbst  hervorgeht 


Digitized  by 


Google 


Schluss. 


Die  Lie'sehe  MetkMle  ak  Znsuneifasraig  der  friherei 

Metkeden. 

§  33.  Darstellung  van  Lie^). 

128.  Beflnltlon  der  OharakteristlkeiL  —  Eine  partielle  Differential- 
gleiehung 

f{K,  «1,  ...,  a?n,  jpi,  ...,!)„)  =  0 (1) 

umÜEUEHrt  00*"  Elemente.  Sucht  man  eine  Figor,  welche  oo"  Elemente  der- 
selben enthalt,  80  müssen  sich  die  Ooordinaten  eines  jeden  dieser  Elemente 
darstellen  als  Functionen  von  n  Variabein,  z.  B.  von  t«i,  . .  .,  t«„_i,  x^  Wenn 
femer  diese  Elemente  ein  Integral  bilden,  so  genügen  sie  der  Bedingung 
(Nr.  5): 

dz  =  p^dx^  +  p^dx^  H +  pndx^    ....    (2), 

^)  Dieee  Darlegung  schliesst  sich  an  die  Schriften  von  Lie  an,  deren  Titel 
■ind:  A.  Kurzes  Reenm^  mehrerer  neuer  Theorien  (vorgelegt  der  Akademie  m 
Ghristiania,  8.  Mai  1872.)  4  S.  6.  Neue  Integrationsmethode  partieller  Gleichangen 
erster  Ordnung  zwischen  n  Variabehi  (ibid.,  10.  Mai  1872.)  7  8.  C.  Ueber  eine 
neue  Integrationsmethode  partieUer  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  ((j^tt 
Nachr.,  1872,  S.  821—826).  D.  Zur  Theorie  partieller  Differentialgleichiingen 
erster  Ordnung,  insbesondere  über  eine  Classiflcation  derselben  (ibid.,  1872; 
S.  478—489).  Die  neueren  Schriften  von  Lie  haben  wir  nicht  bianntst,  weil  wir 
dann  eine  vollständige  Darstellung  der  Theorie  der  Berahrungstransformationen 
hätten  geben  müssen.  Nachstehend  geben  wir  ein  Verzeichmss  der  andern  Schiito 
Lie*B  in  der  Reihenfolge,  wie  sie  gelesen  werden  müssen:  1.  Zur  analytischen 
Theorie  der  Berührungstransformationen  (Akad.  zu  Ghristiania,  1878,  S.  287-- 2^)' 
2.  Ueber  eine  Verbesserung  der  Jacobi-Maye raschen  Integrationsmethode  (ibid-t 
August  1878,  S.  282—288).  8.  Ueber  partielle  Differentialgleichungen  enter  Ordnimg 
(ibid.,  M&rz  1878,  S.  16—51).  4.  Partielle  Differentialgleichungen  1.  0.,  in  denen 
die  unbekannte  Function  ezplicite  vorkommt  (ibid.,  M&rz  1878,  S.  52--S5). 
5.  Neue  Integrationsmethode  eines  2n-gliediigen  Pf  äff  "sehen  Problems  (ibid«« 
October  1878,  S.  820--34d).    Zusammen  mit  den  vorhergehenden  würden  dies« 
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d.h. 


es  mu88  sein: 

•  +  l»»-x 

du     ~^»      dM     +   • 

■-\-Pn-X 

dXn 


dXn 

dx„^^ 
du 


+  Pn      >      .      (8), 

....     (4). 


Ausgehend  von  diesen  Relationen,  hat  Catichj  die  Integration  der 
Gleichung  (1)  auf  die  Integration  der  vorstehenden  nnd  der  folgenden 
Gleiehnngen  zarückgefohrt: 

7  \\9Xi  ^  -P«  dt  ^  Spn  dxn)    du    ^  [dpi         9pn     dxn  )    du    i  ~  "^       ^""^ 
dXn    ^  dz    dXn    ^    j\dXi    dXn    ^  dPi    dXn  f  ^      ^7 

Yoransgesetzt,  dass  Z¥ri8chen  den  Anfangswerthen  der  Ooordinaten  des  Ele- 
ments die  folgende  Relation  angenommen  wird: 

fi^o^  ^1,01  •  •  -»^«.0»  1^1,0»  •  •  •»  Pit,o)  =  0    .     .     .     .      (7). 

Unter  den  Elementen  aller  Integrale,  welche  das  Anfangselement  ent- 
halten, gieht  es  einfach  unendlich  viele  (oo^),  welche  allen  diesen  Integralen 
gemeinsam  sind.  Es  sind  dies  diejenigen  Elemente,  welche  so  beschaffen 
sind,  dass  die  Coefficienten  der  Ableitungen  von  Xi  und  Pf  in  der  Gleichung 
(5)  null  sind,  welches  auch  der  Wertiii  dieser  Ableitungen  sein  möge,  wobei 
diese  Elemente  überdies  noch  der  Gleichung  (4)  genügen.  Indem  er  die 
soeben  angegebenen  Bedingungen  ausdrückte,  wurde  Cauchj  zu  den  Hülfs- 
gleichungen  dieser  Schaar  von  Elementen  geführt: 

äxi d£  __        —  dpi       ,j.x 

dPi  dPi  dXi~^'dz 


Schriften  einen  Band  von  175  Octavseiten  bilden,  der  fast  völlig  Nenes  über  die 
Frage  der  Integration  der  partiellen  Differentialgleichungen  enthält.  Nach  Ab- 
fassung dieser  Anmerkung  bis  zar  Drucklegung  der  ersten  Auflage  dieses  Werkes 
sind  noch  die  folgenden  Schriften  erschienen:  Lie,  Begründung  einer  Invarianten- 
theorie der  Berührungstransformationen  (Math.  Annal.,  Bd.  YIII,  S.  215—808). 
Mayer,  Direkte  Begründung  der  Theorie  der  Berührangstransformationen  (ibid., 
S.  804 — 812).  üeber  eine  Erweiterung  der  Li  ersehen  Integrationsmethode  (ibid., 
S.  818 — 818).  Diese  beiden  Schriften  Mayer^s  waren  bereits  weniger  ausführlich 
in  den  Göttinger  Nachrichten,  1874,  S.  817  und  ff..  1878,  Nr.  11  an  dem  in  Anra. 
zu  Nr.  126  angegebenen  Orte  veröffentlicht  worden.  Von  1875 — 1890  hat  Lie 
in  verschiedenen  Journalen  unz&hlige  Noten  und  Abhandlungen  über  seine  tiefen 
Üntersuchungsmethoden  der  totalen  und  partiellen  Differentialgleichungen  ver- 
öffentlicht. Es  ist  unmöglich,  auch  nur  die  Titel  derselben  anzugeben.  Wir 
verweisen  auf  das  Werk:  Theorie  der  Transformationsgruppen,  unter  Mitwirkung 
von  Dr.  Friedrich  Engel  bearbeitet  von  Sophms  Lie,  Professor  der  Geometrie 
an  der  Universität  Leipzig.  Leipzig,  B.  G.  Teubner,  1888  (X  +  682  S.  in  80), 
1890  (Vm  +  555  S.).    Ein  dritter  nnd  letzter  Band  ist  unter  der  Presse. 
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Unter  diesen  Elementen  muss  sich  das  AnfEungselement  befinden: 

K»  ^^>  •  •  •»  *ii,0»  Pi,o»  •  •  •  •»  Püio) (^)- 

Wir  stellen  die  Integrale  des  Systems  (8)  durch  die  Gleidrangen 

^  —  r»,     Xi  —  fi,    pi  =  /;+, (10) 

dar,  wo  die  Functionen  f  von  Xn  und  den  Anüeuigswerthen  der  Variabeb 
abhängen.  Es  ist  zu  beachten,  dass  x^jo  ^^^  übendiüssige  Constaote  imd 
pn,o  eine  durch  die  Relation  (7)  gegebene  Function  der  andern  ÄBfiuiigs- 
werthe  ist 

Wir  können  somit  den  folgenden  Satz  aussprechen: 
Alle   Integrale   der  Gleichung  (1),   welche   das  Element  (9) 
gemeinsam  haben  oder  die  sich  im  Punkte 

berühren,  haben  eine  Schaar  von  Elementen  gemeinsam,  welche 
durch  die  Gleichungen  (8)  oder  (10)  gegeben  werden;  mit  andera 
Worten,  dieselben  berühren  sich  l&ngs  einer  Linie,  welche  durch 
die  n  ersten  Gleichungen  (10)  dargestellt  wird. 

Lie  hat  die  Gesammtheit  dieser  gemeinsamen  Elemente  die  Charak- 
teristik von  f  genannt.^) 

Folgerung.     Zwei  Lösungen 

SS  ^=  F,    z  ^^  0 

einer  und  derselben  Gleichung  /*  »a  0  haben  eine  gemeinschaft- 
liche Charakteristik. 
Aus  den  Relationen 

F—  0   »l  —  »•  »F     _      8» 

^      ^»     **       *^» 


Bx^         dXi  '  '  *'  SXtf_^  ^Ä«— -1 ' 

welche  wegen  f^=sO  die  folgende  nach  sich  ziehen: 

dF   ^    W 

9Xh  SXn ' 

folgt  nämlich,  dass  es  wenigstens  ein  System  von  Werthen  der  GrGssen 
X  giebt,  für  welche  die  durch  die  beiden  Lösungen  bestimmten  Grössen  8 
und  p  einander  gleich  werden.  Diese  Lösungen  haben  somit  ein  gemainasatf 
Element  und  infolge  dessen  auch  eine  gemeinschaftliche  Charakteristik.') 

0  Abhandlung  B,  Theorem  I;  Abhandlung  C,  Theorem  a,  S.  8d5. 
*)  Diese  Bemerkimg  ist  neu,  aber  im  Folgenden  nicht  weiter  benntst. 
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129.  Methode  von  Cauohy.  —  Aus  den  Gleichungen  (10)  kann 
man,  wie  wir  in  Nr.  108  gesehen  haben ,  eine  Lösung  von  (1)  ableiten, 
indem  man  die  Anfangswerthe,  betrachtet  als  Functionen  von  n  —  1 
Variabeln  ii,  der  Bedingung  unterwirft,  dass  sie  den  Belationen 

^'=P^.^'+■■+P.-..^     ....    (11) 

genügen  sollen.  Zu  dem  Ende  braucht  man  nur  s^,  x^^^,  . . .,  x^^i^  con- 
staut  zu  nehmen.  Eliminirt  man  dann  p^  zwischen  den  Gleichungen  (10), 
so  findet  man  die  Lösung: 

Z  =  F{X^,  .  .  n  ««)  ^1,  «IX)»  •  •  •>  «n-j.o)»  Pi  ==*  ^.   •     •     (^^)- 

Man  kann  dieses  Resultat  folgendermassen  aussprechen: 
Sftmmtliche    Charakteristiken    von    /*,    welche    durch    einen 

Punkt  (jeTo,  Xi^Q,  . .  .,  x^^i^)  hindurchgehen,  erzeugen  ein  Integral 

von  fA) 

Man  kann  den  Gleichimgen  (11)  auch  genügen,  wenn  man  setzt: 

und  annimmt,  dass  4,  p^^Q,  .  .  .,  jp^,o»  «m+LO»  •  •  •»  ^ha  Constanten  sind 
(Nr.  111),  was  zu  einem  Satze  führt,  der  dem  vorigen  entspricht,  falls 
m  SS  n  —  1. 

Aus  dem  Vorhergehenden  ersieht  man,  dass  man  bei  Benutzung  der 
Theorie  der  Charakteristiken:  1)  der  Cauchj'schen  Methode  oder  der  nicht 
wesentlich  davon  verschiedenen  von  Jacobi  modificirten  Pfaff'sohen  Me- 
thode, 2)  der  von  Mayer  an  diesen  beiden  angebrachten  Modiöcation  eine 
sehr  ein&che  Form  geben  kann. 

180.  EigenBohaften  sweler  unendlioh  wenig  versohiedener 
Slemente.^  —  Es  sei 

0  =  F{x^, . . .,  x^ 

eine  Lösung  der  Gleichung  f  =si  0,  so  dass  man  zwischen  zwei  unendlich 
nahen  Elementen  die  Relation 

dg  =  p^dx^  H h  p„dXn, 


')  Abhandlung  B,  Bemerkung  zum  Theorem  I;  Abhandlung  C,  Bemerkung 
zum  Theorem  a,  S.  825. 

*)  In  den  Schriften  Lie's  sind  wir  dieser  Bemerkung  nicht  begegnet.  Das 
bezügUche  Theorem  von  Mayer  (Nr.  129,  am  Ende)  kann  einen  Beweis  in  den 
Fällen  liefern,  wo  der  der  Canehy*flchen  Methode  äquivalente  Satz  nicht  bestehtw 
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oder  aadan  «Mfedrfiokt,  die  Bemehniigteii 

4F  SF 

hat  Lttsst  man  X|,  x,,  . .  .,  ^^  anendlidi  wwag  ▼axürat,  so  Siidira  äch 
auch  die  GrOssen  JS,  Pi,  -  -  n  Pn  tmendlich  wenig.  MHUii:  Zwei  unend- 
lich nahe  gelegene  Elemente  eines  Integrals  oder  zwei  Ele- 
mente, welche  durch  unendlich  nahe  bei  einander  gelegene 
Punkte  hindurchgehen,  haben  unendlich  wenig  von  einander 
verschiedene  BerührungBCOordinaten  oder  sind  unendlich  wenig 
gegen  einander  geneigt. 

Auch  die  ümkehrung  dieses  Satzes  ist  richtig:  Zwei  unendlicb 
nahe  gelegene  und  unendlich  wenig  gegB^  einander  geneigte 
Elemente  sind  so  beschaffen,  dass  man  hat: 

djß  —  p^dxi  +  •  •.  •  +  PnäXn. 

Es  seien  nftmlich  A  und  B  zwei  unendlich  nahe  gel^ene  und  un^d- 
lieh  wenig  gegen  einander  geneigte  Elemente: 

(jer,  x.,pi)  und  {ß  +  Ag,  a?,  +  Aä?^,  p,.  +  Api), 

wo  A^,  Ao^j,  Api  unendlich  klein  sind,  und  es  seien  mit  a  und  5  die 
Punkte  bezeichnet: 

(jgr,  x^  und  {0  +  Ajer,  «,•  +  Ax,). 

Durch  den  Punkt  a  geht  eine  Oauchj'sche  LOsung,  welche  von  allen 
diesen  Punkt  enthaltenden  Charakteristiken  gebildet  wird  und  in  einem  Ponlcte 
0  die  durch  B  hindurchgehende  Charakteristik  trifft.  Das  Element  dieser 
Charakteristik,  welches  durch  c  hindurchgeht,  nennen  wir  C.  Convergirt 
das  Element  B  gegen  das  Element  A,  so  convergirt  c  gegen  a,  dem  ^ 
somit  ebenso  wie  b  unendlich  nahe  liegt  Daraus  folgt,  daas  die  Goordi- 
naten  des  Elementes  C  nur  unendlich  wenig  von  denen  des  EHementee  B 
oder  des  Elementes  A  yerschieden  sein  können.   Wir  stellen  dieselben  dnrcb 

(xr  +  A%  Xi  +  A%,  p,  +  A'p^ 
dar  und  setzen: 

Air  =  A'g  +  A'^jer,     Ax^  =  A%  +  A% 

Da  A  und  0  einer  und  derselben  Lösung  angehören,  so  hat  man: 
A'z  =  PxA'x^  H 1-  jp«A'«„  +  f| 
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wo  €  iinendlioh  klein  von  dtfr  zweiten  Ordsnig  ist    EfceatP  isk: 

A'-^  —   (A   +  ^%)^'\   +"'  +  (Pn  +  A'Pn)A''x„  +  e-, 

WO  €^  ebenfiills  von  der  zweiten  Ordnung  ist,  da  B  und  C  einer  und  der- 
selben Charakteristik  angehören.  Addiren  wir  diese  beiden  Belationen,  so 
kommt: 

AZ  —  A  Aä?i   H h  PnAXn  +  C'', 

WO  c''  miendlich  klein  von  der  zweiten  Ordnung  ist.  Mithin  ist  schliesslich, 
wenn  man  das  Differential  von  £f  nimmt: 

dß  —  A  Aa?i  -i +  PnAx„ 

oder: 

de  «=  Pidxj^  +  •  •  •  +  PndXny  w.  z.  b.  w. 

Wir  werden  unendlich  wenig  verschiedene  Elemente  diejenigen 
Elemente  nennen,  welche  die  hier  in  Rede  stehende  Eigenschaft  besitzen« 

Es  ergiebt  sich  hieraus,  dass  es,  um  ein  Integral  von  /*  s»  0  zu 
finden,  notlxwendig  und  hinreichend  ist,  oo**  unendlich  wenig 
verschiedene  Elemente  (Nr.  5)  zu  finden. 

ISl.  Charakterittiflohe  CongruenB;  oharakteristisohe  Maanig- 
faltiskeit.^)  —  Wir  betrachten  zwei  partielle  Differentialgleichungen 

welche  gemeinschaftliche  Lösungen  besitzen,  und  ein  Element  A^  welches 
diesen  Lösungen  und  den  gegebenen  Gleichungen  gemeinsam  ist  Der 
Nr.  128  zufolge  enthalten  die  gemeinschaftlichen  Lösungen  und  somit  die 
gegebenen  Oleichungen  die  Charakteristik  von  /*,  welche  durch  A  hindurch- 
geht; femer  enthalten  aus  dem  nftmlichen  Grunde  die  gemeinschafUiohen 
Lösungen  und  die  gegebenen  Gleichungen  die  unendlich  vielen  (  od)  Charakte* 
ristiken  von  9),  welche  durch  die  Elemente  jener  Charakteristik  von  /"hindurch* 
gehen.  Mithin:  Wenn  gemeinschaftliche  Lösungen  zweier  Olei- 
chungen  ein  Element  gemeinsam  haben,  so  haben  sie  deren  zwei- 
fach  unendlich  viele  (<x>3)  gemeinsam.  Das  Ensemble  dieser  gemein« 
samen  Elemente  heisst  eine  charakteristische  Congruenz  der  gegebenen 
Gleichungen  in  Bezug  auf  das  betrachtet-e  Element. 

Drückt  man  die  Entstehung  der  charakteristischen  Congruenzen  ana- 
lytisch aus,  so  erkennt  man,  dass  die  Functionen  f  und  q)  in  diesen  Rech- 
nungen symmetrisch  auftreten.     Es  folgt  daraus,  dass  man  die  charakte- 


^)  Abhandlung  B,  enter  Theil  des  Theorems  11;  Abhandlung  C,  erster  Theil 
der  Theoreme  b  und  c. 
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ristische  Congraenz  von  f^^O  und  ^  aw  0,  welche  dmoh  A  hiadarchgeht, 
als  das  Ensemble  der  unendlich  vielen  Charakteristiken  von  q>  betrachten 
kann,  welche  durch  die  Elemente  der  Charakteristik  von  f,  die  das 
Element  Ä  enthftlt,  hindurchgehen,  oder  als  das  Ensemble  der  unendlich 
vielen  Charakteristiken  von  f,  weldie  durch  die  Elemente  der  Charakteristik 
von  q>,  die  das  Element  A  enth&lt,  hindurchgehen. 

Das  Vorhergehende  Iftsst  sich  ausdehnen  auf  eine  beliebige  Anzahl 
von  Gleichungen 

/•«O,  9>-=0,  v  =  o, ... 

welche  gemeinschaftliche  Lösungen  besitzen,  die  sich  in  einem  Elemente  Ä 
berühren.  Durch  dieses  Element  A  geht  eine  Charakteristik  von  f  hindnzch, 
welche  sich  in  sämmtlichen  gemeinschaftlichen  Lösungen  und  den  gegebenen 
Gleichungen  selbst  vorfindet.  Durch  jedes  Element  dieser  Charakteristik  geht 
auch  eine  Charakteristik  von  q)  hindurch,  welche  innerhalb  der  verschiedflnen 
betrachteten  gemeinsamen  Lösungen  gelegen  ist.  Durch  jedes  Element  der 
so  erhaltenen  charakteristischen  Congruenz  geht  eine  Charakteristik  von  y 
hindurch,  die  sich  unter  allen  gemeinschaftlichen  Lösungen  und  in  allen 
Gleichungen  befindet  u.  s.  w.  Mithin  ergiebt  sich  schliesslich:  Wenn  w 
Gleichungen  gemeinschaftliche  Lösungen  besitzen,  welche  durch 
ein  Element  A  hindurchgehen,  so  haben  sie  cd"  allen  diesen  ge- 
meinschaftlichen Lösungen  gemeinsame  Elemente.  Die  Gesmmt- 
heit  dieser  gemeinsamen  Elemente  wird  die  charakteristische  Mannig- 
faltigkeit dieser  Gleichungen  genannt. 

Zusatz  L  Man  könnte,  wie  in  Nr.  128,  leicht  beweisen,  dass  zwei 
gemeinschaftliche  Lösungen  eines  Systems  eine  charakteristische  Mannig- 
faltigkeit gemeinsam  haben. 

Zusatz  n.  Betrachten  wir  zwei  simultane  Gleichungen  /*  sb  Q,  ^  sa  0, 
welche  eine  gemeinsame  Lösung  besitzen.  Die  Charakteristiken  von  /*und  (p 
in  einem  dieser  Lösung  und  den  gegebenen  Gleichungen  gemeinsamen  ffle- 
jnente  müssen  sich  respective  unter  den  Elementen  von  ^  =s=  0  und  von 
/*  s=»  0  befinden.  Es  folgt  daraus,  dass  q)  s=s  0  eine  Lösung  der  Gleichnngen 
(8)  und  ^  =«  0  eine  Lösung  der  analogen  Gleichungen,  welche  man  erhAlt, 
judem  man  f  durch  ip  ersetzt,  sein  muss.     Man  hat  somit: 

eine  Relation,  die  wir  ein&ch  fyp^aO  schreiben  wollen.  Dies  ist  die 
Bedingung  der  simultanen  Integration  von  Jacobi  und  Bour.  Da  die  vor- 
stehende Bemerkung  auf  beliebig  viele  Gleichungen  anwendbar  ist,  so  kann 
man  vermöge  derselben  jedes  System  simultaner  Gleichungen  vervoUstSadigeD, 
wie  wir  in  Nr.  79  gesehen  haben. 
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1S8«  Methode  von  Lie.^)  —  Wenn  zwei  Gleichungen  f  sas  0^ 
q>  s=  0  der  Bedingung  fq>sssO  genügen,  so  bildet  der  Ort  der 
charakteristischen  Congruenzen,  welche  durch  einen  gemein- 
schaftlichen Punkt  gehen,  eine  gemeinschaftliche  Lösung.  Denn 
zunächst  setzt  sich  dieser  Ort  zusammen  aus  00*^^  charakteristischen  Gon- 
gruenzen,  deren  jede  00  ^  Elemente,  die  somit  im  Ganzen  00"  Elemente  ent- 
halten, um  denselben  zu  finden,  genügt  es  zu  bemerken,  dass  durch  den 
gegebenen  Punkt  (Zq,  x.^q)  00 '^^  den  beiden  Gleichungen  gemeinsame  Ele» 
mente  gehen,  welche  man  erhält,  indem  man  p^  q,  .  .  .,  p^^^^Q  auf  alle  mög- 
lichen Arten  variiren  lägst  und  l>„_i,o»  P„,o  mittels  der  gegebenen  Gleichungen 
bestinmit.  Nun  geht  durch  jedes  gemeinschaftliche  Element  eine  charakte- 
ristische Gongruenz,  somit  giebt  es  deren  im  Ganzen  00  "^^  mit  00 '^  Elementen. 

Femer  sind  zwei  unendlich  naheliegende  Elemente  -4,  B  unter  dieser 
Gruppe  von  00  **  Elementen  unendlich  wenig  von  einander  verschieden.  Denn 
es  ist  klar,  dass  zwei  unendlich  benachbarte  Elemente  im  Allgemeinen  nicht 
zu  zwei  charakteristischen  Oongruenzen  gehören  können,  welche  durch  nicht 
unendlich  wenig  verschiedene  Elemente  hindurchgehen.  Man  muss  daher 
annehmen,  dass  die  beiden  in  Bede  stehenden  benachbaxten  Elemente  zu 
einer  und  derselben  charakteristischen  Gongruenz  oder  zu  zwei  charakte- 
ristischen Oongruenzen  gehören,  welche  durch  unendlich  wenig  gegen  ein- 
ander geneigte  Elemente 

K»  ^«,01  Pi,o)^  i^oi  ^1.0»  i>i.o  +  ^Pijn) 

bestimmt  sind.  1.  Wir  wollen  zunächst  zwei  Elemente  A^  B  betrachten, 
welche  auf  einer  und  derselben  charakteristischen  Gongruenz  liegen.  Die 
durch  A  gehende  Gharakteristik  von  /*,  welche  eine  Mannigfaltigkeit  von 
ein^  Dimension  ist,  trifft  die  durch  B  gehende  Gharakteristik  von  q>  in 
einem  zu  der  eine  Mannigfaltigkeit  von  zwei  Dimensionen  darstellenden 
Gongruenz  gehörigen  Elemente  (7,  welches  im  Allgemeinen  A  und  B  un- 
endlich nahe  liegt  und  somit  von  beiden  unendlich  wenig  verschieden  ist. 
Somit  unterscheiden  sich  auch  A  und  B  unendlich  wenig,  w.  z.  b.  w. 
2.  Femer  nehmen  wir  jetzt  an,  dass  A  und  B  zu  den  beiden  Oongruenzen  ge- 
hören, welche  durch  die  Anfangselemente  (jcTq,  a;,-,^,  jp,-^q),  (e^,  a?,^,  p.^Q  +  ^JPi,o) 
charakterisirt  sind.  Die  Goordinaten  von  A  sind  dargestellt  als  Functionen 
von  a?„_i,  a?„,  Zq,  x^^q,  p^^.  Aendert  man  in  den  Ausdrücken  dieser  Goordi- 
naten Pi^Q  in  Pf^Q  4"  ^i'i.o  ^°^>  ^^  erhält  man  in  der  zweiten  Gongruenz 
ein  Element  (7,  welches  A  und  somit  B  unendlich  nahe  liegt.  Da  sich  p-^^ 
beim  Uebergange  von  A  nach  C  nur  unendlich  wenig  geändert  hat,  so  ist 
C  unendlich  wenig  von  A  verschieden;  ebenso  ist  es  von  B  unendlich 
wenig  verschieden,    da   es  ^  unendlich    benachbart   ist  und   zu  derselben 

^)  Abhandlung  B,  zweiter  Theil  des  Theorems  II;  Abhandlung  C,  zweiter 
Theil  der  Theoreme  b  und  c. 

M  an  8  i  0  n ,  Part.  DifferentiAlgleichuDgen.  18 
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Congmenz  gehört.  Mithin  sind  schliesslich  in  aDen  Fällen  A  und  B  un- 
endlich wenig  verschieden  und  der  Ort  der  charakteristischen  Gongraenzen, 
welche  durch  einen  gemeinschaftlichen,  oo"  unendlich  wenig  Ton  einander 
yerschiedene  Elemente  enthaltenden  Punkt  gehen,  ist  ein  Integral  (Nr.  180). 

Ebenso  beweist  man,  dass  der  Ort  der  charakteristischen  Mannig* 
faltigkeiten  von  m  Gleichungen,  welche  den  Bedingungen  simul- 
taner Integration  genügen  und  durch  einen  Punkt  hindurch- 
gehen, eine  gemeinschaftliche  Lösung  ist. 

Wie  man  den  Gleichungen  eine  solche  Form  geben  kann,  dass  man 
ihre  charakteristische  Mannigfaltigkeit  und  somit  ihr  gemeinsames  Integral 
finden  kann,  haben  wir  oben  angegeben  (Nr.  124,  126  und  SchlnsB- 
bemerkung  von  Nr.  127).  In  dem  Falle  von  nur  zwei  Gleichungen  braucht 
mau  die  gegebenen  Gleichungen  nicht  erst  zu  transformiren.^) 

ISS.  Jaoobi'8  Methode.  —  Betrachten  wir  m  partielle  Differential- 
gleichungen 

f,  —  0,....,  /;„=  0, 

welche  den  Integrabilitätsbedingungen  genügen,  und  nehmen  wir  an,  dass 
man  ausserdem  ä;  =  n  +  1  —  *»  Functionen  fm+i,  •  •  m  fn-t-i  gefunden 
habe,  welche  mit  den  vorstehenden  und  unter  einander  den  Bedingungen 
fff/^  sss  0  genügen,  so  behaupten  wir,  dass  die  Gleichungen 

/;  =  0, . . .,  f,„  =  0,  /*„,_|_i  =  «1, . . .,  /•„+!  =  «Ä-  .  •  (/) 

oder  diejenigen,  welche  man  daraus  erh&lt,  indem  man  sie  nach  z,  Pi, .  >  »^  P^ 

auflöst: 

JS  =  F,   p,  =  F,,,..,  p„^  F„       .     .     .     .    (f) 

die  oo2«-»- 1— »«  Elemente  des  ursprünglichen  Systems  darstellen,  falls  %, . . .,  «a 
willkürliche   Constante  sind,  und  dass  überdies  z  =  F  das    gemeinsame 
vollständige  Integral  des  gegebenen  Systems  ist. 
Wir  betrachten  nämlich  das  System: 


/i  =  0,  .  .  .,    fm  =  0,    f. 


fft^i 


Giebt  man  a^  einen  speciellen  Werth,  so  stellt  dieses  System  nur  noch 
00»»—»»  Elemente  des  ursprünglichen  Systems  dar,  lässt  man  aber  %  will- 
kürlich, so  stellt  es  wiederum  oo*»-»-!^-"*  Elemente  dar.  Diese  Elemente 
sind  dieselben  wie  vor  der  Adjunction  von  /"^^^^  =  o^,  da  diese  Relation 
für  sich  genommen  durch  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Elements  des 
Raumes  befiriedigt  wird,  wenn  a^  willkürlich  ist. 


^)  Wir  haben  in  Nr.  127  die  kleine  Abhandlung  citirt,  in  welcher  Mayer 
die  Rechnungen  andeutet,  die  nOthig  sind,  um  die  Li e 'sehe  Methode  in  ihrer 
allgemeinsten  Form  algebraisch  zu  begrflnden.  Vgl.  Abhandlung  B  von  Lie, 
Theorem  III  und  IV. 
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In  derselben  Weise  kann  man  dem  ursprünglichen  System  die  andern 
Gleichungen  /*  &=  a  a^jungiren  und  auf  diese  Weise  au  Stelle  des  ursprüng- 
lichen Systems  das  System  (f)  oder  (F)  erhalten.  Lässt  man  in  den  Gleichungen 
(F)  x^,  •  •  •)  ^n  ^^"^  unendlich  kleine  Grössen  sich  ändern,  während  man  die 
Grössen  a  constant  Ifisst,  so  ändern  sich  auch  z^  p^,  . . .,  p^  unendlich 
wenig.  Mithin  sind  die  unendlich  benachbarten  Elemente  des  Systems  (F) 
unendlich  wenig  verschieden  und  bilden  für  jeden  Werth  der  Grössen  a 
ein  Integral.  Somit  ist  je;  «=  jP  das  gemeinsame  vollständige  Integral  und 
man  hat: 

oder: 

dF  =  F^dx^  +    . .  +  F,dXn. 

Aus  der  letzten  Bemerkung  geht  hervor,  dass  man  die  erste  Gleichung 
(F)  finden  kann  durch  Integration  der  Gleichung 

dz  =  p^dX^   4- f-  PndXn, 

in  welcher  die  Grössen  p  durch  ihre  aus  den  n  ersten  Gleichungen  f  abge- 
leiteten Werthe  ersetzt  sind.  Dies  setzt  jedoch  voraus,  dass  man  wisse, 
dass  es  wirkKch  ein  gemeinschaftliches  vollständiges  Integral  mit  k  will- 
kürlichen Constanten  giebt,  und  dies  erfährt  man  durch  die  Methode  von  Lie. 

Bemerkung.  Das  Vorstehende  enthält  im  Wesentlichen  die  Jacobi'sche 
Methode,  d.  h.  die  Art  der  Bestimmung  von  z  mit  Hülfe  der  Functionen  f. 
Das  Theorem  von  Poisson  und  Jacobi  und  die  Methoden  von  Weiler, 
Boole  und  Mayer  geben  die  Mittel  an,  um  die  Fxmctionen  f  mehr  oder 
weniger  leicht  zu  finden. 

184.  Sohlufls.  —  Die  verschiedenen  Integrationsmethoden  der  partiellen 
Differentialgleichungen  gruppiren  sich  um  die  Methoden  von  Cauchy,  Lie 
und  JacobL  Wie  wir  gesehen  haben,  besteht  die  letztere  wesentlich  in 
einer  Transformation  des  gegebenen  Systems  in  ein  anderes,  welches  eine 
Gleichung  mehr  enthält.  Wenn  man  diese  Transformatiofh  bis  ans  Ende 
fortsetzt,  so  findet  man  das  Integral  ohne  weitere  Rechnung.  Man  kann 
jedoch  stehen  bleiben,  wann  man  will,  und  sich,  wie  wir  in  Nr.  125  ge- 
sehen haben,  der  Lie'schen  Methode  bedienen,  um  das  System  auf  eine 
Gleichung  zurückzuführen,  welche  man  nach  der  Methode  von  Cauchy 
integriren  kann,  immer  dann,  wenn  die  Jacobi'sche  Methode  nicht  günstiger 
ist  (vgl.  Nr.  125  und  70,  IE). 

Vermittelst  der  Theorie  der  charakteristischen  Linien,  Congruenzen 
und  Mannigfaltigkeiten  kann  man  somit  alle  Methoden  der  Integration  der 
partiellen  Dififerentialgleichungen  erster  Ordnung  in  eine  einzige  zu- 
sammenfassen. 
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Anhang  L 


Zur  Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen.' 


Von 


Frau  Sophie  Ton  KowaleTsky. 


')  Abdruck  aus  Cr  eile's  Journal  fOr  die  reine  und  angewandte  Mathematik, 
Band  80,  S.  1—82« 
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Einleitung. 
Es  sei  eine  algebraische  Differentialgleichung 

Yorgelegt,  wo  G  eine  ganze  rationale  Function  der  unabhängigen  Veränder- 
lichen X,  der  als  Function  derselben  zu  bestimmenden  Grösse  y  und  der 
Ableitungen  derselben  nach  x  bis  zur  n^^  Ordnung  hin  bedeutet. 

Eine  analytische  Function  ist  vollständig  bestimmt,  sobald  irgend  ein 
regulärer  Zweig  derselben  gegeben  ist.  Es  kommt  also  darauf  an,  auf  die 
allgemeinste  Weise  eine  Potenzreihe 

wo  a,  Iq,  h^,  ...  Gonstanten  bedeuten,  so  zu  bestimmen,  dass  dieselbe, 
für  y  gesetzt,  der  gegebenen  Differentialgleichung  genügt  und  innerhalb 
eines  gewissen  die  Stelle  a  umgebenden  Bezirkes  convergirt. 

Es  muss  also,  wenn  man  diese  Reihe  für  y  in  den  Ausdruck 
^(^'  V*  ^'  '  *  ''  Zn)  ^^^^^^  ^^^  denselben  nach  Potenzen  von  x  —  a 
entwickelt,  jeder  einzelne  Coefiicient  dieser  Entwicklung  gleich  Null  werden. 

So  erhält  man  zunächst  zwischen  a,  Öq,  b^,  •  .  .,  h„  die  Gleichung: 

©(a,  h,h,...,K)  =  0 (2). 

Nun  hat  aber,  wenn  y  irgend  eine  reguläre  Function  von  x  ist,  die  A^^  Ab- 
leitung von 
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die  Form: 

wo  Q'  die  partielle  Ableitung  von  O  in  Beziehung  auf  ^  und  Hi  dne 

dv  dp"*"*"**« 

ganze  rationale  Function  von  x,  y»  ^^  •  •  •)  ^-i  bezeichnet.     Es  musB 

also  (fftr  ;i  «=  1,  2,  . . .,  oo) 

Ö'K  &01  ^1'  •  •  M  M^+A  +  J3i(a,  b^,  fti,  . . .,  6,+2-i)  —  0     .     (3) 
sein,  wenn  der  Goefficient  von  (x  —  a)^  in  der  genannten  Entwickelung  von 

verschwinden  soll.  Umgekehrt  genügt  die  für  y  angenommene  Reihe  der 
Oleichung  (1)  formell,  wenn  die  Gleichung  (2)  und  sftmmüiche  Gleichungen 
(3)  erfüllt  werden. 

Durch  die  Gleichungen  (3)  werden  aber  B&mmtliche  Coeffidenten  b^ 
deren  Index  ^  n  ist,  eindeutig  bestimmt,  sobald  a,  b^,  &^,  ... .,  b„  ge- 
geben sind  und  zugleich  Q'  (a,  &0,  &i,  • . .,  &J  einen  von  Null  yerschiedenen 
Werth  hat 

So  ergiebt  sich  der  Satz: 

„Nimmt  man  die  Constanten 

willkürlich,  jedoch  so  an,  dass  die  Gleichung 

ff  («t  &o»  hf  ...,&«)  —  ö 
eine  einfsudie  Wurzel  bn  hat,  so  lassen  sich  die  Grössen 

^ii+l>  ^«+2» 

stets  in  eindeutiger  Weise  so  bestimmen,  dass 


'Yb  <^-^>^ 


v.O 


für  y  gesetzt,  der  Gleichung  (1)  formell  genügt/^ 

Diese  Reihe  ist  aber  auch  stets  innerhalb  eines  bestimmten 
Bezirks  convergent  und  stellt,  wenn  man  z  innerhalb  desselben 
annimmt,  eine  die  vorgelegte  Differentialgleichung  befriedigende 
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Function  dar.  Ans  jeder  solchen  Reihe  entspringt  dann  ferner 
eine  bestimmte  (eindeutige  oder  mehrdeutige)  analytische 
Function,  von  der  jeder  reguläre  Zweig  die  vorgelegte  Diffe- 
rentialgleichung ebenfalls  befriedigt.^) 

Umgekehrt  hat  jede  die  vorgelegte  Differentialgleichung  befriedigende 
analytische  Function  y  unendlich  viele,  durch  das  angegebene  Verfahren 
bestimmbare  reguläre  Zweige,  wenn  sie  nicht  eine  sogenannte  singulare 
Ijösung  der  Differentialgleichung  ist,  d.  h.  ausser  derselben  noch  der  Gleichung 


«-(-.».E-^0)-« 


genügt.  In  diesem  Falle  kann  man  aber  durch  Combination  der  beiden 
Gleichungen 

ö  =«  0,     G'  =  0 

ZOT  Bestimmung  der  Function  y  entweder  eine  algebraische  Gleichung  oder 
eine  Differentialgleichung,  von  der  sie  keine  singulare  Lösung  ist,  erhalten. 

Analoge  Sätze  gelten  femer,  wenn  zur  Bestimmung  mehrerer  Fxmctionen 
einer  unabhängigen  Veränderlichen  ein  System  von  ebenso  vielen  alge- 
braischen Differentialgleichungen  gegeben  ist. 

Dasselbe  kann  stets  auf  die  Form 


(5) 


gebracht  werden,  wo  y^,  .  .  .,  y^  die  zu  bestimmenden  Functionen  sind,  y^ 
eine  mit  x,  y^,  .  .  .,  y„  durch  eine  irreductible  algebraische  Gleichung 

verbundene  Htilfsgrösse,    G,    G^,  .  .  .,  (r^  ganze  rationale  Fxmctionen  von 


ö'(«,  yo,  Vv  ■ 

•  •'  y«)  i  ~  ®i(*'  y«'  ^1'  •  • 

.,  Vn)  =   0 

ö'(«,  yo,  Vi, 

•  •  •'  y»)  t?    ®"(*'  y»'  ^1' '  • 

•    •     •     • 

0  Dieser  Satz  findet  sich  zuerst  in  der  W ei erstrass 'sehen  Abhandlung 
,Zar  Theorie  der  analytischen  Facoltäten"  (Grelle' s  Jonmal,  Bd.  51,  S.  48) 
auflgeeprochen,  und  ist  bald  darauf  auch  von  den  Herren  Briot  und  Bouquet 
bewiesen  worden  (Journal  de  TEcole  polytechnique  cah.  86).  Derselbe  bleibt  be- 
stehen, wenn  der  Ausdruck  auf  der  linken  Seite  der  Gleichung  (1)  eine  eindeutige 

nnd  in  eine  beständig  convergirende  Potenzreihe  der  Grössen  x,  y,  —,  . . .,  ^~ 

entwickelbare  Function  ist. 
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^>  ^0«  ^v  ' '  'j  tfn  ^^^  ^'  ^®  partielle  Ableitung  von  G  in  Beziehung  aof 

yo  i8t.i) 

Setzt  man  dann  für  i  ^^  0,  1,  .  .  .,  n: 

»a-l>!^ ,0 

nnd  nimmt 

so  an,  dass  die  Gleichung 

^(ö»  hjüi  *i.o»  •  •  •»  ^n.o)  *"  Ö 

nach  &Q  ^  aufgelöst  eine  endliche,  einfache  Wurzel  hat,  und  nimmt  diese  inr 
&o^,  so  lassen  sich,  wenn  man  die  Ausdrücke  auf  der  Linken  der  Glei- 
chungen (5),  (6)  nach  Potenzen  von  x  —  a  entwickelt,  die  Coefficienten 
der  einzelnen  Potenzen  gleich  Null  setzt,  die  Grössen 

\xy   ^0^»  •  •  • 
^.1»   Kv  '  •  • 


^11.1»    ^»15»  •  •  • 

in  eindeutiger  Weise  so  bestimmen,  dass  den  Gleichungen  (5),  (6)  formell 
genügt  wird. 

Dann  sind  aber  auch  die  so  sich  ergebenden  n  -{-  \  Reihen  (7)  stets 
innerhalb  eines  bestimmten  Bezirks  convergent  und  stellen,  wenn  man  x 
auf  diesen  Bezirk  beschiUnkt,  ein  System  von  n  -f-  1  Functionen  dar,  welche 
die  in  Rede  stehenden  Gleichungen  wirklich  befriedigen. 

Aus  demselben  entspringt  dann  ein  System  (eindeutiger  oder  mehr* 
deutiger)  analytischer  Functionen  von  der  Beschaffenheit,  dass  je  n  4"  ^  ^^' 
sammengehörige  regul&re  Zweige  derselben  die  Gleichungen  (5),  (6)  eben- 
falls befriedigen. 

Umgekehrt,  wenn  ein  System  von  »  -f*  1  analytischen  Functionen  die 
Gleichungen  (5),  (6),  nicht  aber  zugleich  die  Gleichung 

^GJPCy   yo,  Vi Vn)   ^    Q 

^)  Wie  man  jedes  System  algebraischer  Differentialgleichungen  auf  diese 
.kanonische'  Form  zurückführen  kann,  lehrt  Jacobi  in  den  Abhandlungen: 
,De  investigando  ordine  systematis  aequationum  differentialiom  vulgarium  ci^^ 
cunque"  (Borchardt*8  Jonmal,  Bd.  64,  S.  287)  und  „De  aequationum  differentialinm 
systemate  non  normali  ad  formam  normalem  revocanda'  (Vorlesungen  über 
Dynamik,  Anhang  S.  55.) 
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befriedigt  (d.  h.  wenn  dasselbe  nicht  eine  singulare  Lösung  des  Systems  von 
partiellen  Differentialgleichungen  bildet),  so  litest  sich,  wofern  man  spedelle 
Werthe  yon*  a  ausnimmt,  jedes  System  zusammengehöriger  Elemente^)  dieser 
!EWctionen  durch  Reihen,  welche  in  der  beschriebenen  Weise  gebildet  sind, 
ausdrücken. 

Die  singulftren  Lösungen  erhält  man  aber,  indem  man  die  vorgelegten 
Gleichungen  (5),  (6)  mit  der  Gleichung 

eombinirt.  .  . 

Diese  Sätze,  in  der  gegebenen  Fassung,  entnehme  ich  den  Vorlesungen 
des  Herrn  Weierstrass,  meines  verehrten  Lehrers.  Li  der  vorliegenden 
Arbeit  habe  ich  mich  nun  mit  der  Aufgabe  beschäftigt,  zu  untersuchen, 
ob  und  in  wie  weit  sich  dieselben  auf  den  Fall  ausdehnen  lassen,  wo  zur 
Bestimmung  analytischer  Functionen  mehrerer  Veränderlichen  partielle  alge- 
braische Differentialgleichungen  gegeben  sind. 


§1- 

Ich  betrachte  zunächst  das  nachstehende  System  von  partiellen  Diffe- 
rentialgleichungen, in  denen  rr,  ^^,  .  .  .,  Xj.  unabhängige  Veränderliche  und 
9>i»  •  •  •)  9>n  zu  bestimmende  Functionen  derselben  bedeuten,  während  die 
^a\  (?^i'  9^8»  •  •  •»  Vni  gegebene  in  der  Form  gewöhnlicher,  innerhalb  eines 
gewissen  Bereiches  convergirender  Potenzreihen  dargestellte  Fxmctionen  von 
9^1'  *  -  •'  9n  ^^  sollen: 

S-:!>> ^.)^'+--+2>s* ^.)&' 


^_;£;«<>„..,^.)'^+...+  £v«ta ^.)g 


(1). 


Um  mich  kürzer  ausdrücken  zu  können,  will  ich  im  Folgenden  unter  einer 
Potenzreihe  mehrerer  Veränderlichen  (Xy.x^y  .  .  .,  x,)  stets  eine  solche  ver- 
stehen, die  nur  ganze  und  positive  Potenzen  dieser  Grössen  enthält. 

Dieses  vorausgesetzt,  gelten  folgende  Sätze: 

A.    Sind 

(p(x^,    .  .  .,   Xr)i,oj ,    (P{X^,    .  .  .,    Xr)„,Q 


>)  Vgl.  §  m  im  Anfang. 
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n  willkärlich  angenommene  Potenzreihen«  welche  einen  gemeinHchaftliehen, 
wenn  aaoh  beschenkten  Convergenzbezirk  besitzen,  und  an  der  Stelle 

(iCi  I—  0,   a?2  —  0,  . ,  .,  Xr  ^  0) 

sänuntlich  yersohwinden,  so  giebt  es  n  bestimmte  Potenzrahen  von 
(Xy  Xi^  . . .,  Xr),  welche  fGbr  d;  «»  0  beziehlich  in 

9>(«1,    .  .  .,   Xr)ijOf ,    9(a?i,    .  .  .,   Xr)nA 

Übergehen  und,  für  9>|,  . . .,  tp^  in  die  vorgelegten  Differentialgleidningen 
eingesetzt,  denselben  formell  genügen. 

B.  Diese  n  Reihen  sind  sftnmitlich  in  einem  gewissen  Bereiche  un- 
bedingt convergent  und  stellen  Functionen  dar,  welche  die  Difierential- 
gleichungen  (1)  wirklich  befriedigen. 

Setzt  man  in  die  Gleichungen  (1)  fiir  Vi,  •  *  *,  Vn  ^^^^^  ▼on  der  Form 

VaaOO  ^ 

Vi    ™   Vi^f  '  .  .f   Xr)ijfi  +   I  (p{x^,  .  .  .,  Xr)i,^—^ 


ein,  so  erh&lt  man,  indem  man  die  Ausdrücke  auf  beiden  Seiten  in  jeder 
Glmchung  nach  Potenzen  von  x  entwickelt,  zunftchst 


9K«iM..,«.),.i-^"ög(?'i/.,..-,9>».o)'^+---+'^ff|">i^,...y.*)^ 
und  alsdann  jede  der  Functionen 

ausgedrückt  als  ganze  rationale  Function  einer  gewissen  Anzahl  der  Ab- 
leitungen von  (Pifi,  .' .,  (p^^  nach  x^  .  • .,  Xr,  deren  Coefificienten  Potenzreihen 
von  q)i^,  ...,  93„,o  sind.  Dabei  ist  zu  bemerken,  dass  jeder  Coefißdent  der 
letzteren  aus  einer  endlichen  Anzahl  von  den  Coefficienten  der  Ausdrücke 
Qji  bloss  durch  Addition  und  Multiplication  zusammengesetzt  wird. 
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Ist  nun: 


Vj    ss=  0   .  •  .  C»,   .  .  .,  V^  =  0   .  .  .  00 


(2) 


und  setzt  man 


/  \  v^l      in)  tc/*  Xr*r\ 

g^C«',, . . .,  ^rU  =  ^(<; ,,'  :it!  ••'•  V  / 

9,(«r„... ,*.).., -2-(,>W r^^l-^)     («  =  1....,«)      (3) 

Vj  =  0   •  .  •  00,  .  .  ..  .#  Vr  »=  0  .  .  .  00, 

SO  ergiebt  sieb  jede  der  Grössen 

fl^vfr»,...,.,       {a  =  1,  ...,  >^) 
als  eine  ganze  rationale  Function  einer  endlichen  Anzahl  der  Grössen 

und  der  Coefißcienten  der 

und  es  werden  dann  die  gegebenen  Differentialgleichungen  formell  befriedigt, 
wenn  man 

^  ==  0  . . .  oc  (a  =  1,  . .  .,  w) 

^  B=r   0   •  •  •  00,    ^1   «=   0   ..•  00,   ...,  yUr  =  0   •..  OC 

setzt 

Um  nun  zu  beweisen,  dass  diese  Reihen  sämmtlich  innerhalb  eines  be- 
stimmten Bezirks  unbedingt  convergent  sind,  ersetze  ich  das  vorgelegte 
System  von  Differentialgleichungen  durch  ein  anderes  von  derselben  Form: 


.     .     (4) 


H 


(*=?- 


Mh 


l^^n 


^-^f,<i(v......  v'nis: + •  •  • + ;^;'^S(v,..-..  v-)S 


t-2^S(v .v^»):?+---+4^sc^^ ^-)&l 


(5). 
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in  welchem  in  jeder  der  Reihen  G^^^  {fp^,  .  • .,  y}^)  jeder  einzebie  Goefficient 
positiv  nnd  nicht  kleiner  als  der  absolute  Betrag  das  entsprechenden 
Coefficienten  in  G^^^  (y^,  .  .  .,  y„)  ist.  Zugleich  nehme  ich  an  Stelle  jeder 
der  Reihen  9(a?i,  .  .  .,  Xr) ^^  (a  =  1,  .  .  .,  n)eine  andere  y(a?i,  .  .  .,  ^r)«* 
an,  in  der  ebenfalls  jeder  einzelne  Coefficient  positiv  und  nicht  kleiner  aJs 
der  absolute  Betrag  des  entsprechenden  Coef&cienten  in  q){Xij  .  . .,  a?r)«^ 
ist.     Wenn  alsdann 

^f*i  /t| ftr 

den  Ausdruck  bezeichnet,  der  jetzt  an  die  Stelle  von 

tritt,  so  erhellt  aus  dem,  was  über  die  Zusammensetzung  des  letzteren  aus 
den  Coefißcienten  der  Reihen  6r^^j^  und  ^«^o  gesagt  ist,  dass  der  erstere 
positiv  und  nicht  kleiner  als  der  absolute  Betrag  des  anderen  sein  vnrd. 
Kann  man  also  von  den  Reihen  tp^,  .  .  .,  tp„,  wo 

^s=0--.oo,   iUi  =  0.-.oo,  ...,  /i,.s=iO.*.00 

ist,  beweisen,  dass  sie  sämmtlich  innerhalb  eines  bestimmten  Bezirkes  oon- 
vergent  sind,  so  steht  dasselbe  för  die  Reihen  q>iy  .  .  .,  (p^  fest 

Dieses  vorausgesetzt,  werde,  wie  es  immer  möglich  ist,  eine  positive 
Grösse  g  so  angenommen,  dass  s&nmitliche  Reihen  Gj^  (f>|,  . .  .,  q>^)  con- 
vergiren,  wenn 

(Pi  =  (P2  =  •  '  '  '  =  9>n  =  g 

gesetzt  wird;  dann  kann  man  eine  zweite,  ebenfalls  positive  Grösse  G  so 
annehmen,  dass  aus  dem  Bruche 

G 


'»i  +  ^»  +  .  >  '  +  -»n 
9 


wenn  derselbe  nach  steigenden  Potenzen  von  y^,  . .  .,  fp^  entwickelt  wird, 
eine  Reihe  G{xpi,  .  .  .,  tp^)  entspringt,  in  welcher  jeder  einzelne  Ooefficient 
positiv  und  grösser  als  der  absolute  Betrag  des  entsprechenden  Goefificienten 
in  jeder  der  Reihen  G^J^^  ((p^,  .  .  .,  (pn)  ist 
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Ebenso  kann  man  zwei  positive  Grössen  ^  und  q  so  wählen,  dass  in 
der  Reihe,  welche  aus  der  Entwickelung  des  Bruches 

^         >gi  +  ^  +  •  '   -  +  ^r 
9 

nach  steigenden  Potenzen  von  ^|,  . . .,  a;^  hervorgeht  und  die  mit  ^(o;^, . . .,  x^ 
bezeichnet  werden  möge,  jeder  Coefficient  positiv  und  grösser  als  der  absolute 
Betrag  des  entsprechenden  Coefficienten  in  jeder  der  Reihen 

wird. 

Werden  dann  in  dem  System  (5)  sämmÜiche  Reihen 

— (y) 

G^a,/*  (Vi»  .  .  •,  V«)   =    Gr  (Vi,  .  .  .,  V„) 

angenommen  und  wird  zugleich  festgesetzt,  dass  für  a;  =  0  jede  der 
Functionen  xp^  i^ 

\p(x^,  .  .  .,   «r)o 

Übergehen  soll,  so  sind  die  eben  angegebenen  Bedingungen  erfällt,  und  es 
braucht  also  nur  bewiesen  zu  werden,  dass  die  so  definirten  Reihen  %p^^  ...,  \pn 
innerhalb  eines  gewissen  Bezirks  convergent  sind. 

unter  den  gemachten  Voraussetzungen  werden  aber  die  sämmtlichen 
Reihen  y^,  .  .  .,  y„  einander  gleich  und  Functionen  bloss  von  x  und  von 

^1  +  3?2  +  '   -   ■  +  ^r^ 
9 

Das  System  (5)  reducirt  sich  also,  wenn  man 

^      t»,  -I Y'^n  _  a?x  + VXt 


setzt,   so   dass  y„  =  ^  y  wird  (für  a  =  1,  .  .  .,  n),   auf  die  einzige 
partielle  Differentialgleichung 

Öaj  ~    1  — <!/>   öy ^  '^ 

wo  a  eine  positive  Constante  bedeutet. 

Dabei  ist  noch  die  Bedingung  hinzuzufügen,  dass  für  ^  s=s  0 

^  1  — y 

übergehen  soll,  wo  b  ebenfalls  eine  Constante  bezeichnet. 
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Die  Gleichung  (6)  besagt  nichts  weiter,  als  dass  zwii^chen  den  OrSssen 
\p  und  (1  —  ^p)  y  -{-  Ckx  eine  Relation  besteht.     Diese  wird  aber  durch 

die  Festsetzung,  dass  y;  für  d?  =s  0  in  ^^  ftbergehen  soll,  eine  völlig 

bestimmte;  und  es  ergiebt  sich  zwischen  ^,  x,  y  die  Gleichung 

(1  — v)y +  ««  =  5^  V» 
woraus  man 


1  >-  (1  ^  R)  y  —  qa?  —  VCl  —  (1  +  fe)y  —  axy  —  Aahx 

^~  2(1 -y) 

erhält,  mit  der  Bedingung,  dass  bei  der  Entwickelung  dieses  Ausdrucks 
nach  Potenzen  von  x,  y  das  Anfangsglied  in  der  Entwickelung  der  Quadrat- 
wurzel 1  sei. 

Die  so  sich  ergebende  Potenzreihe  von  x^  y  hat  nun  einen  bestimmten 
Convergenzbezirk,  und  es  sind  zugleich  ihre  Coef&cienten  durchweg  positiv, 
wie  man  sofort  sieht,  wenn  man  die  Entwickelung  von  xp  nach  der  im 
Vorstehenden  auseinandergesetzten  Methode  vornimmt.  Es  wird  daher  auch 
die  Potenzreihe  von  (a?,  Xj,  .  .  .,  iTr),   in  welche  y  durch  die  Substitution 

=       ^1  H VXr 

Übergeht,  einen  bestimmten  Convergenzbezirk  besitzen.  Für  jedes  innerhalb 
dieses  Bezirkes  enthaltene  Werthsjstem  (z,  x^,  .  .  .,  a;^)  sind  dann  sicher 
auch  die  Reihen  ^i,  . .  .,  q>n  sftmmtlich  unbedingt  convergent.  Dieselben 
besitzen  also  jedenfalls  einen  gemeinschaftlichen  Convergenzbezirk  und  stellen, 
wenn  man  die  Veränderlichen  (x,  Xi,  .  .  .,  Xr)  auf  einen  innerhalb  desselben 
liegenden  Bereich  in  der  Art  beschränkt,  dass  für  jedes  in  dem  letzteren 
enthaltene  Werthsystem  (x,  x^,  .  .  .,  Xr)  das  System  der  zugehörigen  Werthe 
von  {<p^,  .  .  .,  ipn)  dem  gemeinschaftlichen  Convergenzbezirk  der  Beihen 
G^^^^  angehört,  Functionen  von  (a?,  a?i,  .  .  .,  x^  dar,  welche  die  gegebenen 
Differentialgleichungen  beiriedigen  und  zugleich  für  o;  »b  0  in 

Übergehen;  w.  z.  b.  w. 

Zusätze. 

A.  Es  ist  angenommen  worden,  dass  f)  (^j , . . .,  Xr)i  ,q,  . . . .,  q?  (^i, . .  .t  ^r)Mfi 
sämmtlich  verschwinden,  wenn  jede  der  Grössen  «,  x^,  . . .,  Xr  den  Werth 
Null  erhält.  Die  entwickelten  Sätze  behalten  aber  ihre  Gültigkeit,  wenn 
nur  die  Functionen  q)^^  so  angenommen  werden,  dass  das  Werthsystem 

9(0,  .  .  .,  0)i.o, ,  9?(0,  .  .  .,  0)„.o 
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dem   gemeiiiBchafüichen  Convergenzbereich  der  Beihen   &^^  angehört,  wie 
ans  dem  gegebenen  Beweise  ohne  Weiteres  folgt,  wenn  man 

9>i  —  V{^^  •  •  •»  0)i.o, ,  9>n—(p{0,  .  . ,,  0)^.0 

als  die  ssa  bestimmenden  Functionen  einfOhrt. 

B.  Es  bleiben  femer  alle  S&tze  bestehen,  wenn  an  Stelle  des  be- 
trachteten Systems  von  Differentialgleichimgen  das  folgende  gegeben  ist, 
in  welchem  sämmtliche  Functionen  G^J'^  (91,  . . .,  9?«)  dieselbe  BesdiaiFen- 


(1-). 


heit  haben,  wie  in  jenem: 

^J.-i:(e>....,^,)^)  +  «2te ^.) 

»/  =  1 . . .  r,    ßsss  1  .,.n 


Dies  ergiebt  sich  sofort,  wenn  man  den  vorstehenden  Gleichungen  noch 
eine  neue 

hinzufügt,  mit  der  Festsetzung,  dass  fär  o;  =  0 

sein  soll,   so  dass  man  jedes  der  Glieder  G^^  mit  ^^  multipliciren  darf, 

und  auf  diese  Weise  ein  Gleichungssystem  von  der  Form  (1)  erhält. 

C.  Sodann  behalten  die  in  Bede  stehenden  Sfttze  ihre  Gültigkeit  auch 
dann,  wenn  in  den  Gleichungssystemen  (1)  und  (1^)  die  Functionen  (rj^ 
titenmtlich  oder  zum  Theil  Quotienten  zweier  Potenzreihen  sind.  Man  hat 
nur  in  diesem  Falle  das  Werthsystem 

9^(0,  ...,  0)1,0, ,  ?>(0,  ..n  0)„,o 

so  zu  wählen,  dass  dasselbe  dem  gemeinschaftlichen  Convergenzbezirk  aHer 
Zähler  und  Nenner  angehört  und  keiner  der  Nenner  verschwindet,  wenn  man 


<Pi  =  ?>(o,  . . .,  0)1,0,  • 

setzt. 

M  antion,  Part.  Differentialgleichangen. 
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Wenn  nämlich  diese  Bedingungen  erfüllt  sind,  so  lassen  sich  die 
Functionen    G^^^  sämmtlich  in  Potenzreihen  von 

9^1  —  9^(0,  .  .  .,  0)i,o, ,  (Pn  —  (p(0,  .  . .,  0),.o 

entwickeln,  wodurch  dem  Gleichungssystem  die  ursprünglich  vorausgeeetzte 
Form  gegeben  wird. 

D.  Wenn  man  nun  beachtet,  dass  die  durch  das  auseinandergesetzte 
Verfahren  für  q)^,  .  .  .,  q)^  sich  ergebenden  Reihen  vollstfliodig  bestimmt 
sind,  dass  sie  den  vorgelegten  Differentialgleichungen  genügen  und  für  x^ssO 
beziehlich  in 

<p(a?i,  .  .  .,  a;^)i.o, .  9P(a?i,  .  .  .,  a?r)„.o 

übergehen  sollen,  so  ergiebt  sich  schliesslich,   wenn  man  alles  Vorstehende 
zusanuuenfasst,  folgendes  Resultat: 

Es  sei  gegeben  ein  System  partieller  Differentialgleichungen  von  der 
Form: 

ö%x,  •  • ..  9'-)  ^  =  ^(0%(<Pu  .  ■ .,  9»-)  S)  +  ^>'  •  •  •'  ''-) 
(a  —  1  .  .  .  r,     /S  —  1,  . .  .,  n) 


m 


(a  =  1  .  .  .  r,     ß=:l  ...  n) 

in  denen  die  G-^^^  und  G^^^  sÄmmtlich  Potenzreihen  von  q)^^  •  .  .,  q>n  sind, 
und  es  seien  auf  irgend  eine  Weise  n  Potenzreihen  von  a?,  x^,  .  .  .,  Xr 

9?i(a?,  a?^,  . .  .,  Xr),  .  .  .  .,  (pn(^,  a?i,  .  .  .,  Xr) 

hergestellt,  welche  für  (jp^,  .  .  .,  9?„  gesetzt  den  Differentialgleichungen 
formell  genügen,  so  dass  in  jeder  dieser  Gleichungen  die  Ausdrücke  auf 
der  linken  und  rechten  Seite,  wenn  man  sie  nach  Potenzen  von  x,  x^,  . . .,  Xr 
entwickelt,  in  den  Coefficienten  der  gleichstelligen  Glieder  übereinstimmen, 
so  werden  jene  Reihen  stets  innerhalb  eines  bestimmt-en  Bezirks  convergiren 
und  analytische  Functionen,  •  welche  die  Differentialgleichungen  wirklich  be- 
friedigen, darstellen,  sobald  nur  folgende  Bedingungen  erfüllt  sind: 
a)    Es  müssen  die  Reihen 

9)(0,  a?i,  . . .,  Xr\, ,  9?(0,  a?i,  . .  .,  Xr)„ 

einen  gemeinschaftlichen  Convergenzbezirk  besitzen; 
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b)  es  muss  das  Werthsystem 

(p(0,  0,  .  .  .,  0)i,  .  .  .  ,  (p(p,  0,  .  .  .,  0)„ 

innerhalb  des  gemeinschaftlichen  Convergenzbezirkes  der  Functionen 

eS(9'i.  ...,  9'-).     G^HVt <Pn) 

enthalten  sein; 

c)  es  darf  keine  der  Functionen  G^^^  {q)^,  .  .  .,  qp„)  an  der  Stelle 

(9^1  =  9(0,  .  .  M  0)i,  .  .  . .,  <p„  =  99(0,  .  .  .,  0)„) 
verschwinden. 

Wenn  insbesondere  die  Q^J^,  G^^^  s&inmtlich  ganze  Functionen  oder 
beständig  convergirende  Reihen  von  (Pi,  . . .,  (fn  sind,  so'  ist  die  Bedingung  b) 
von  selbst  erfüllt. 

§2. 

Ich  nehme  jetzt  an,  es  sei  zur  Bestinmiung  einer  Function  q)  von 
r  4'  1  Veiiüiderlichen  (x,  x^,  .  .  .,  Xr)  irgend  eine  algebraische  partielle 
Differentialgleichung  n^'  Ordnung  gegeben  imd  auf  die  Form 

G(^,X„  ...,Xr,<p,...,   ^IZ",!^^  ■■■)  =  (>     ■       ■       (1) 

gebracht,  wo  G  eine  ganze  rationale  Function  von  x,  a?i,  . .  .,  x^,  q>  und 
denjenigen  Ableitungen 

öä^da:^"»  . . .  ö<r' 
in  denen 

a  +  Ol  H-  . . .  +  ar  <  w 

ist,  bedeutet.  Dabei  darf  man  voraussetzen,  es  sei  diese  Gleichung  in  dem 
Sinne  irreducübel,  dass  G  nicht  das  Produkt  zweier  Ausdrücke  von  der- 
selben Form  ist. 

Es  handelt  sich  darum,  auf  die  allgemeinste  Weise  ein  diese  Differential- 
gleichnng  befriedigendes  Functionenelement  (in  dem  Sinne,  wie  Herr 
Weierstrass  dies  Wort  gebraucht) 

(p{x,Xi,..,,Xr\a,ai,.  ..,  a^) 

zu  bestinmien,  d.  h.  eine  innerhalb  eines  bestimmten  Bezirks  convergente  und 
der  Differentialgleichung  genügende  Potenzreihe  von  o?— a,  a?i— öj, . . .,  a?  —  «r, 
wo  a,  a^,  .  . .,  ttr  Constanten  bezeichnen. 
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Ich  betrachte  nun  zunftchst  den  Fall,  den  ich  den  normalen  nennen 
will,  wo  von  den  Ableitungen 

wenigstens  eine  —  ich  will  annehmen  ^  —  in   Cr  wirklich  vorkommt 

Dieses   vorausgesetzt,    Iftsst   sich   zeigen,    dass   man   eine  der  Düferential- 
gleichnng  genügende  Reihe 

(a  SS  0  •  • .  00,  a^  SB  0  •  •  •  00,  .  • . .,  Or  aa  0  •  •  •  ex) 
erhalten  kann,  in  der,  wenn  man  sie  auf  die  Form 

v««  (»)  /^ ^\» 

Z  g){xi, .  . .,  a?r ;  «1 ,  ür)  , 

bringt,  von  den  Functionen  9(d?|,  .  .  .,  ^r  |  ^i»  •  •  •»  ^r)  ^^  ^  ersten 

rO)  (n-l) 

9)(a:i,  .  .  .,  Xr\ai, .  . .,  a,.),  .  .  .  .,  9(a?i, . .  .,  a?r|öi, . . .,  »r) 

im  Allgemeinen  willkürlich  angenommen  werden  können,  die  übrigen  dann 
aber  durch  die  Differentialgleichung  bestinunt  werden. 

Setzt  man  die  für  f)  angenonmiene  Reihe  in  den  Ausdruck  auf  der 
Linken  der  Gleichung  (1)  ein,  und  entwickelt  denselben  nach  Potenzen  von 
X — a,  a?| — Ol,  .  .  .,  Xr — (h.  so  muss  zunftchst  das  constante  Glied  ver- 
schwinden, d.  h.  es  muss 

G(a,  tti,  ...,  «n    ^0»  ••  10  .••  ^a,  «,,..  .,ar  •..)  —  Ö       •       •      (2) 

sein. 

Ich  bezeichne  femer  zur  Abkürzung 

mit   (pa^  au  .,.,ar   «nd        (y) 

(p{x^,  .  .  .,  iTrlai,  ...,  ar) 
bloss  mit  (p.     Dann  wird  für  «  =  a 
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Entwickelt  man  nun 

G{X,   a?i,    .  .  .,   a?„    9?,    .  .  .,   ^a,  oj,  .  . .,  ttr  •  •  0 

nach  Potenzen  von  x — a,  so  wird  der  Coei&cient  von  {x — a)o  eine  ganze 
Function  von  ^,  deren  Coefficienten  ausser  den  Veränderlichen  x^,  -  -  -9  x^ 

(0)  (1)         (n-l) 

nur  die  Functionen  9?,  9>,  . . .,  9>  und  deren  Ableitungen  nach  a;^,  .  .  .,  Xr  ent- 

(«) 
halten,  und  es  muss  (p  so  bestimmt  werden,   dass  diese   Function,   welche 

(")  (») 

mit  Oq  (q>)  bezeichnet  werde,  verschwindet,  und  zugleich  q)  eine  Potenzreihe 

von  Xi  —  Of,  .  .  .,  Xr  —  ar  wird.     Dies  ist  aber  immer,  und  zwar  nur  auf 

eine  einzige  Weise,  möglich,  wenn  man  a,  Oi, .  .  .,  ar  und  diejenigen  Grössen 

^a,  a, ar, 

in  denen 

a  +  OiH \-  CLr  ^  n,     a  <  n 

ist,  so  annimmt,  dass  sich  aus  der  Gleichung  (2)  fär  b^^  . . .  q  wenigstens 
ein  endlicher  Werth,  der  eine  einfache  Wurzel  der  Oleichvng  ist,  ergiebt. 
Diese  Bedingung  als  erföllt  vorausgesetzt,  sind  die  Reihen 

(0)    (1)  (n-l) 

im  üebrigen  willkürlich,  jedoch  so,  dass  jede  von  ihnen  einen  Convergenz- 
bezirk  besitzt,  anzunehmen.     Die  Coefficienten  def  Reihe 

(») 

die  dann  stets  auch  einen  gewissen  Convergenzbezirk  besitzt,  werden  rational 
aus  den  Coeffidenten  der  vorstehenden  und  aus  5„q,  . .  .,q  zusammengesetzt; 

(I«)  " 
es  giebt  also  so   viel   verschiedene  Functionen  99,  als  verschiedene  Werthe 

von  &„^,...x))  ^6  einfache  Wurzeln  der  Gleichung  (2)  sind,  ezistiren. 

Differentürt    man   femer   den  Ausdruck    Cr,   als  Function  von  x  be- 
trachtet, so  hat  die  X^  Ableitung  desselben  die  Form 

^'(9if.O»   •  •    H))    -^^  +  Bxix,   «1,    .  .  .,   Xn   % ,    (Pa,  a, uri    '  "   0» 

wo  G'  {99^  0.  • .  .41)  ^ö  partielle  Ableitung  von  ö  nach  99^^^ . .  .0  ist  und  Hi 
eine  ganze  Function  von  x^  x^,...jXr  und  denjenigen  Grössen  9>a,  oi,  ...,0^ 
bezeichnet,  in  welchen 
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ist.     Der  Coeffident  von  ^ — 77-^   in   der   erwähnten  Entwickelung  von  tr 
hat  also  die  Form: 

in)    (»+i) 

wo  6r0  und  H^^  diejenigen  Functionen  von  a?i,  .  .  .,  ^r  bezeichnen,  in  welche 
Cr'  und  Hl  dadurch  übergehen,  dass  man  x  =  a  und 

(«) 

setzt. 

(») 
Dieser  CoefBcient  muss  nun  gleich  Null  sein,  und  da  sich,  weil  (To(qr) 

an  der  Stelle  {x^  =  ö^i  > . .  -i  Xr  =  «O  nicht  verschwindet, 


(«) 


in  eine  Potenzreihe  von  x^  — «i,  .  .  .,  Xr  —  (h  entwickeln  lässt,  so  ergiebt 

sich  9?  als  Potenzreihe  von  x^  —  a^,  .  .  .,  o^r  —  «r,  welche  völlig  bestimmt 

ist,  sobald 

(0)   (1)       («  +  i-i) 
9?,  «p,  .  .  .,  99 

(0)    (1)  (1.-I) 

es  sind.     Daraus  folgt,  dass  sich,  wenn  man  a,  a^,  .  .  .,  Or,  9>»  9^, .  .  .,  9>  den 
obigen  Bedingungen  gemäss  annimmt,  darauf  nach  Fixirung  des  Coeffioienten 

&„  0  . .  .0  zunächst  9?  und  dann 

(«+1)      (n  +  2) 

9?,        9?,  . . . 

so  bestimmen  lassen,  und  zwar  nur  auf  eine  einzige  Weise,  wie  es  erforder- 
lich ist,  wenn  der  Ausdruck 

9?  —  2"  9?(a?i,  . .  .,  a^r  I  fli,  . .  .,  ßr)  '— ^- 

der  vorgelegten  Differentialgleichung  formell  genügen  soll. 

Um  nun  zu  beweisen,  dass  9)  ein  Element  einer  diese  Gleichung  be- 
friedigenden analytischen  Function  von  x,  Xj^,  .  .  .,  Xr  darstellt,  hat  man  zu 
zeigen,  dass  sie  innerhalb  eines  gewissen  Bezirkes  convergirt. 

Dies  geschieht  in  folgender  Weise: 

Ich  setze 

a?  =  a  H-  w,  a?i  =  Ol  +  t«i,  .  .  .,  Xr  =  ttr  +  fir    .       .     (3) 
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und  bezeichne,  unter  q)  jetzt  die  Potenzreihe  von  u,  a^,  .  .  ,,  u  verstehend, 
in  welche  ^(a:,  «j, . .  .,  ÄJr  |  a,  a^,  .  .  .,  ür)  durch  diese  Substitution  tiber- 
geht, 

^'    8w'  •••'  »M« 
beziehlich  mit 

sowie  die  übrigen  Ableitungen 

in  denen  a  +  aj  +  •  *  •  +Or  ^  w  ist,  in  irgend  einer  Ordnung  genommen 


Dann  hat  man 


'-"-     ««Px 


du 


w. 


Femer  kann  man,  wenn  ^  >»  0, 

^Vn  +  l   ^   ^ 


(5) 


setzen,  wo  fi  eine  der  Zahlen  1,  .  .  .,  5  und  v  eine  der  Zahlen  1,  .  .  .,  r 
ist.  (Ist  nämlich  <Pn+ii  "=  V'a, ai, ..., or'  ^^  ^^^  mindestens  eine  der  Zahlen 
aj,  .  .  .,  Or,  z.  B.  Oy  von  Null  verschieden,  und  man  hat  dann 

^n-f.  Jl  "y tt-l»!,  Ci  . . .,  cy  —  1, . . .,  ar 

und  es  ist  9>a+i,a„...,ay-i a,.  eine  der  Grössen  q)^,  q?i,  .  .  .,  (p,). 

Bezeichnet  man  femer,  unter  G  wie  vorhin  den  Ausdruck  auf  der 
linken  Seite  der  Gleichung  (1)  verstehend,  dessen  partielle  Ableitungen  in 
Beziehung  auf  x,  9>o,  9?^,  .  .  .,  (p,  respective  mit 

G\x\   OXtpo),   G\(p,\  . . .,    G%(p,\ 
so  hat  man: 
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alto: 

Endlich  ist: 

Die  Gleichungen  (4),  (5),  (6),  (7)  bilden  nun  für  die  GröSMn  XyX^y,.^Xry 
9^0«  9^1»  '  *  -9  V*f  welche  silmmtlich  Potenzreihen  von  t«,  i«i,  .  .  .,  Ur  sind, 
ein  System  partieller  DifEerentialgleichnngen  von  der  in  §  I,  Zusatz  D  be- 
trachteten Form.  Da  sie  nun  überdies  den  dort  unter  (a)  und  (c)  ange- 
gebenen Bedingungen  genügen,  so  ist  damit  festgestellt,  dass  sie  sämmt- 
lich  innerhalb  eines  bestimmten  Bezirks  convergiren. 

Jede  auf  die  angegebene  Weise  hergestellte  Potenzreihe 

q>{x,  a?i,  .  .  .,  a?r  I  a,  a^,  .  .  .,  a^) 

ist  also  wirklich  ein  Element  einer  die  vorgelegte  Differentialgleichung  be- 
friedigenden analytischen  Function. 

Es  ist  jetzt  noch  zu  untersuchen,  ob  man  umgekehrt  auch  für  jede 
der  vorgelegten  Differentialgleichung  genügende  analytische  Function  q)  ein 
sie  definirendes  Element  durch  das  auseinandergesetzte  Verfahren  erhalten 
kann. 

Es  sei 

q>(x,  ^„  . . .,  X,)  -  ^  ^2     ^^  öa,  « a,       ^ j  „  j  ^^j 

ein  beliebiges  Element  einer  solchen  Function,  so  bestehen  für  dasselbe, 
wenn  die  obigen  Bezeichnungen  beibehalten  werden,  die  Gleichungen: 

^    ("> 
G,{<p)  =  0 

(«)   (w+Ä) 

auv)  <p  +  H^,  =  0. 

Wenn  nun  &».o.. ...o  ^cht  eine  mehrfache  Wurzel  der  Gleichung 

6r(a,    Ol,    .  .  .,    «r,    \  .  .  .,07    •  •  .,    K,  a, arJ    •  •  •»    K,0,  .  .  .,o)    =    ^ 

ist,  so  sind  durch  diese  Gleichungen  und  die  Bedingung,  dass  <p  an  der 
Stelle  (a?^  =  «1,  .  .  .,  Xr  =  a^)  den  Werth  &„q  . .  ,q  haben  soll, 

(n)    (n-hl)(n4.2) 

(Pf       %        9>, 

vollständig  bestimmt. 


Digitized  by 


Google 


y.  Eowalevsky,  Zur  Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen.      297 

Nun  besitzt  aber  die  Function  stets  onendHcb  viale  Elemente,  für 
inrelche  h^.,,Q  eine  einfache  Wurzel  der  ebengenanntsn  Oleiobang  ist, 
wofern  die  Function  nicht  eine  sogenannte  singul&re  Lösung  der  Differential- 
gleichung ist,  d.  h.  ausser  dieser  auch  der  Gleichung 

genügt.     Damit  ist  bewiesen: 

Ist  q)  irgend  eine  der  vorgelegten  Differentialgleichung,  aber  nicht  auch 
der  Gleichung 

KS)  - » 

genügende  analytische  Function,  so  l&sst  sich  jedes  Element 

derselben,  for  welches  Cr^i^^ )  an  der  Stelle  (^  &■=  a,  o^i  =»  Of, . . .,  Xr  ■«  (h) 

einen  von  Null  verschiedenen  Werth  hat,   durch  das  im  Vorstehenden  ent- 
wickelte Verfahren  bestimmen. 

In  dem  Falle  aber,  wo  (p  eine  singulare  Lösung  der  Differentialgleichung 
ist,  erhält  man  für  sie  durch  die  Gombination  der  beiden  Gleichungen 


«  =  "•  «'O)  -  0 


entweder  eine  algebraische  Gleichung  oder  eine  partielle  Differentialgleichung, 
der  sie  als  nicht  singulare  Lösung  genügt. 

§3. 

Wenn  die  vorgelegte  Differentialgleichung  nicht  die  normale  Form  hat, 
so  kann  man  ihr  dieselbe  doch  stets  dadurch  geben,  dass  man  an  Stelle 
der  Grössen  x,x^,.. .',  Xr  ebenso  viele  lineare  Functionen  derselben  y,  yi, . . .,  y,. 
als  Argumente  von  q)  einführt. 

Setzt  man  nämlich 

y  =s  b    +     ex    +     Ci^Ti    +  •  •  •  +    c^r 

yi  =  h'  +  &x  +   cia?i   +  . . .  +  c'^r 


y,  =  hir)  +  c^r)gf,  ^  ^r)^^    ^ J.    ^r)^^^ 
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wo  die  6,  c  Constanten  bezeichnen,  welche  der  Bedingung  unterworfen  sind, 
dass  die  Determinante 


c<^),  c('),  ....  cO-Jl 
nicht  gleich  Null  sein  darf,  so  verwandelt  sich  der  Ausdruck 

G{X,Xi,  .  .  .,Xr,    V^,  .  .  .,  (fa.ai ar . .  ) 

in  einen  anderen  von  derselben  Form 

in  welchem  ebenso  wie  in  £r  nur  Ableitungen  von  nicht  höherer  als  der 
^ten  Ordnung  vorkommen;  und  es  Iftsst  sich  zeigen,  dass  derselbe  im  All- 
gemeinen, d.  h.  wenn  man  specielle  Werthsysteme  der  Constanten  c,  c^, . . ..  o 
ausschliesst,  die  Ableitung 

wirklich  enthält. 

Davon  überzeugt  man  sich  am  leichtesten  auf  folgende  Weise. 
Man  hat,  wenn  man  mit- 

9^«', «; «;i   9a", aj-,  . . .,  c^i,  . .  •  • 

die  in  G  vorkommenden  Ableitungen  der  n^^  Ordnung  bezeichnet: 


^x 


=  Go  +  G^i  V^o'  + 1,  «'j, . .  .,«V  +  ^2  9^'  +  1.  «'i.  •••.«;!  + 


wo  Gqj  Gl, . . .,  Gp  nur  Ableitungen  von  niedrigerer  als  dem  +  1*«»  Ord- 
nung enthalten.     Nun  ist  aber 

?>«'  +  l.«l «-,  —    <^'"''  <>--'<r^i-'n-Z  +  ■■■ 

9^«"+l,  aj,  . . .,  a;: <^  Cjfi  .  .  .  qrr  ^^„+,   "T   '  •  ' 

U.   S.    W., 

WO  die  weggelassenen  Glieder  nur  solche  Ableitungen 


ö/öy?* öy^*" 
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enthalten,  in  denen  /S  +  A  +--  +  Ä  =  w  +  li  aber  ß<in  -{-  1  ist. 
Man  hat  also 

H   =   (e^C-'  +  lcf.   .  .  .   C?r  +   G,C--  +  lc;','   ...C?;  +  ...)  P^    +   ••-. 

WO  in  den  weggelassenen  Gliedern,  nachdem  die  in  ihnen  enthaltenen  Ab- 
leitungen von  q>  nach  x,  x^,  .  .  ,,  Xr  in  Ableitungen  nach  y,  Pi,  .  ^  .,  Pr  ver- 
wandelt worden,       ^^   nicht  vorkommt. 

Wählt    man   nun    die  Constanten  c,  q,  .  .  .,  c^  so,   dass  der  Coefficient 

von      ^^^  in  der  vorstehenden  Gleichung,  als  Function  von  o?,  x^, ..,,  a?r, ..., 

9?a,ai, ..., ar,-"  betrachtet,  nicht  identisch  verschwindet  —  was  nur  für 
specielle  Werthsysteme  der  c,  c^,  .  ,  ,,  Cr  eintreten  kann  — ,  so  wird  derselbe 
auch  nicht  identisch  gleich  Null,  wenn  man  in  ihm  an  Stelle  der  Veränderlichen 
X,  Xi9  .  .  .,  Xr  die  y,  yj,  .  .  .,  yr  einfahrt  und  die  Ableitungen  9«^ «,,..., «;. 
in  Ableitungen  von  q)  nach  y,  yi,  »  *  >,  yr  verwandelt;    und  es  kommt  also 

die   Ableitung     ^  wirklich  vor.     Es  ist  aber: 

und  es  kann  daher  ^,  auf  die  angegebene  Weise  transformirt,  die  Ableitung 
^^^   nur  dann  enthalten,  wenn  in  G  die  Ableitung  .-—  vorkommt. 
Nimmt  man  insbesondere 

y    =  a;  —  o  —  Ci  (a?i  —  ai) c,.  (a?r—  «r) 

yi  =  a?i  —  »1 


y,  =  Xr  -  ar 


so  sieht  man,    dass  bei  gehöriger  Wahl  von  q,  .  .  .,  C;.  sich  (p  stets  nach 
Potenzen  von 

X a Ci  (a?i  a{) Cr{Xr  ttr),  X^  O^,  .  .  .,  Xr  —  Or 

entwickeln  l&sst,  und  dass  man  diejenigen  Functionen,  in  welche 

8m  8"— 'm 

9^»  8i'  •  •  ''    8?^^ 
far 

a?   =   a  +  Ci    («1  —  aO   H h  Cr  {Xr  —ür) 
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übergehen,  als  Potenzreihen  von  x^  —  a^,  .  .  .,  «  —  o,.  im  Allgemeinen 
willkürlich  nehmen  kann. 

Die  im  Vorstehenden  beschriebene  Umformung  der  vorgelegten  Diffe- 
rentialgleichong  könnte  in  dem  Falle  unnöthig  erscheinen,  wenn  in  dieser 
Gleichung  zwar  nicht  die  »^  Ableitung  von  q)  nach  x^  aber  doch  eine  andere 

5b^  (wo  w  <  «  aber  >  0)  yorkommt  und  überdies  in  den  übrigen  Ab- 
leitungen 

^a  +  ai-h    --f-ar^p 
Öä"  auf»    .  .  .    3«?'^ 

a<^m  ist. 

Denn  nimmt  man  wie  oben: 

(P    =   £  <P    (X^,    ..   .,    Xr  I  «1,    .  .  .,    ar)  ^, 

an  und  entwickelt  den  Ausdruck  auf  der  linken  Seite  der  Gleichung  nach 
Potenzen  von  x  —  a,  so  erhält  man  zunächst  eine  Gleichung  zwischen 

(0)    (1)  («) 

9>,  9?, ,  (p 

und  einer  gewissen  Anzahl  der  Ableitungen  der  m  ersten  dieser  Functionen 

(0)    (1)  (w^l)  ^ 

nach  a^,  .  .  .,  Xr.  Nimmt  man  dann  die  Reihen  y,  ^,  .  .  .,  ^  willkürlich 
an,  doch  so,  dass  die  Gleichung,  in  welche  die  ebengenannte  übergeht,  wenn 

(m) 

man  rpj  =  a^,  .  .  .,  a;r  =  »r  setzt,  nach  q)  aufgelöst,  eine  endliche,  einfache 

im) 

Wurzel  hat,  so  kann  man  tp  als  Potenzreihe  von  x^  —  04,  .  .  .,  a?r  —  «r 
so  bestimmen,  dass  sie  die  erstere  Gleichung  befriedigt  und  für  «^  =  Oj,  . .  ^ 
Xr  =  ür  in  jene  Wurzel  übergeht. 

Die  übrigen  Coefficienten  der  genannten  Entwickelung  liefern  sodann 
zur  Berechnung  der  übrigen  Functionen 

(»I  +  r) 

(f  (a?i,  .  .  .,  Xr\a^,  .  .  .,  Ur) 

die  erforderlichen  Gleichungen,  durch  welche  sie  sämmtlich,  und  zwar  ein- 
deutig, bestimmt  werden. 

Man  erhält  so,  ganz  in  der  oben  auseinandergesetzten  Weise,  eine 
Potenzreihe 

q){x,  a?i,  .  .  .,  a?r  ;  a,  a^,  .  .  .,  «r), 

welche  für  q)  gesetzt  die  gegebene  Differentialgleichung  formell  befriedigt 
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Aber  ich  habe  bemerkt,  dass,   wenn  diese  Reihe  convergent  sein  soll, 
(0)  («-D 

die  Functionen  9^,  .  .  .,  (p  nicht  willkürlich  angenommen  werden  können, 
sondern  solchen  Beschränkungen  unterworfen  sind,  dass  man  im  Allgemeinen 
sagen  kann,  die  Reihe 

q){x,  a?i,  .  .  .,  iCr  I  a,  a^,  .  . .,  a^) 

convergire  an  keiner  Stelle  {x^  ^^,  . .  .,  x,),  wie  nahe  man  dieselbe  auch 
der  Stelle  (a,  %,...,  a^  annehmen  kann. 

Ich  begnüge  mich  aber  hier,  dies  an  einem  Beispiel  nachzuweisen. 

Es  sei  die  Differentialgleichung 

gegeben.  Wenn  (p^^ylh)  irgend  eine  Potenzreihe  von  y  —  h  ist,  so  genügt 
die  Reihe 


ra.0 


dy^  v\ 


dieser  Differentialgleichung  formell  und  geht  für  rc  =  a  in  (p^{jf  { h)  über, 
sie  besitzt  aber  nur  bei  einer  ganz  besonderen  Wahl  von  (p^iy  \  V)  einen 
Convergenzbezirk,  während  im  Allgemeinen  sie  für  kein  Werthsystem  (a?,  y) 
eine  bestimmte  endliche  Summe  hat. 

Es  sei  z.  B.  a  =  0,  &  «=  0 

^0  (y  I  «^)  =  Y~ry 

Dann  ist 

d'^gPo   ^^  n\ 

und  die  obige  Reihe  geht  in 

über,  von  der  es  leicht  zu  sehen  ist,  dass  sie  divergent  ist,  wie  klein  auch 
X,  y  angenommen  werden. 

um  allgemein  zu  zeigen,  welche  Bedingung  die  Function  (p^fjf^ti)  er- 
füllen muss,  damit  ein  die  gegebene  Differentialgleichung  befriedigendes 
Element  <p{x,y\a,h)y  das  für  a:  =  a  in  9?Q(y j 6)  übergeht,  existire,  bemerke 
ich,  dass  die  Differentialgleichung  in  Beziehung  auf  die  Veränderliche  y 
die  normale  Form  hat;  wenn  man  daher  zwei  Functionen 

(0)  (i) 
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wUlkürlich  annimmt^  so  kann  man  (p{x^yfl^h)  nach  dem  Vorliergehenden 
so  bestimmen,  dass  diese  Function  der  gegebenen  Differentialgleicfanng  ^e* 
nügt  und  för  y  =  h 

(0) 

und 

übergeht.     Und  zwar  erhält  man,  da  in  diesem  Falle 
(p{x   a)  nur  den  emen  W erth    ^\J 


hat: 


als  den  allgemeinsten  Ausdruck  von  (p(Xfy\ayb). 
Ist  nun 


und 


(0) 

(p(x    a)  —   ^^^c,  (rc— a) 


(p(x\a)  =     £^c',(x—a)\ 


so  ergiebt  sich: 

<Po(y\b)  -  ?>(«,  y  1«,  ö)  =  'T  i^j  c,(y-  br  +'.  ^(sfe  <^'(y-*)*^'' 

Bezeichnet  man  nun  mit  q  eine  positive  Grösse,    die   kleiner    ist   als 

(0)    (1) 

der  Radius  des  gemeinschaftlichen  Convergenzbezirks  der  Reihen  q>^  q),  und 
die  absoluten  Beträge  von  c,,  c[  mit  |ci|,  \ci\,  so  lässt  sich  eine  positive 
Grösse  g  so  angeben,  dass  für  jeden  Werth  von  v 

I  ^v  <  9Q-\  '  et  ;<  ^e-" 

ist.  Es  muss  also  (pQ{y\b)  so  gewählt  werden,  dass  für  zwei  bestimmte 
Grössen  g,  q  dem  absoluten  Betrage  nach 

v\ 

der  Coefficient  von  {y  —  h)^  kleiner  ist  als  ^^tt  ^ö~** 


??  >» 
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Daraus  folgt,  dass  die  Reihe 

jr  d^9oiy\h)  {x-aY 

niemals  convergent  ist,  wie  klein  man  auch  x  ^  a^  y  —  h  annehmen  möge, 
wenn  die  Reihe  9?o(^|&)  nur  einen  beschränkten  Convergenzbezirk  besitzt. 
Aber  auch  wenn  ^^{y\b)  eine  beständig  convergirende  Reihe  ist,  kann  die 
vorstehende  Reihe  beständig  divergent  sein.  Dies  ist  z.  B.  der  Fall,  wenn 
man 

n(»i»)-'rita: 

annimmt,  weil  dann  die  eben  angegebenen  Bedingungen  für  die  Coefßcienten 
der  Reihe  (pf^{y\b)  nicht  erfüllt  sind. 

§^' 

Ich  gehe  jetzt  zu  dem  Fall  über,  wo  zur  Bestimmung  von  m  Functionen 
9^1»  •  •  •»  Vm  von  r  -[-  1  Veränderlichen  o;,  a^j,  .  . .,  a?r  ein  System  von  m 
algebraischen  partiellen  Differentialgleichungen  gegeben  ist,  welches  in  Be- 
ziehung auf  q)x  von  der  n;i*^  Ordnung  sein  möge.  Ich  setze  dabei  voraus, 
dass  dasselbe  die  normale  Form  habe,  d.  h.  dass  in  demselben  die  Ab- 
leitungen 

^;v, ,  S"V» 

8xn,  ' '    So;'"" 

wirklich  vorkommen,  und  dass  es,  wenn  man  diese  Grössen  als  die  Unbe- 
kannten, die  übrigen  in  ihm  vorkommenden  aber  als  willkürlich  gegebene 
betrachtet,  auflösbar  sei,  und  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Werthsystemen 
der  genannten  Grössen  liefere. 

Der  ersten  Bedingung  ist,  wenn  sie  nicht  von  selbst  erfüllt  sein  sollte, 
stets  durch  eine  lineare  Transformation  der  unabhängigen  Veränderlichen 
in  der  im  vorhergehenden  Paragraphen  angegebenen  Weise  zu  genügen. 

Was  dagegen  die  zweite  Bedingung  angeht,  so  bleibt  allerdings  noch 
zu  untersuchen,  ob  ein  Gleichungssystem  von  nicht  normaler  Form  stets 
durch  ein  ähnliches  Verfahren,  wie  es  Jacobi  bei  einem  System  gewöhn- 
licher Differentialgleichungen  angewandt  hat,  auf  ein  normales  zurückgeführt 
werden  könne,  worauf  ich  aber  hier  nicht  eingehen  kann^). 

Dieses  vorausgeschickt,  bringe  ich  das  vorgelegte  Gleichungssystem 
folgendermassen  auf  eine  „ canonische **   Gestalt: 


^)  Über  den  hier  gemachten  Vorbehalt  und  als  Ergänzung  zu  der  Abhand- 
lung von  Fr.  v.  Eowalevsky  vergleiche  man  die  kürzlich  erschienene  (April 
1891)  Inaugural-Dissertation  des  Herrn  C.  Bourlet:  Sur  Us  equaüons  aux  dirivies 
partielles  simultanees  qui  contiennent  plusieurs  fonctuma  inconnues.  Paris,  Gauthier- 
ViUars  et  fils,  1891  (63  S.  in  4<').    (P.  M.) 
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Man  kann,  um  die  Grössen 

«"'Vi 


^x^^ 


durch  X,  Xj^,  .  ,  ,y  Xr^  <Pi,  .  .  .,  q>m  und  die  in  den  gegebenen  Gleichungen 
enthaltenen  Ableitungen  von  <Pi,  -  *  -,  ^^  auszudrücken,  eine  lineare  Function 
der  ersteren 


"^'^"^  -^  +--+^- 


Öar« 


wo  Cj,  .  .  .,  Cm  willkürlich  anzunehmende  Gonstanten  bezeichnen,  als  unbe- 
kannte Grösse  einfahren.  Man  erh&lt  dann  für  q)^  eine  algebraische  Glei- 
chung 

(0  —  0, 

wo  ^  eine  ganze  Function  von  tp^j  deren  Coef&cienten  ganze  und  rationale 
Functionen  der  als  bekannt  angenommenen  Grössen  sind,  bezeichnet. 

Es  sei  (r  ein  unzerlegbarer  Theiler  von  ^,  so  entspricht  jedem  Werthe 
von  (p^j  welcher  der  Gleichung 

G  =  0 

genügt,  ein  Werthsystem  der  unbekannten  Ableitungen 


8a;"» 


Gm 

G' 


wo 


ist. 


Qi   __    86r         ^    j_.   .^    S6r 

8qpo  8c2 


Es  werden  daher  die  gegebenen  Gleichungen  ersetzt  durch  eine  gewisse 
Anzahl  von  Gleichungssystemen  der  Form 


G 


G{<Po) 


Gi 


(1). 


Bar""- 
wo  die  sämmtlichen  (r,  wenn  man 

^a  +  ai  +  .-.  +  a^^^ 

mit  ifx;  a,  au  ...,  ar  bezeichnet,  ganze  rationale  Functionen  von  rc,  a?i,  . . .,  scr 
und  denjenigen  Grössen 
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sind^  in  denen  —  für  den  jedesmal  betrachteten  Werth  von  A  — 

a-i-  a^  -\ h  «r  <  «2,    a<ni 

ist 

Es  handelt  sich  nun  darum,  m  -^^  1  Functionenelemente 

auf  die  allgemeinste  Weise  so  zu  bestimmen,  dass  dieselben  für  q)^,  f>^,  . . .,  q)m 
gesetzt,  die  Oleichungen  (1)  be&iedigen. 

Man  setze,  unter  Ä  eine  der  Zahlen  0,  1,  .  .  .,  tn  verstehend, 

(a  ==  0  .  . .  O»,   Ol  =5=  0  .  . .  00,  . . .,  Cr  «»  0 . . .  öd) 


(2) 


acr,0 

die  Gonstanten  a,  Oi ,  . . .,  cu  und  sämmtliche  Coefficienten  U^^  vor- 

läufig  ganz  unbestimmt  lassend,  und  entwickele  den  Ausdrudt  G  nadi  Po- 
tenzen von  X  —  a,  Xi  —  %« .  •  -^  ^r  —  <h^  so  erh&lt  man'  das  constante 
Glied  dieser.  Entwickelung,  das  mit  G  bezeichnet  werden  möge,  wenn  man 
in  G 

a,  %,  . . .,  ar  für  «,  x^, . . .,  «r 

^«?«, «r    ^   9^1;«.«|,...,«r 

und 

&o?o 0  für  ^0 

setzt.  Dann  muss,  wenn  die  Gleichungen  (1)  befriedigt  werden  sollen, 
zunftchst 

G  —  0 

sein.  Diese  Gleichung  dient  dazu,  um  2^0*,^, -^o  ^^^^^  ^^  ^^^^  genannten 
Grossen  ansiadrücken.  Die  letsteren  müssen  also  so  gewählt  werden,  dass 
in    dem    Ausdrucke  Q  die   zu   bestimmende   Grösse   7/^        wirklich   vor« 

0»0»-t  Ol 

kommt. 

Entwickelt   man   femer  G  nach   Potenzen   von  x  —  a,   so  wird  der 

Coefficient  von  {x  —  a)",  der  mit  &{%)  bezeichnet  werden  möge,  dadurch 
erhalten,  dass  man  in  G 

a  fui  X 

^X?...^xr  ^Vlia.a, ar 

Manaion,  Part.  Dlfferentialgleichimgeii.  20 
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und 


setzt.     Es  ist  also: 


(0) 


(0) 

eine  ganze  Function  von  q>Q  mit  Coe£Gcienten,  welche  ganze  Functionen  Ton 


femer  von 

(0)  («t-l)  (0)  (n— 1) 

<Pv   .  .  .,   9l»    •  •  V   9m^   •  •  •,   9m 

und  einer  gewissen  Anzahl  der  Ahleitnngen  dieser  Functionen  sind.  Die- 
selbe geht  in  &  über,  wenn  man  a;^  &»  o^,  •  • .,  Xr'^Or  nimmt.  Unter- 
wirft man  also  die  in  Cr  vorkommenden  GrOssen  a,  a^y  , ,  .,  Or,  2»i,\, ...,0^ 
der  Bedingung,  dass  die  Gleichung  6^  &»  0,  nach  &o,...,o  aufgelöst,  minde- 
stens eine  endliche  einüftche  Wurzel  besitze,  und  versteht  jetzt  unter  b^^ 

(0) 
«ine  solche,  so  giebt  es  eine  völlig  bestmmite  Function  q)Q{Xi,.,.j»r\^i"r^}> 

welche,  fär  q>Q  gesetzt,  der  Gleichung 

•     (0) 

GKVo)  =  0 (3) 

genügt,  und  in  ^i^, ...,o  übergeht,  wenn  man  x^  =  «i, .-.,  ^r  =  Or  setzt 

Dabei  können  die  Coefficienten  der  eben  genannten  n^  +  ^2  +  •  •  •  +  *•» 

Functionen 

0*) 

q)x(Xi,  . . .,  «r  I  «1,  . . .,  Ar), 

abgesehen  von  der  angegebenen  Beschränkung,  ganz  willkürlich  angenommen 
werden,  selbstverständlich  jedoch  so,  dass  jede  von  ihnen  einen  Gonvergenz- 
bezirk  besitze.     Dann  hat  die  in  der  angegebenen  Weise  bestimmte  Function 
(0)  , 
g>Q(Xi, . , .,  Xrla^f  . . .,  ttr)  ebenfalls  immer  einen  gewissen   Convergenzbezirk. 

Differentürt  man  femer  den  Ausdruck 

ff'  »Ü»^  _  Gl, 
als  Fnnctdon  von  x  betrachtet,  so  hat  die  v^  Ableitung  desselben  die  Form 
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wo  -Ht  ^  eine  ganze  Function  von  x^  a?!,  .  .  .,  Xr  und  denjenigen  Grössen 

Via;  a,  a„  .  .  .,  Oyi 

in  denen  —  bei  dem  jedesmal  betrachteten  Werth  von  X  — 


ist,  bezeichnet 

Die  Entwickelung  von 


nach  Potenzen  von  x  —  a  hat  also  die  Form 

G'  (px  +e;^\ 

wo  ö',  Hi  ^  aus  G%  Hi     dadurch  entstehen,  dass  man  setzt: 

a?  =  a 
und 

(«) 

Es  hat  femer  die  v^  Ableitung  des  Ausdruckes  G  nach  ^  die  Gestalt: 

Qi   ^      l,     xx(0) 

wo  jB^^^  dieselbe  Gestalt  wie  die  vorstehenden  Functionen  Hl  ^  hat. 
Bezeichnet  man  also  mit 

die  Ausdrücke,  in  welche  G^^\  -ff?)  dadurch  übergehen,  dass  man  x  =^  a 
und 

^     («) 

setzt,  so  ist  der  Coefficient  von    ^^""^^>     in  ^[er  Entwickelung  von  G  nach 
Potenzen  von  x  —  a 

Iv)  .      , 

20* 
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Damit  also  die  Oleichnngen  (1)  befiriedigt  werden,  nmss  man  hahea 

G'^'^^x    +  fl<*^  =  0,  (A  =  0,  1,  . .  ,  m)  .     .     .    (4). 

Da  sich,  weil  Q'  an  der  SteDe  {x^  =  o^, .  . .,  «^  «=  a,)  nicht  verschwindet, 

1 

& 

in    eine   Potenzreihe   von  x^  —  o^,  .  .  .,  o^r  —  ^r  entwickeln    iSsst,    so   er- 
geben sich  ans  den  Gleichungen  (4) 


sind,  sobald 


(v+l)  ( 

ni  +  r) 

(»-.+♦) 

9>o, 

Vl^    ' 

.  .  .,    9m 

-Ol,.. 

.,  a?r 

—  ör,    we 

(0) 

9^0 

(0) 

(«i-D 

Vi^ 

.  .  .  . 

,  9>i 

(0)  (nm-1) 

fl^m,   .  .  .  .,  9>m 

es  sind. 

Daraus    folgt,   daes,   wenn   man   a,  o^,  .  .  .,  ar  und   die   yorstehenden 
Functionen  ^) 

Vx  («1»  . .  .,  «r  I  Ol,  .  . .,  ar)     (für  ^  =  1,  . . .,  m) 

den  angegebenen  Bedingungen  gemäss,  im  Übrigen  aber  willkürlich  annimmt, 
darauf,  nach  Fixirung  der  aus  der  Gleichung 


G  —  0 


(0) 


sich  ergebenden  Coefficienten  b^^  ^.^q,  zunächst  q)^  und  dann  die  s&mmtlichen 

Functionen  q>x  (%)  •  •  •»  ^rl^D  •  .  -i  ^r)  sich  so  bestimmen  lassen,    und  zwar 
nur  auf  eine  einzige  Weise,  wie  es  erforderlich  ist,  wenn 


asO 


ff! 


aaO 


o— oo  (a)  /jp ^\o 

?)„  =  2"  9J„(a;i, . . .,  «,|ai, , . .,  a,.)        / 


\       .     .     (5) 


den  Gleichungen  (1)  formell  gentigen  sollen. 
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Um  nun  zu  beweisen,  dass  die  so  bestimmten  Ausdrücke  q>^  (p^,  >- -,  Vm 
ein  System  von  Fonctionenelementen  bilden,  welches  die  Gleichungen  (1) 
wirklich  befriedigt,  hat  man  nur  zu  zeigen,  dass  sie  innerhalb  eines  be- 
stimmten Bezirks  convergiren. 

Ich  setze  wieder 

X  =^  a  +  U,      a?i    =«   Ol   +  W^, ,      Xr  =  Or  +  Ur 

und  verstehe  jetzt   unter  (pi;a,ai «r  ^®  Potenzreihe   von   u,  m^,  . . .,  t«ry 

in  welche 

8a;«8Ä,"» . . .  ^x^'' 
durch  diese  Substitution  übergeht 


Dann  hat  man 


(^  =:  1,  .  .  .,  »)    V       (ß)^ 


öl* 

wo  man,  wenn  m  =b  1  ist,  nur  die  letzte  Gleichung  beizubehalten  hat. 
Femer  hat  man 

G^'  ^  +  m'^  =  0, 

wo  J9^)   eine   ganze   Function  von  ti,  m^,  . .  .,  t«r  und  deigenigen  QrOssen 

in  welchen  für  den  jedesmal  betrachteten  Werth  von  /jl 

a  +  Oi+'+Or^n^+l,     «<Wm 
ist.     Man  kann  aber  aus  HSf>  die  Grössen 

und  deren  erste  Ableitungen  nach  den  Veränderlichen  rTt,  .  .  .,  Xr  vermittelst 
der  Gleichungen  (4)  eliminiren,  und  erhält  so  eine  Gleichung 

(G0*^-öo  =  O (7), 
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wo  k  eine  der  Zahlen  0,  1,  2,  8,...  und  Cro  ^üi  Ausdnick  Ton  deraelben 
Gestalt  wie  die  Gi  in  den  Gleichungen  (6)  ist. 

Sodann  hat  man  f&r  jede  Fnnction  9?ji;o,a, ari  ^  welcher 

a  +  «1  H +  Or  <  «1 

und  mindestens  eine  der  Grössen  Oi^ , .  .,  Or^  z.  B.  a^  ^  0  ist, 

zi " h: •   •  •  (^^■ 

Endlich  ist 

So  ergiebt  sich  für  x^  x^^ .  . .,  j;r  ^uid  diejenigen  Functionen 

in  welchen  a+fli+'*"l'^<**'i^  (wobei  jedoch  jetzt  jede  solche 
Function,  auch  wenn  sie  in  den  Gleichungen  (1)  nicht  vorkommen  sollte, 
in  Betracht  zu  ziehen  ist),  ein  System  partieller  Differentialgleichungen  von 
der  in  §  I,  Zusatz  D,  betrachteten  Form. 

Damit  ist  festgestellt,  dass  sie  Potenzreiben  von  u,  u^,  .  .  .,  Ur  oder 
X  —  a,  Xi  —  a^,  .  . .,  Xr  —  ar  sind,  welche  sämmtlich  innerhalb  eines  be- 
stimmten Bezirks  convergiren,  indem  die  am  angeführten  Orte  unter  a,  b  an- 
gegebenen Bedingungen  in  diesem  Falle  erfüllt  sind. 

Der  Beweis  femer,  dass  man  für  jedes  die  Gleichungen  (1)  befriedigende 
System  analytischer  Functionen  ein  dasselbe  definirendes  System  von 
Functionenelementen  durch  das  beschriebene  Verfahren  erhalten  kann,  wird 
ganz  so  gefOhrt,  wie  es  am  Schlüsse  des  §  11  für  den  Fall,  dass  nur  eine 
Differentialgleichung  vorliegt,  geschehen  ist.  Die  singulären  Lösungen  der 
Gleichungen  (1)  bilden  diejenigen  Functionensysteme  (p^j  q)^,  . . .,  qp^j  welche 
ausser  den  genannten  Gleichungen  auch  noch  die  Gleichung  6r'  =  0  be- 
friedigen. Die  Bestimmung  dieser  singul&ren  Functionensysteme  lässt  sich 
aber  immer  durch  algebraische  Gleichungen  oder  vermittelst  eines  Systems 
anderer  Differentialgleichungen,  von  dem  sie  keine  singulären  Lösungen  sind, 
bewerkstelligen. 

Hiermit  ist  die  Aufgabe,  die  ich  mir  gestellt  habe,  vollständig  gelöst. 
Ich  bemerke  aber  noch  Folgendes.  Auch  transcendente  partielle  Differential- 
gleichungen lassen  sich  in  vielen  Fällen  auf  das  Gleichungssystem  (1)  in 
der  Art  zurückführen,  dass 

G,    (?i,    .  .  .,    Gm 
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nioht  rationale,  aber  in  der  Form  beständig  convergirender  Potenzreihen 
darstellbare  ganze  Functionen  von 

X,  «1,  . .  .,  «r  nnd  den  Grössen  q>Xf  «,  ai, .. .,  «r 

sind.  In  diesem  Falle  behalten  die  im  Vorstehenden  gefundenen  Besnltate 
ihre  volle  Oültigkeit,  wie  aus  der  Herleitung  derselben  ohne  Weiteres  er- 
sichtlich ist. 

Berlin  im  Juli  1874. 
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Anhang  H. 


Untersuohung  der  Methoden  zur  Integration  partieller  Differential- 

gleiehungen  zweiter  Ordnung  mit  einer  abliängigen  und  zwei 

unabhängigen  Veränderliohen.') 


Von 


V*  G.  Imschenetsky. 


>)  Obenetsong  emes  Anfsateee  in  Gnmert's  Archiv  Bd.  54,  S.  209—860. 
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Einleitung. 

Die  Theorie  der  Differenidalgleichnngen  stellt  ein  so  eng  verkettetes, 
so  streng  logisches  Ganzes  dar,  dass  die  Möglichkeit  der  Auflösung  jedes 
neuen  Problems,  dem  man  beim  Vorwärtsschreiten  in  dieser  Theorie  be- 
gegnet, von  der  mehr  oder  weniger  vollständigen  Art  und  Weise  abhängt, 
in  der  man  die  vorher  aufgetretenen  Probleme  niedrigerer  Ordnung  gelöst 
hat.  Dieser  enge  Zusammenhang  zwischen  allen  Theilen  der  Lehre  ist  ein 
Übelstand,  sobald  sich  bei  einer  gewissen  Art  von  Aufgaben  Schwierigkeiten 
einstellen,  die  den  Kräften  der  mathematischen  Analysis  einen  längeren 
Widerstand  zu  leisten  vermögen;  denn  ein  Hindemiss  in  der  Entwickelung 
eines  einzigen  Theiles  macht  sich  störend  bemerkbar  in  dem  ganzen  System, 
dessen  verschiedene  Theile  ein  organisches  Ganzes  bilden.  Dieser  Übelstand 
verwandelt  sich  aber  in  einen  Vortheil,  so  oft  man  bei  irgend  einem  Punkte 
der  Theorie  einen  bemerkenswerthen  Erfolg  errungen  hat;  die  Überwindung 
eines  beträchtlichen  Hindernisses  zieht  zuweilen  den  Einsturz  andrer  Hinder- 
nisse nach  sich  und  giebt  der  Entwickelung  der  gesammten  Theorie  einen 
kräftigen  Anstoss.  So  hat  die  neuere  Ausbildung  der  allgemeinen  Methoden 
der  Integration  der  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  den 
Aufbau  und  die  Vervollständigung  der  Theorie  der  simultanen  canonischen 
Gleichungen  mächtig  gefordert,  aber  auch  siur  Weiterbildung  der  Theorie 
der  partiellen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  sehr  viel  beigetragen. 

Ist  einmal  die  Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ord- 
nung endgültig  begründet,  so  kommen  naturgemäss  die  partiellen  Differential- 
gleichungen höherer  Ordnimg  an  die  Reihe;  und  auf  die  Lösung  dieses 
letzteren  Problems  müssen  jetzt  die  Bemühungen  der  Mathematiker  gerichtet 
sein.  Infolge  des  organischen  Zusammenhanges,  welcher  zwischen  sämmtlichen 
Theilen  der  Theorie  der  Differentialgleichungen  ebenso  wie  zwischen  den 
Unterabtheilungen  eines  jeden  Theiles  besteht,  giebt  sich  eine  bemerkens- 
werthe  Analogie  und  Einheit  in  den  Auflösungsmethoden  der  von  ihr  um- 
fassten  Aufgaben  kund,  mag  auch  sonst  deren  Natur  noch  so  verschieden 
sein.     Daraus  folgt,  dass,  wenn  der  Analyst  einer  Aufgabe  begegnet,  deren 
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Lösung  zwar  bis  zu  einem  gewissen  Punkte  gediehen,  aber  bei  diesem 
Punkte  ihrer  Entwickelung  Halt  zu  machen  gezwungen  war,  er  sich  Yor 
Allem  Rechenschaft  zu  geben  suchen  muss  von  dem  Wege,  den  man  bis 
dahin  verfolgt  hat,  zumal  wenn  dieser  Weg  von  Mfinnem  wie  D'Alembert, 
Euler,  Laplace,  Lagrange,  Monge,  Ampere  gebahnt  wurde. 

In  der  That  kann  das  aufmerksame  Studium  dessen,  was  bereits  ge- 
macht worden  ist,  zuweilen  zeigen,  dass  der  fernere  Erfolg  weniger  von 
der  Erfindung  neuer  Methoden  als  von  einer  vollständigeren  und  allgemeinerea 
Anwendung  der  alteren  Methoden  abh&ngt. 

Die  Theorie  der  Integration  der  partiellen  Differentialgleichungen 
höherer  Ordnung  zerfWt  in  zwei  Theile.  In  dem  ersten  betrachtet  man 
Differentialgleichungen  von  complicirten  Formen  und  sucht  entweder  ihre 
allgemeinen  Integrale  unter  endlicher  Form  zu  bestimmen  oder  die  gegebenen 
Gleichungen  auf  Formen  zurückzuführen,  die  die  einfachsten  sind  unter 
denen,  deren  Integrale  sich  nicht  durch  en<iliche  Ausdrucke  darstellen 
lassen.  In  dem  zweiten  hat  man  es  mit  diesen  vereinfachten  Gleichungen 
und  den  Methoden  ihrer  Integration,  sei  es  mit  Hülfe  von  Reihen,  sei  es 
mit  Hülfe  von  bestimmten  Integralen,  zu  thun. 

In  der  vorliegenden  Abhandlung  behandle  ich  die  auf  die  beiden 
Theile  der  Theorie  bezüglichen  Fragen  für  den  Fall  der  partiellen  Diffe- 
rentialgleichungen zweiter  Ordnung  mit  einer  abhängigen  xmd  zwei  unab- 
hängigen Veränderlichen.  Indem  ich  einen  kurzen,  aber  möglichst  voll- 
ständigen Abriss  der  hauptsächlichen  Auflösungsmethoden  dieser  Art  von 
Problemen  gebe,  glaube  ich  eine  Lücke  ausgefüllt  zu  haben,  welche  in  den 
systematischen  Lehrbüchern  der  Integralrechnung  besteht.  Die  meisten 
Autoren  beschränken  sich  in  der  That  auf  die  Darlegung  der  Monge'schen 
Methode;  zuweilen  enthalten  die  vollständigeren  Werke  auch  die  Methoden 
von  Euler  und  Laplace.  Keiner  aber  erwähnt,  soviel  ich  weiss,  die  Ar- 
beiten von  Ampere  über  diesen  Gegenstand,  die  im  17.  und  18.  Hefte 
des  Journal  de  l'^cole  polytechnique  veröffentiicht  sind.  Die  Untersuchung^ 
Amp^re's,  welche  die  Theorie  der  Integrale  und  die  Methoden  der  Inte- 
gration für  die  Fälle  umfassen,  auf  welche  die  Monge'sche  Methode  nicht 
anwendbar  ist,  sollten  einen  beachtenswerthen  Platz  in  jedem  gewissenhaften 
Lehrbuch  der  Integralrechnung  einnehmen,  während  man  gewöhnlich,  wie 
eben  erwähnt,  nur  die  Methode  von  Monge,  zuweilen  mit  mehr  oder 
weniger  glücklichen  formellen  Änderungen,  darlegt  Die  Nichtbeachtung 
der  schönen  Arbeit  Ampöre's  ist  zum  Theil  ohne  Zweifel  durch  die  Art 
der  Abfassung  der  beiden  umfangreichen  Abhandlungen  veranlasst,  welche 
sich  nicht  in  Kürze  wiedergeben  lassen;  ich  habe  indessen  alle  meine  Kräfte 
aufgeboten,  lun  dies  Ziel  zu  erreichen.  Ich  habe  die  Mittel  gefunden,  im 
Verlaufe  meiner  Auseinandersetzung  die  Ergebnisse  meiner  eigenen  Unter- 
suchungen an  den  durch  die  Anordnung  des  Stoffes  gebotenen  Stellen  ein- 
zuschieben. 
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Unter  diesen  Resultaten  erlaube  ich  nur  einen  Versucli  einer  Verall- 
gemeinerung der  Laplace'schen  Methode  (Kap.  11,  §  9)  und  eine  neue 
Form,  die  ich  der  Auseinandersetzung  der  Methode  der  Variation  der  will- 
kürlichen Constanten  gegeben  habe  (Kap.  IV),  hervorzuheben.  Der  mit 
diesem  Gegenstande  vertraute  Leser  wird  leicht  die  minder  wichtigen 
Stellen  erkennen,  in  denen  ich  mich  von  meinen  Quellen,  die  ich  überall 
in  den  Anmerkungen  am  Fusse  der  Seiten  sorgfältig  angegeben  habe, 
entferne. 
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1.  Kapitel 
Theorie  der  Integrale  der  partiellen  Diferentialgleiehnngen. 


1.  Die  Integrationsmethoden  einer  jeden  Klasse  von  Differential- 
gleichnngen  gründen  sich  auf  die  Art  und  Weise,  wie  wir  uns  einerseits 
die  Form  und  die  Zusammensetzung  ihrer  Integrale,  andrerseits  den  Gang 
und  die  verschiedenen  charakteristischen  umstände  der  Bildung  der  be- 
trachteten Differentialgleichungen  mittels  ihrer  Integrale  vorstellen.  In  der 
That  muss  die  Methode  zur  Integration  einer  Differentialgleichung  im  All- 
gemeinen darin  bestehen,  dass  man  in  umgekehrter  Richtung  den  Weg 
durchläuft,  den  man,  je  nach  der  Annahme  über  die  Form  des  Integrals» 
hätte  einschlagen  müssen,  um  zu  dieser  Differentialgleichung  zu  gelangen. 
Obwohl  dieser  umgekehrte  Weg  im  Allgemeinen  viel  schwieriger  ist,  als 
der  directe  Weg,  wird  er  doch  durch  die  Besonderheiten  des  letzteren  nnd 
seines  schliesslichen  Zieles  erleichtert.  Geleitet  von  dieser  Analogie  werden 
wir  zunächst,  bevor  wir  die  Methoden  zur  Integration  der  partiellen 
Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  auseinandersetzen,  die  Theorie  ihrer 
Integrale  geben. 

2.  Trotz  unsres  Wunsches,  die  Einführung  von  Bezeichnungen,  die 
nicht  durch  den  gewöhnlichen  Gebrauch  sanctionirt  sind,  zu  vermeiden, 
werden  wir  doch  zuweilen  gezwungen  sein,  von  dieser  Regel  abzuweichen, 
und  wollen  sogleich  eine  Festsetzung  treffen,  die  im  Übrigen  keine  Schwierig- 
keiten darbieten  wird.  Stellen  wir  z.  B.  durch  den  Buchstaben  u  eine  ex* 
plicite  oder  implicite  Function  der  beiden  Veränderlichen  a?,  y  dar,  so  be- 
zeichnen wir  durch  t^^^die  partielle  Ableitung  dieser  Function,  die  man 
erhält,  indem  man  in  beliebiger  Reihenfolge  i-malnacho;  und  ^-mal  nach 
y  differentiirt,  so  dass  also  die  Indices  der  Differentiationen  nach  x  und  y 
inuner  rechts  von  dem  Buchstaben  u  geschrieben  werden  und  zwar  der 
erstere  oben,  der  letztere  unten.  Sobald  wir  veranlasst  sind,  an  Stelle 
der  Veränderlichen  x  und  y  auf  Grund  irgend  einer  zwischen  a?,  y  und  a  be- 
stehenden Relation  die  neuen  Veränderlichen  x,  a  oder  vielmehr  auf  Grund 
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zweier  verschiedenen  zwischen  x,  y,  a,  ß  bestehenden  Relationen  die  neuen 
unabh&ngigen  Veränderlichen  a,  ß  einzuführen,  werden  wir  in  diesen  beiden 
Fällen  zur  Bezeichnung  der  partiellen  Ableitungen  der  Function  u  die  ge- 
wöhnlichen Bezeichnungen 

anwenden. 

Es  ist  kaum  nöthig  hinzuzufügen,  dass  man  bei  diesen  verschiedenen 
auf  die  unabhängigen  Veränderlichen  bezüglichen  Annahmen  partielle  Ab- 
leitungen wie 

«^'  "^^  toi'   -wr  "^^  8ÄJ'  ''■  «•  ^- 

nicht  als  gleich  betrachten  darf. 

3.  Wenden  wir  die  vorher  erwähnte  Festsetzung  an  und  bezeichnen 
wir  mit  z  eine  Function  der  beiden  unabhängigen  Veränderlichen  x^  y  und 
mit  F  einen  Ausdruck,  der  in  bekannter  Weise  aus  den  unter  diesem 
Zeichen  auftretenden  Grössen  zusammengesetzt  ist,  so  können  wir  die  partiellen 
Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  unter  der  allgemeinen  Form 

F{x,  y,  z,  ß*,  z,,  g^\  ^„  -sr J  =  0 (1). 

darstellen,  und  ebenso  wird  die  allgemeine  Gleichung  m^'  Ordnung  dar- 
gestellt sein  durch 

F(a;,  y,  z,  ^,  z,,  z^\  ^,,  z,,, .  .  .,  irCO,  ^O-i), . .  .,  ^^_^,  ^,„)  =  0     (2). 

Um  möglichst  allgemeine  und  von  der  Ordnung  der  Gleichung  unab- 
hängige Resultate  zu  erhalten,  wollen  wir  die  charakteristischen  Eigen- 
schaften der  Integrale  der  Gleichung  m^'  Ordnung  (2)  untersuchen. 

Die  Gleichung  (2)  kann  als  eine  zur  Bestimmung  der  unbekannten 
Function  z  gegebene  Bedingung  betrachtet  werden;  und  da  wir  ausser 
dieser  Bedingung  keine  andere  Bedingung  weiter  kennen,  so  wird  die 
Function  z  durch  diese  Bedingung  auf  die  allgemeinste  Weise  bestimmt 
sein,  wenn  sie  dieser  Bedingung  und  allen  unmittelbar  daraus  ableitbaren 
Folgerungen  genügt.  Solcher  Folgerungen  der  Gleichung  (2)  giebt  es 
unendlich  viele;  dieselben  werden  erhalten,  wenn  man  diese  Gleichung  be- 
liebig oft  nach  x  und  y  differentiirt.  Die  Veränderliche  z  soll  femer  be- 
stimmt werden  als  Fimction  von  x  und  y\  demnach  wird  sich  die  gesuchte 
Lösung  darstellen  müssen  unter  der  Form  einer  Gleichung  zwischen  x^  y,  z, 
oder  unter  der  Form  eines  Systems  von  Gleichungen  zwischen  diesen  Grössen 
und  anderen  Veränderlichen,  Gleichungen,  die  sich  schliesslich  reduciren 
auf  eine  einzige  Gleichung  zwischen  x^  y,  z.  Auf  Grund  dieser  Betrachtungen 
kann  man  die  Lösung  oder  das  allgemeinste  Litegral  der  Gleichung  (2) 
folgendermassen  definiren. 
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4.  Maa  nennt  allgemeines  Integral  einer  partiellen  DiffieroitiAl- 
gleichling  w^  Ordnung  eine  Oleichnng  oder  ein  Syatem  von  OleidnuigaD 
zwischen  den  Veränderlichen  des  Problems  x,  y,  s  von  folgender  Eigensdiaft: 
Nimmt  man  einerseits  die  Integralgleichungen  und  alle  ihre  Ableitungen  nadi 
X  imd  y  bis  zur  n^^  Ordnung  einschliesslich,  wo  n  eine  willkürliche  Zahl 
nicht  kleiner  als  m  ist,  und  nimmt  man  andrerseits  die  gegebene  Gleichung 
(2)  und  alle  ihre  Ableitungen  nach  x  und  y  bis  zur  (n  —  m)-**"*  Ordnung 
einschliesslich,  so  muss  das  erste  System  zwischen  den  Veränderlichen  x^  y, 
der  Function  e  dieser  Veränderlichen  und  den  Ableitungen  dieser  Function 
bis  zur  n^^  Ordnung  dieselben  Relationen  und  nur  diese  ergeben,  wie  die, 
welche  durch  das  zweite  Gleichungssystem  ausgedrückt  werden. 

Wenn  das  erste  Gleichungssystem  die  eben  erwähnten  Bedingungen 
erfüllt,  aber  ausserdem  noch  zwischen  den  Vei^derUchen  x^  y,  ß  und  den 
Ableitungen  von  z  Beziehungen  giebt,  die  nicht  in  dem  zweiten  Gleichnngs- 
system  enthalten  sind,  so  ist  das  Integral  entweder  particulär  oder 
singulär.  Ein  particuläres  Integral  folgt  als  besonderer  Fall  aus  dem  all- 
gemeinen Integral  und  aus  ihm  kann  man  durch  eine  passende  Verall- 
gemeinerung das  allgemeine  Integral  ableiten.  Ein  singul&res  Integral  besitzt 
diese  Eigenschaften  nicht. 

Von  den  in  Rede  stehenden  Integralen  ist  angenommen  worden,  dass  sie 
die  Ableitungen  der  Function  s  nicht  enthalten;  man  kann  sie  demgemiss 
primitive  Integrale  nennen.  Kommen  in  einem  Integrale  Ableitungen 
von  z  vor,  so  kann  man  mittels  der  vorstehenden,  nur  passend  abgeänderten 
Regel  immer  erkennen,  ob  dasselbe  allgemein  ist.  Mag  das  Integral  solcher 
Art  allgemein  sein  oder  nicht,  so  kann  man  es  in  allen  Fällen  ein  Zwischen- 
integral  nennen,  da  es  als  eine  Differentialgleichung  betrachtet  werden  kann, 
durch  deren  Integration  man  das  primitive  Integral  erhalten  kann. 

,^  jä. 

5.  Wir  wollen  die  oben  gegebenen  Definitionen  und  die  Eigenschaften 
der  partiellen  Differentialgleichungen  durch  einfache  Beispiele  erl&nteni. 
Es  sei  die  Gleichung  zweiter  Ordnung 

z„  —  mz''  =  0 (3), 

wo  m  eine  gegebene  Constante  ist.      Ihr   allgemeines   Integral   kann  dar- 
gestellt werden  durch  das  System  der  Gleichungen 

z  =  (p{a)  +  y){ß),     a  =  a?  +  yVi»,     ^  «•  a?  —  yV«      Wr 

oder,  indem  man  a  und  ß  eliminirt,  durch  die  einzige  Gleichung: 

;er  =  y  (rc  -|-  yVw)  +  xp{x  —  yVw)        ....    ^\ 

wo  (fj  und  %p  vollkommen  willkürliche  Functionen  bezeichnen. 
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In  ffer  TliAt  genügt  der  vorsteheiide  Werth  von  g  der  gegebenen  Glei- 
dniqg  und  tUea  Oieicknngen  von  dar  Form: 

^U  -  K^""'^  =  Ö (6), 

welche  man  erhält,  indem  man  die  gegebene  Gleichung  i-mal  nach  x  und 
Ä;-mal  nach  y  differentiirt.  Und  da  die  Gleichung  (5)  keine  anderen  Be- 
lationen  zwischen  den  Ableitungen  von  £  liefert  als  die,  welche  durch  die 
Gleichungen  (6)  dargestellt  werden,  so  folgt  daraus,  dass  sie  das  allgemeine 
Integral  der  Gleiehuag  (3)  darstellt 

8.  Nimmt  man  jetzt  diesen  andern  Ausdruck 

jef=sa  +  6«  +  cy  +  hx^  +  gxy  +  mhy^     .     .     .     (7), 

wo  a,  &,  c,  h^  g  willkürliche  Constanten  bezeichnen,  so  überzeugt  man  sich 
leicht,  dass  er  ebenfalls  der  gegebenen  Gleichung  (3)  und  allen  ihrai  Folge- 
rügen  (6)  genügt;  aber  aüMserdem  giebt  der  Aaadrack  (7)  noch  andere 
fielatioDen  zwischen  den  Abkitoog^i  ¥on  5;  es  sind  nUmlich  alle  diese  Ab- 
leitoBgen  von  der  dritten  Ordnung  an  einander  gleich,  da  sie  sich  auf  Null 
reduoiren.  Mithin  stellt  die  Gl^cbung  (7)  nur  ein  partieolttres  Integral 
der  Gleichnng  (3)  dar.  Dieses  particul&re  Litegral  ist  dadnrch  bemei^ens- 
werth,  daes  ee  genau  ebenso  viele  willkürliche  Gonstanten  enthält,  als  es 
Ablentangen  von  g  von  der  ersten  Ordnong  bis  zur  Ordaung  der  gegeb^oen 
GleichuAg  giebt,  d.  h.  fünf.  Wenn  man  daher  die  Integrelgl^chong  und 
«lle  ihre  Ableitungen  bis  zur  zweiten  Ordnung  einaoUiesslick  nimmt,  so 
erhftlt  man  genau  so  viele  Gleichungen,  als  man  braucht,  um  alle  Constamten 
za  eüiniairen.  Wegen  dieser  Eigenschaft  ist  ein  solches  peirtdculttres  Integral 
von  Lagrange  ein  vollständiges  Integral  genannt  worden.  Es 
leuchtet  ein,  daes  das  voUstttodige  Integral  einer  Gleichimg  wf^  Ordnung 
\{m  4- 1)  («H  +  2)  —  1  willkürliche  Constanten  enthalten  muss. 

7.  Ein  partioolttres  Integral  miws,  wie  sein  Name  anzeigt,  aus  dem 
allgenMinen  Integrale  als  besonderer  Fall  abgeleitet  werden  können.  Um 
dies  bei  dem  vorstehenden  Beispiele  zu  bestätigen,  führen  wir  in  die  Glei- 
chung (7)  mit  Hülfe  der  beiden  letzten  Gbidiungen  des  Systems  (4)  a  und  ß 
an  Stelle  von  x  und  y  ein.     Es  kommt 

und  diese  Gleichung  folgt  aus  der  Gleichung  (5),  wenn  man  den  wDlkür- 
lichen  Functionen  die  blonderen  Wexihe  giebt: 

M  a  n  8  i  0  n ,  Part.  Differentialgleichongen.  2 1 
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8.  Aber  die  reciproke  Beadehnng  zwischen  den  Integralen  (4)  nnd  (7), 
vermöge  deren  man  ans  dem  yoUstBadig  genannten  particoliren  Integrale 
durch  eine  passende  Yerallgemeinemng  das  allgemeine  Integral  ableiten 
kann,  ist  noch  viel  wichtiger.  Lagrange ^)  hat  diese  Transformation  aai 
die  Variation  der  willkürlichen  Gonstanten  gegründet  Seine  Methode  kaon 
in  folgender  Weise  unter  einer  allgemeinen  Form  dargestellt  werden. 

Es  sei 

F—  0 

ein  vollständiges  Integral  der  Gleichung  (1),  wo  V  die  Yeranderlicben 
X,  y,  g  und  fünf  willkürliche  Constanten  a,  b,  c,  g,  h  enthalte.  Hieraus 
mögen  die  Gleichungen  folgen: 

^r-  —  P,  ir,  =.   «. 

Sodann  nehmen  wir  an,  um  zum  allgemeinen  Integral  zu  gelangen, 
dass  a,  b,  c,  g,  h  Functionen  von  x,  y,  e  darstellen,  welche  so  bestimmt 
werden  sollen,  dass  die  totalen  Differentiale  der  Ausdrücke  V,  P,  Q  genau 
dieselbe  Form  behalten,  welche  sie  h&tten,  wenn  a,  b,  c,  g,  h  constante 
Grössen  darstellen  würden.  Dazu  braucht  man  nur  die  Differentiale  von 
^>  Qi  F,  genommen,  indem  man  a,  b,  c,  g,  h  sich  ftndem  ISsst,  gleich 
Null  zu  setzen,  was  drei  lineare  und  in  Bezug  auf  da,  db^  de,  dg,  dk 
homogene  Gleichungen  liefert.  Zwischen  diesen  Gleichungen  eliminiren  wir 
irgend  zwei  der  fELnf  Differentiale  und  setzen  in  dem  Resultat  der  Elimi- 
nation die  Coefficienten  der  drei  übrig  bleibenden  Differentiale  gleich  Null; 
dadurch  erhalten  wir  drei  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  fünf  Grössen 
Oy  b,  c,  g,  h.  Demnach  bleiben  zwei  der  betrachteten  fünf  Grössen  unbe- 
stimmt und  diese  können  dargestellt  werden  als  willkürliche  Functionen 
der  drei  andern;  jedenfalls  müssen  wir  so  verfahren,  dass  schliesslich  die 
Weiihe  der  fünf  Grössen  a,  b,  c,  g,  h  sftmmtlich  ausgedrückt  sind  als 
Functionen  von  x,  y,  0.  Man  hat  sodann  nur  die  gefundenen  Ausdrücke 
mit  der  Gleichung  F^^s  0  zu  combiniren,  um  das  allgemeine  Integral  zn 
erhalten. 

9.  Um  diese  Methode  auf  das  betrachtete  Beispiel  anzuwenden,  be- 
merken wir,  dass  man  hat: 

F=-  —  ß  +  a  +  bx  +  cy  +  hx*-\-  gxy  +  ««Äy*, 
^  =  P=6  +  2hx  +  gy, 
£f,^=^  Q'^c  +  gx  +  2mhy. 

Setzt  man  sodann  die  Differentiale  von    V,  P,  Q  bezüglich  der  Variation 


^)  SuT  lee  integrales  particali^res  des  ^uations  diffdrentielles.    Nouveaux 
Memoires  de  TAcad^mie  de  Berlin,  1774,  p.  266.  —  Oeuvres,  tome  IV,  p.  98. 
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von  a,  b,  Cy  Qj  h  gleich  Null,  so  findet  man  zur  Bestimmung  dieser  letzteren 
Grössen  die  drei  Oleichnngen: 

da  +  xdb  -\-  ydc  +  x^dh  +  xydg  +  myHh  =  0, 

dh  +  2xdh  +  ydg  —  0, 
de  +  xdg  +  2mydh  =  0. 

Die  beiden  letzten  Gleichungen  können  durch  zwei  andere  ersetzt  werden, 
die  ihnen  äquivalent  sind.  Dazu  multipliciren  wir  die  erste  mit  einem 
unbestimmten  Factor  /j,  und  addiren  sie  zur  zweiten;  so  kommt: 

Ij4h  +  dc  +  x{2judh  +  dg)  +  juiy  (2  -  dh  +  dg\  =  0. 


m 


Man  kann  /j,  derart  bestimmen,  dass  man  hat:  /i  «=»  — ,  woraus  man 

die  beiden  Werthe  ß^sss  +  ym  erhält.  Hiemach  kann  man  an  Stelle  der 
beiden  letzten  Gleichungen  des  vorstehenden  Systems  die  folgenden  beiden 
nehmen: 

de  +  \mdb  +  {x  +  i^y)  {dg  +  2>Wä)  =  0, 

de  —  \mdb  +  {X  —  i^y)  {dg  —  2VmdÄ)  ==  0. 

In  der  ersten  dieser  Gleichungen  kommen  nur  die  Differentiale  der 
Veränderlichen 

c  +  >W6,     g  +  2VmÄ, 

in  der  zweiten  nur  die  der  Veränderlichen 

c  —  Vm6,     g  —  2ymh 

vor,  und  es  liegt  nichts  im  Wege,  die  erste  dieser  Veränderlichen  einer 
willkürlichen  Function  der  zweiten  und  die  dritte  einer  willkürlichen 
Function  der  vierten  gleich  zu  setzen.  Bezeichnet  man  also  mit  oi  und  n 
willkürliche  Funcüonen  und  mit  <o*,  7t*  ihre  Ableitungen  nach  ihren 
respectiven  Argumenten,  so  hat  man:  ' 

c  -[-  yfüih  —  cü(^  +  2VmÄ),     c  —  Vm&  =  K{g  —  2VmÄ), 
und  hieraus: 

de  +  imdh  =  o}\g  +  2^lmK)  {dg  +  2Viii(iÄ), 

de  —  imdb  =  Jt{g  —  2VmÄ)  {dg  —  2i^dh), 

21* 
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SoBut  nekmeD  die  Yorstehflodfla  Glsickwagen  die  Form  an: 

oiy  +  2VmÄ)  +  (a:  +  yPHy)  =  0, 
n*{g  —  2^mh)  +  (a?  —  Vmy)  —  0. 

Da  0}\  Jt*  willkürliche  Functionen   sind,   so    hat  man,    wenn   man  durch 
Q^  n  zwei  andere  willkürliehe  Fonctionen  bezeichnet,  nach  diesen  Oleidinngen: 

g  +  2IWä  —  Q{x  +  V^y), 
g  —  2Vw  Ä  =  n(x  —  Vwy), 

oder,  wenn  man  x  +  Vwy  sss  a,  x  —  Vmy  *■■  /8  setzt: 

g  +  2VmÄ=ß(a), 
(7^2V«iÄ-/Z(/»), 

und  zu  gleicher  Zeit  nehmen   die  vorstehenden  Differentialgleichungen  die 
Form  an: 

de  +  ^mdb  =  —  adQ{a\ 

de  —  y/mdb  =  —  ßdlliß). 

Mittels  der  vier  letzten  Gleichungen  findet  man  die  folgenden  Wertiie 
Fon  yier  der  gesuchten  6r(}flsen: 

Indem  man  diese  Werthe  und  die  Ausdrücke 

in  die  erste  der  Bedingnngggleichungen  sabstitoirt,  erhält  man  oaeh  jUen 
Beductionen: 

da  =  -^  {aHQ{a)  —  ß*dn{ß)\ 

und  indem  man  integrirt,  findet  man  als  Werth  der  letzten  ÜDbekaanten: 
a  =  -^  (Ja»dß(a)  -  J/PdlZO?)). 
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16.  Dw  ünaemble  der  CHeieliiiBg  (7)  and  derj«aigeii,  weldn  die  Werthe 
voa  m,  b,  c,  9,  A,  x,  f  darafteUen,  bildet  berais  das  allgem«aie  Integrat. 
Will  man  dieses  aber  durch  eine  einzige  Gleichung  darst^en,  ao  musB 
man  in  die  Gleichung  (7)  die  Werthe  tob  a,  h,  c,  g,  h,  x,  y  substituiren. 
Man  findet  so  nach  einigen  Beductionen: 

4yiii  4yfii 

Dieser  Ausdruck    von  e  vereinfacht  sich  aber  noch  mittels   der  partietten 
Integration  und  nimmt  die  Form  an: 


-^  {ldalQ{a)da  -  m^iß)^- 


Endlseh  kaon  man,  wenn  man  will,  indem  man  von  der  Bemerkung, 
dasB  die  Fuictionen  Q,  II  willkürlich  sind,  Nutzen  zieht, 

setzen,  wo  q)  und  \p  willkürliche  Functionen  bezeichnen.     Dadurch  nimmt 
das  allgemeine  Integral  die  Form  an: 

e  =  (p{a)  +  rpiß),     a  =^  x  +  imy,    ^  =■  a?  —  Vmy, 

xmter  welcher  es  oben  gegeben  worden  war. 

11.  Die  Methode  der  Variation  der  willkürlichen  Constanten  hat  für 
die  von  uns  betrachtete  Klasse  von  Gleichungen  nicht  geringere  Wichtig- 
keit, wie  für  die  andern  Fälle,  in  denen  sie  dazu  gedient  hat,  allgemeine 
Integrationsweisen  zu  finden.  Ihr  Erfinder  Lagrange  jedoch,  der  nicht  die 
bequemste  Form  für  die  Anwendung  dieser  Methode  in  dem  betrachteten 
Falle  entdeckt  hatte,  hat  sie  nicht  nach  ihrem  richtigen  Werthe  geschätzt.^) 
Eine  weit  glücklichere  Anwendung  von  dieser  Methode  hat  Ampere  ge- 
macht, wie  wir  am  Schlüsse  der  gegenwärtigen  Abhandlung  zeigen  werden, 
wo  wir  eine  noch  grössere  Verallgemeinerung  dieser  Methoden  aufisteilen 
und  Formeln  geben  werden,  denen  zufolge  die  Methode  der  Variation  der 
willkürlichen  Constanten  sich  als  das  allgemeinste  der  Hül&mittel  zur 
Integration  der  betrachteten  Klasse  von  Gleichungen  ausweisen  wird. 


^)  „Übrigens  sieht  man  an  diesem  Beispiel,  welches  noch  eins  der  einfachsten 
ist,  dass  die  in  Rede  stehende  Methode,  wenn  auch  direkt  und  allgemein,  doch 
mehr  merkwürdig  als  nützlich  ist,  wegen  der  Schwierigkeiten,  die  bei  der  Inte- 
gration der  Bedingungsgleichungen  eintreten  können."  (Lagrange,  a.  a.  0. 
p.  269.  —  Oeuvres,  tome  IV,  p.  101). 
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12.  üntersnchen  wir  jetzt,  wie  die  Methode  von  Lagrange  auf  die 
Zwiflohenintegrale  der  partiellen  Differentialgleichangen  Anwendung  findet. 
Es  möge  durch 

F—  0 

ein  Integral  der  partiellen  DiflPerentialgleichong  mf^  Ordnung 

F  —  0 

dargestellt  werden.  EnthAlt  dasselbe  Ableitungen  yon  e  von  der  Ordnung 
k  <^m^  SQ  nennen  wir  es  ein  Zwischenintegral  von  der  Ordnung  h.  Die 
Gleichung  Fss  0  mit  allen  ihren  Ableitungen  nach  x  und  y  bis  zur 
Ordnung  m  —  h  bildet  ein  System  von  Gleichungen,  deren  Anzahl  gleich 

2  (w  —  Ä;)  (m  —  *  +  1)  ist.     Wenn   daher  das  Integral  F«»  0  parti- 

culAr  ist,  so  ist  die  grösste  Anzahl  von  willkürlichen  Gonstanten,  welche 
es  enthalten  kann,  damit  man  durch  ihre  Elimination  aus  dem  in  Rede 
stehenden  System  die  gegebene  Gleichung  ^  ass  0  erhalte,  gleich 

i  («.-*)  (m  -  *  +  1)  -  1. 

Unter   dieser  Bedingung   heisst   das  Zwischenintegral  voUst&ndig. 

18.  Hiernach  können  die  Zwischenintegrale  einer  partiellen  Differeatial- 
gleichimg  zweiter  Ordnung  nur  von  der  ersten  Ordnung  sein,  und  ein 
vollständiges  Integral  TF  =»  0  einer  derartigen  Gleichung  muss  zwei  will- 
kürliche Constanten,  etwa  a  und  2),  enthalten.  Um  von  diesem  yollstfindigen 
Integral  zum  allgemeinen  Integrale  erster  Ordnung  überzugehen,  müssen 
wir  a  und  h  als  Functionen  von  x,  y,  e,  ti',  e,  betrachten,  die  derartig 
bestimmt  sind,  dass  das  vollständige  Differential  von  W  auch  unter  dieser 
Annahme  noch  dieselbe  Form  behält,  wie  diejenige  war,  welche  es  hatte, 
als  a  und  h  Constanten  waren.  Setzen  wir  das  Differential  von  W,  ge- 
nommen mit  Bücksicht  auf  die  Variation  von  a  und  &,  gleich  Null,  so 
haben  wir  als  einzige  Bedingungsgleichung: 

-^  da  +  ^  dft  =  0, 

eine  Gleichung,  welche  zur  Bestimmung  der  Functionen  a  und  h  dienen 
soll.  Da  in  ihr  nur  die  Differentiale  der  beiden  einzigen  Veritaderlichen 
a  und  h  vorkommen,  so  kann  man  für  die  zweite  dieser  Grössen  eine  will- 
kürliche Function  der  ersten  nehmen  und  &  =8  ^  (a)  setzen.  Mithin  nimmt 
die  vorstehende  Bedingungsgleichung  die  Form  an: 

OTT    ,     9Tr     ,,  ,  ^ 
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und  diese  stellt  im  Verein  mit  den  Oleichungen 

l  =  y(a),     TT  —  0 

das  allgemeine  Integral  der  gegebenen  Gleichung  dar. 

So  ist  z.  B.  das  vollständige  Integral  erst.er  Ordnung  der  Gleichung  (3): 

B,  +  ime^  =  a  +  6(«  +  imy). 

Um  es  zu  verallgemeinem,  setzt  man: 

da  +  {x  -\-  yfmy)dh  =  0,     6  «=  (p{a\ 
hieraus  folgt: 

1  +  (^  +  Mmy)(p\d)  =  0, 
oder: 

Mithin  ist  a  eine  willkürliche  Function  von  x  +  '^y;  es  ist  aber  h  eine 
willkürliche  Function  von  a  und  daher  ebenfalls  von  x  -\-  Vmy.  Somit 
ist  auch  a  -\-  h  (x  -\-  l/my)  gleich  einer  willkürlichen  Function  von 
X  4~  Vmy.  Demnach  ist  das  allgemeine  Integral  erster  Ordnung  der 
Gleichung  (1): 

^,  -j-  Ym/g*  =  (o{x  +  Vw  y), 

wo  (o  eine  wiUkürliche  Function  bezeichnet.  Mittels  dieses  Integrals  kann 
man  nun  leicht  das  primitive  allgemeine  Integral  erhalten. 

14.  Man  sieht  hieraus,  dass  die  Anwendung  der  Lagrange'schen 
Methode  auf  die  vollständigen  Zwischenintegrale  der  Gleichungen  zweiter 
Ordnung  durch  den  Umstand  beträchtlich  vereinfacht  wird,  dass  man  für 
die  Bestimmung  der  Functionen  a  und  h  nur  eii^e  einzige  Bedingungs- 
gleichung hat.  Es  könnte  hiemach  scheinen,  dass  es,  anstatt  diese  Methode 
unmittelbar  auf  das  primitive  vollständige  Integral  anzuwenden,  viel  leichter 
sein  würde,  aus  diesem  ein  vollständiges  Integral  erster  Ordnung  abzuleiten 
und  sodann  auf  dieses  letztere  die  Methode  der  Variation  der  willkürlichen 
Constanten  anzuwenden.  Indessen  bietet  sich  beim  Verfolg  dieses  Weges 
eine  Schwierigkeit  dar:  Das  primitive  vollständige  Integral  enthält  fünf 
willkürliche  Constanten  und  giebt  im  Verein  mit  ihren  beiden  Ableitungen 
erster  Ordnung  im  Ganzen  drei  Gleichungen,  aus  denen  es  im  Allgemeinen 
unmöglich  ist,  drei  Constanten  zu  eliminiren,  um  ein  vollständiges  Integral 
erster  Ordnung  zu  erhalten,  welches  nur  zwei  Constanten  enthalten  darf. 

Demnach  folgt  hieraus,  dass  ein  vollständiges  Integral  einer 
partiellen  Differentialgleichung  nicht  wie  ein  vollständiges  Integral 
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einer  gewöhnlichen  Differentia^glniatiung  als  Boibwendige  algebraisch« 
Folge  die  Existenz  vollständiger  Zwischenintegrale  nach  sieb 
zieht.  Ein  noch  bemerkenswertherer  umstand  ist  der,  dass  es 
unter  den  partiellen  Differentialgleichungen  solche  giebt,  die 
überhaupt  keine  Zwischenintegrale  besitzen.  Um  di«se  Bemarknng 
zu  bestätigen,  braucht  man  sie  nur  durch  ein  einfaches  Beispiel  zu  verifidren. 
15.    Die  gegebene  Gleichung  sei 

^:  — « («). 


Wir  nehmen  an,  dass  dieser  Gleichung  ein  Integral  erster  Ordnung  ent- 
spricht, das  wir  ohne  Beschränkung  der  Allgemeinheit  unter  der  Form 
darstellen  können: 

^  —  /■(«»  y»  ^»  ^0- 

Hiemach   kann    die    gegebene  Gleichung  als  eine  algebraische  Folge 
dieser  letzten  Gleichung  imd  ihrer  beiden  abgeleiteten  Gleichungen 

^'  =  4  +    J  ^'  +  äf,  ^" ^^) 

*  öx   ^    9^  *    ^    8^,     '  ^  ^ 

betrachtet  werden,  und  in  diesem  System  kann  man  daher  eine  oder  die 
andere  der  Gleichungen  (&),  (c)  durch  die  gegebene  Gleichung  ersetzen. 
Wenn  man  aber  aus  den  Gleichungen  (&),  (c)  die  Werthe  von  zweien  der 
Grössen  a",  $\^  e,,  ableitete  und  von  Neuem  diese  Werthe  in  diese  selben 
Gleichungen  substituirte,  so  würde  man  offenbar  Idenütäten  erhalten.  Mithin 
wird  man  auf  vollständig  gleiche  Weise  als  Resultat  der  Substitution  dieser 
Weiihe  in  die  gegebene  Gleichung  eine  Identität  erhalten. 

Setzt  man  in  die  gegebene   Gleichung  für  e\  seinen  Werth  aus  der 
Gleichung  (6),  so  folgt: 

V    .     V         ,     8/*  ij. 

i-^iz''^  i'^'-' (^" 

Dem  Vorhergehenden  zufolge  muss  diese  Gleichung  identisch  sein,  sobald 
die  gegebene  Gleichung  ein  Integral  erster  Ordnung  znlässt.  In  der  voraus- 
gesetzten Identität  kann  sich  das  Glied  mit  e,,  mit  keinem  andern  auf- 
heben; mithin  hat  man: 

d.  h.  f  enth&lt  z,  nicht  In  diesem  Falle  giebt  es  zu  dem  Gliede  mit  e, 
kein  anderes  ihm  analoges;  man  mnss  daher  haben: 

-^  =  0. 

8<? 
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Mitkm  kann  f  nur  x  usd  y  mtluiHeD.     Alsdann  aber  kann  die  Gleichheit 

zwischen  -^  und  z,  auf  welche  sich  schliesslich  die  Bedingongsgleichong 

(d)  redacirt,  nicht  bestehen.    Folglich  kann  die  betrachtete  Gleichung  kein 
Integral  erster  Ordnung  besitzen.^) 

16.  Die  vorstehende  Schlussreihe  besitzt,  obwohl  an  einem  besonderen 
Beispiel  entwickelt,  nichtsdestoweniger  eine  hinreichende  Allgemeinheit. 
Durch  Anwendung  auf  bestimmte  Fälle,  wie  wir  es  soeben  gethan  haben, 
überzeugt  man  sich  von  der  Unmöglichkeit  der  Existenz  eines  Zwischen- 
integrals. In  andern  FiUlen  wird  man  zu  mehreren  simultanen  einander 
nicht  widersprechenden  Gleichungen  für  die  partiellen  Ableitungen  der 
Function  f  gefuhrt  Zuweilen  nämlich  führt  die  Integration  einer  partiellen 
Differentialgleichung  zweiter  Ordniug  auf  diesem  Wege  auf  die  Integration 
eines  Systems  simultaner  partieller  Differentialgleichusgen  erster  Ordnung. 
Wir  beschränken  uns  indessen  hier  auf  diese  Angabe,  da  wir  beabsichtigen, 
jetzt  auf  die  Darlegung  der  hauptsächlichen  Eigenschaften  der  allgemeinen 
Integrale  einzugehen,  auf  welche  sich  andere  allgemeinere  Methoden  für  die 
Integraition  der  betrachteten  Klasse  von  Gleichungen  gründen. 


§  3. 

17.  Die  Fundamentaleigenschaften  des  allgemeinen  Integrals  einer 
partiellen  Differentialgleichung  ergeben  sich  aus  seiner  oben  (§  1)  gegebenen 
Definition.  Wir  sahen,  dass  das  allgemeine  Integral  dargestellt  werden 
kann  durch  ein  System  von  mehreren  Gleichungen,  die  schliesslich  auf  eine 
einzige  Gleichung  zwischen  den  Veränderlichen  x,  y,  z  des  Problems  führen. 
Es  sei  also 

7=0 

eine  Gleichung  zwischen  x,  y,  z  und  gewissen  willkürlichen  Grössen,  deren 
Anzahl  und  Natur  noch  unbekannt  ist,  welche  das  allgemeine  Integral  der 
partiellen  Differentialgleichung  wf^  Ordnung  (2)  darstellt.  Wir  nehmen 
uns  vor,  den  hauptsächlichen  Charakter  und  die  Anzahl  dieser  willkürlichen 
Grössen  zu  bestimmen  und  die  verschiedenen  ümstönde  zu  untersuchen, 
welche  bei  dem  Übergange  vom  allgemeinen  Integral  zur  entsprechenden 
Diffsfrentialgleichung  auftreten  können. 

18.  Bezeichnet  man  mit  n  eine  Zahl,  die  nicht  kleiner  ist  als  9»,  und 
verbindet  man  mit  der  allgemeinen  Integralgleichung  alle  ihre  Ableitungen 
nach  X  und  y  bis  zur  n^^  Ordnung  einschliesslich,  so  bildet  man  ein  System 


^)  Raabe,  IKfRarenüal*  und  Integrahreehnung.    Bd.  III,  §  704. 
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von  Gleichungen,  welches  man  nach  dem  von  uns  angenommenen  System 
von  Bezeichnungen  folgendermassen  darstellen  kann: 

7=0, 

F  —  0,      F,  —  0, 

F'  =  0,    K  =  0,    r„  =  0,  ,  (^) 


F<-)=  0,  FJ"-iW 0, 7;Ui  —  0,    F,  =  0 

Ebenso  bildet  man  aus  der  Gleichung  (2)  imd  allen  ihren  Ableitnngen 
bis  znr  Ordnung  n  —  m  das  System  von  Gleichungen: 

Jf  =  0, 

r  =•  0,     ^,  —  0, 
P'  =  0,     J";  —  0,     J'„  —  0, 


j«»-m)  _  0,  ^/— «»-«)  =0, ,  n-»-i  =  0,  Jf„_„  —  0 


(!»). 


Die  Gleichungen  (^)  dürfen  nach  der  Definition  des  allgemeinen  Inte- 
grals zwischen 

X,  y,  Jg,  ß*,  «n      •  •  •»  ^^"^   .  .  .,  ^it 

keine  andern  Relationen  liefern  wie  die,  welche  sich  aus  den  Gleichungen 
{B)  ergeben.   Im  System  (-4)  hat  man  aber  ^^  (n  +  1)  (w  +  2)  Gleichungen, 

während    das   System   {B)   nur  -^  {n  —  m  -\-  1)  {n  —  «»  +  2)  entiifilt 

Mithin  kann  oder  muss  vielmehr  das  erste  dieser  beiden  Systeme  willkür- 
liche Grössen  enthalten,  welche  in  dem  zweiten  nicht  auftxeten  und  deren 
Anzahl  nicht  kleiner  sein  darf  als  die  Differenz  der  beiden  Zahlen 

\  (n  -f  1)  (n  +  2)  und  i  (w  —  w  +  1)  (w  —  w  +  2),  d.  h,  als 

{n  +  l)m  —  y  m{m  —  \) (C). 

Nur  in  diesem  Falle  ist  es  möglich,  durch  Elimination  der  willkürlichen 
Grössen  die  Systeme  (Ä)  und  (ß)  vollkommen  identisch  zu  machen.  Be- 
trachtet man  die  Zahl  (C),  welche  die  untere  Grenze  für  die  Anzahl  der  will- 
kürlichen Grössen  in  den  Gleichungen  {A)  angiebt,  so  bemerkt  man,  dass 
dieselbe  nicht  constant  ist,  sondern  vielmehr  zugleich  mit  n  wächst  Mitbin 
sind  wir  mit  Bücksicht  auf  die  Natur  der  willkürlichen  Grössen,  welche  in 
dem  allgemeinen  Integral  auftreten,  berechtigt,  folgenden  Schluss  zu  ziehen: 
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Ein  endliches  Integral  einer  partiellen  Differentialgleichung 
musB,  um  allgemein  zu  sein,  willkürliche  Grössen  enthalten,  deren 
Anzahl  mit  der  wiederholten  Differentiation  des  Integrals 
wächst. 

19.  Die  mathematische  Analysis  liefert  nur  zwei  Formen  von  Aus- 
drücken willkürlicher  Grössen,  welche  der  vorstehenden  Bedingung  genügen. 

Zur  ersten  Form  gehören  die  willkürlichen  Functionen  von  Argumenten, 
die  ausgedrückt  sind  durch  bestimmte  Functionen  der  Hauptveränder- 
lichen, nach  denen  die  Differentiation  geschieht.  So  haben  wir  z.  B.  für 
die  Gleichung 

e,,  —  mz"  =  0 

das  allgemeine  Integral  gehabt: 

z  =  q>{d)  +  y){ß),  a=  X  +  }fmy,  ß  =^  x  —  Vwy, 

wo  (p  und  y)  willkürliche  Functionen  der  respectiven  Argumente  a  und  ß 
sind,  die  ihrerseits  wieder  als  explicite  Functionen  von  x  und  y  gegeben  sind. 
Die  Argumente  aber,  welche  unter  den  willkürlichen  Functionszeichen 
im  allgemeinen  Integrale  auftreten,  drücken  sich  zuweilen  auch  durch 
implicite  Functionen  der  Hauptveränderlichen  aus  und  zwar  so,  dass  diese 
Ausdrücke  sich  gleichzeitig  mit  der  Form  der  willkürlichen  Functionen 
ändern.     Ein  Beispiel  findet  man  in  der  Gleichung 

(e"  —  e-e,,)^  =  z^z,,, 
deren  Integral  ist: 

ß^j-  +  ax  +  (p{a), 

wie  man  sich  durch  Verification  überzeugen  kann.  Es  kommen  in  diesem 
Ausdruck  zwei  willkürliche  Functionen  q)  und  yf  vor,  deren  respective 
Argumente  a  und  ß  gegeben  sind  unter  der  Form  impliciter  Functionen 
von  X  und  y,  die  durch  die  beiden  letzten  Gleichungen  des  Integrales  be- 
stimmt werden  und  zwar  so,  dass  ihre  Ausdrücke  sich  ändern  mit  der  Form 
der  Fimction  (p. 

20.  Es  giebt  noch  eine  andere  mögliche  Form  fiir  die  analytischen 
Ausdrücke  der  willkürlichen  Grössen  des  allgemeinen  Integrals,  welche 
ebenfalls  der  oben  ausgesprochenen  Bedingung  genügt.  Um  uns  eine 
Vorstellung  von  dieser  Form  zu  machen,  denken  wir  uns  das  —  bestimmte 
oder  unbestimmte  —  Integral  eines  eine  willkürliche  Function  enthaltenden 
Ausdrucks  combinirt  mit  gewissen  veränderlichen  Grössen,  von  denen  eine 
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einzige  —  diejenige,  mit  deren  Differential  dieser  AiLsdrock  Bnltiplkirt 
ist  —  als  Terftnderlich  betrachtet  wird,  wSfarend  die  andern  bei  üem 
Operation  als  constant  angenommen  werden.  Die  AnfiftÜumiig  einer  aoldiai 
Integration  kann  nach  Ampere  in  Analogie  znr  partiellen  Differential 
eine  partielle  Integration  genannt  werden  und  ihr  ReeultaA  wird  als  partielles 
Integral  oder  partielle  Qnadrator  bezeichnet. 

Da  bei  einem  partiellen  Integral  alle  GrrösseiL  mit  ABsnabme  der 
Integrationstariablen  als  constant  betrachtet  werden,  so  ertallt  man  dnreh 
Differentiation  nach  diesen  Constanten  andere  partielle,  im  AllgemeiBen  von 
dem  ersten  verschiedene  Integrale,  welche  somit,  da  sie  sich  in  den  Glei- 
chungen (Ä)  vorfinden,  einzeln  für  sich  eliminirt  werden  müssen. 

um  besser  verständlich  zn  machen,  welches  die  Ausdrücke  von  dieser 
Form  sind,  nehmen  wir  besondere  Beispiele.  Das  allgemeine  Integral  der 
Gleichung 

£r"  =  z, 

kazm  dargestellt  werden  unter  der  Form: 


Hierin   kommt  das   bestinmite   partielle  Integral  eines  Ausdrucks   vor,  in 
welchem  q>  eine  willkürliche  Function  und  u  die  Integrationsvariable  be- 
zeichnet,   während   die    unabhängigen  Veränderlichen  x,  y    der  gegebenen 
Gleichung  in  diesem  Integral  als  willkürliche  Parameter  figuriroi. 
Die  Gleichung 

^s''  —  z„  -\ f  —  ^'  =  0 

hat  zum  allgemeinen  Integral: 

^  =  26-  ^ [ j-^-  9>(«  —  2«) dx  +  v(a)], 
a=  X  +  y, 

wo  e  die  Basis  der  Napi ersehen  Logarithmen,  <p  und  \p  willknrliche 
Functionsbezeichungen ,  x  die  Integrationsvariable  in  dem  partiellen  unbe- 
stimmten Integral  und  die  Grösse  a  as  «  -|-  y  während  der  Integration 
als  ein  constanter  Parameter  zu  betrachten  ist. 

21.  Die  allgemeinen  Integrale  der  partiellen  Differentialgleichvngen, 
welche  willkürliche  Functionen  enthalten,  in  deren  Ausdruck  aber  keine 
partiellen  Integrale  auftreten,  bilden  eine  verhältnissmftssig  einfachere  Klasse, 
welche  besser  bestimmte  charakteristische  Züge  darbietet.  Ihre  relative 
Einfachheit  besteht  darin,  dass,  wenn  man  sie  nach  den  anderen  Veränder- 
lichen, welche  nicht  die  Argumente  a,  )9,  .  .  der  willkürlichen  Functionen 
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sind,  dxfferentiiii,  sie  keuie  aadem  willkürlicben  Grössen  liefern,  als  die- 
jenigem,  welche  beceitB  in  den  Glttckmgen  des  allgemeinen  Integrals  ent- 
halten sind,  was,  wie  wir  oben  bemerkt  haben,  nicht  stattfinden  kann  bei 
den  partiellen  Integralen.  Ihr  <constanter  charakteristischer  Zug  besteht, 
wie  wir  weiter  noten  beweisen  weiden,  darin,  dass  die  Anzahl  der  luiab- 
hängigen  willkürlichen  Functionen,  die  sie  enthalten,  stets  gleich  der 
Ordnnng  der  Differentialgleichungen  ist,  zu  denen  diese  Integrale  gehören. 
Ampere  hat  aus  diesen  Integralen  eine  besondere  Klasse  gebildet, 
die  er  die  erste  Klasse  nennt.  Diese  Bezeichnung  ist  vielleicht  nicht  sehr 
zweckmässig,  da  sie  glauben  machen  könnte,  dass  nach  der  ersten  Klasse 
eine  zweite  kommen  müsste,  während  die  Classification  nicht  weiter  geht. 
Es  dürfte  daher  besser  sein,  für  diese  Integrale  die  Bezeichnung  „all- 
gemeine Integrale  ohne  partielle  Quadraturen"  zu  adoptiren. 

22.  Wir  werden  den  allgemeinen  Typus  eines  Integrals  dieser  Klasse, 
welches  einer  Differentii^gleidiimg  der  m^^  Ordnung  entspricht,  darstellen 
unter  der  Form  eines  Systems  von  Gleichungen,  deren  Anzahl  Ä  +  1  vor- 
läufig unbestinmit  ist  und  die  enthalten: 

1)  ausser  den  Hauptveränderlichen  a?,  y,  £?  die  Jfc  veränderlichen  Grössen 

«,  ß,  y,    '  •; 

2)  eine  vorläufig  unbestimmte  Anzahl  von  willkürlichen  von  einander 
imabhängigen  Functionen 

qp(«)»   wiß)^   <^{y)^  • .  •; 

3)  die  Ableitttngen  dieser  Functionen  bis   zu  bestimmten  Ordnungen 

(p-ia),   <p"{a),,...;    V(ß),    <(/S), .  . .;    lo'iy),    oi"{r\  . . ., 

die  man  erhält  durch  Differentiation  nach  ihren  respectiven  Argu- 
juenten  «a,  jS,  ;/,  ... 

4)  Grössen,  erhalten  durch  Integration  nach  a  von  irgend  welchen 
gegebenen  von  a,  q)  (a),  ^/(a),  . .  .  abhängenden  Ausdrücken,  oder 
durch  Integration  nach  ß  von  irgend  welchen  von  /?,  \p  (ß),  y)*{ß)^ . . . 
abhängenden  Ausdrücken,  u.  s.  w. 

28.  Ein  allgemeines  Integral  ohne  partielle  Quadraturen  von  dem 
aoeben  beaehriebenen  Tjpns  enthält  willkürliche  Grössen,  deren  Anzahl  mit 
derjenigen  der  Differewtiationea  der  Gleichungen  des  Integrals  wächst.  Unter- 
suchen wir  jetzt,  wie  willkürliche  Grössen,  die  nicht  in  den  Gleichungen 
des  lategnls  enthalten  sind,  nach  und  nach  in  den  Ausdrfieicen  der  partiellen 
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Ableitungen  der  Function  e  auftreten.  Dazu  wollen  wir  zonSchst  zusehen, 
wie  man  ans  den  Gleichungen  des  Integrals  die  Ausdrücke  aller  Ableitungea 
von  z  erhalten  kann. 

Differentiirt  man  der  Reihe  nach  nach  x  und  y  die  Ä;  -f-  ^  Gleichnngen 
des  Integrals,  so  erhftlt  man  2  {Je  -{-  \)  Gleichungen  erster  Ordnung,  aus 
denen  man  die  Ausdrücke  der  2  (^  -|-  1)  Ableitungen  erster  Ordnung 

^,  z,,  <  a„  ^,  Ä.  /,  ;'m  •  .  • 
erhalten  kann. 

Geht  man  mittels  Differentiation  nach  x  und  y  zu  den  Gleichungen 
zweiter  Ordnung  über,  deren  Anzahl  3  (A:  +  1)  ist,  und  substituirt  man 
darin  die  vorhergehenden  Ausdrücke  von  je^,  z,^  a',  a,,  fi,  ß,,  .  .  .,  so  kann 
man  daraus  die  Ausdrücke  der  3   (k  +  1)  Ableitungen  zweiter  Ordnung 

^',  K^  ^,ri  a",  a;,  a,„  ß",  P„  ß„, 

ableiten.  Indem  man  so  fortfährt,  bis  man  zu  einer  beliebigen  Ordnung!» 
gelangt,  kann  man  nach  und  nach  Ausdrücke  aller  Ableitungen 

Z*,   Z„   S^\  <   Z„,  .  .  .,    ;?("),  .  .  .,   ^„ 

erhalten,  in  denen  die  in  dem  Integrale  enthaltenen  Grössen  und  ausserdem 
die  neuen  willkürlichen  Grössen  vorkommen,  die  man  erhält  durch  Diffe- 
rentiation der  willkürlichen  Grössen  des  Integrals  nach  ihren  respectiven 
Argumenten. 

24.  Für  die  Erledigung  der  verschiedenen  Fragen,  welche  sich  auf 
das  Erscheinen  dieser  neuen  willkürlichen  Grössen  in  den  Ausdrüdcen  der 
Ableitungen  von  z  beziehen,  ändern  wir  zun&chst  das  System  der  unab- 
hängigen Veränderlichen.  Unter  der  Annahme,  dass  jedes  der  Argumente 
^1  A  /i  •  '  •  ^^^  willkürlichen  Functionen  zugleich  von  den  beiden  Ver- 
änderlichen x^  y  abhängt,  führen  wir  als  neues  System  von  unabhängigen 
Veränderlichen  irgend  eines  dieser  Argumente,  z.  B.  a,  und  eine  der  alten 
unabhängigen  Veränderlichen,  z.  B.  x  ein. 

Angenommen,  es  sei 

a  =  /"C^,  y\ 

Zufolge  dieser  Gleichung  wird  y  eine  Function  von  x  und  a  sein  und  alle 
veränderlichen  von  x  und  y  abhängenden  Grössen  können  jetzt  als  Functionen 
von  X  und  a  betrachtet  werden. 

ffierzu  fügen  wir  noch  eine  Bemerkung,  die  uns  bald  von  Nutzen 

sein  wird,  nämlich  die,  dass  die  Ableitungen  ^  und  ~  nicht  0  und  oo  zu 
ihren   Werthen   haben   können.      Denn   nimmt    man    in   der   vorstehenden 
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Gleichung  x  nnd  a  zu  unabhängigen  Veränderlichen  und  differentiirt  man 
diese  Gleichung  nach  x,  indem  man  a  als  constant  betrachtet,  so  hat  man: 


0  =  K  4.  ^^J.      also-    ^i^  =.  -  2f 

Mithin   wird   ^   gleich    0   oder    00,   wenn    man   respective  ~-  =  0  oder 

L  — -  0  hat;  keiner  dieser  beiden  Fälle  ist  aber  möglich,  da  f  den  Werth 

Yon  a  darstellt,  der  nach  Voraussetzung  von  x  und  y  abhängt. 

Femer  ist  y  zufolge  der  Gleichung  a  s=a  f(x,  y)  offenbar  eine  Function 

yon  a;  mithin  kann  sich  —-  nicht  auf  Null  reduciren.     Differentiirt  man 

diese  Gleichung  nach  a,  so  dass  x  als  constant  betrachtet  wird,  so  kommt : 

1  =  ^  ??      also-  ^  =    V 

Mithin  wird  ^  =  00  sein,  wenn  -~  ==  0  ist;  dieser  Fall  ist  jedoch  nicht 

möglich,  da  die  Function  /",  welche  den  Werth  von  a  darstellt,  y  enthält. 

Man  betrachtet  also  in  den  h  '\-  1  Gleichungen  des  Integrals  x  und  a 
als  die  unabhängigen  Veränderlichen,  während  die  andern  A;  -f-  1  Veränder- 
lichen, nämlich  y,  z^  ß^  y^  ,  , .  Functionen  von  x  und  a  sind. 

In  Betreff  der  Bezeichnung  der  partiellen  Ableitungen  nach  den  neuen 
unabhängigen  Veränderlichen  x  und  a  erinnere  man  sich  der  oben  ge- 
troffenen Festsetzung  (§  1,  Nr.  2). 

25«  Jetzt  können  wir  bezüglich  des  Auftretens  willkürlicher  Grössen 
in  den  aus  den  Gleichungen  des  Integrals  hergeleiteten  Ableitungen  von  z^ 
welche  nicht  in  diesen  Gleichungen  vorkommen,  den  folgenden  Satz  beweisen: 

Wenn  eine  neue  willkürliche  Grösse  (irgend  eine  willkürliche 
Function  von  a,  die  nicht  in  den  Gleichungen  des  Integrals  vor- 
kommt) zum  ersten  Male  in  dem  Ausdrucke  der  partiellen  Ab- 
leitung j8r^^  von  der  Ordnung  n  ^^^  i  -{•  h  auftritt,  so  muss  diese 
Grösse  nothwendig  auch  in  allen  partiellen  Ableitungen  w**'  Ord- 
nung von  g 

in)        (n-\)  (i+lj         (0        (,-l)  f  ,    X 

Z     ,    Z^        , ,    Zf._^  ,    Zf^  ,    z^^^ ,....,    ^„_i,    Z„       .      .    W 

auftreten. 

Wir  brauchen  diesen  Satz  nur  für  die  Ableitungen  z^J^^^  und  ^J^J^ 

welche  z)^    in  der  Reihe  (n)  benachbart  sind,   zu  beweisen,   weil  man  ihn, 
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indem  man  ihn  auf  die  Ableitengen  reehis  tob  ^^^^i^  und  links  von  tr^_^ 
anwendet,  auf  die  ganze  Reihe  (n)  ausdehnen  kann. 

Zu  diesem  Zwecke  nehmen  wir  die  partiellen  Ableitungen  (n  —  1)^ 
Ordnung  Jß^j!""*^  und  ^fl^J^^j,  ans  denen  man  /^  (wo  x  und  y  als  unabhängige 
Veränderliche  genommen  sind)  ableitet,  indem  man  die  erste  nach  x,  die 
zweite  nach  y  differentiirt. 

Nimmt  man  jetzt  x  und  a  als  nnahhlUigige  Yerinderiiche,  so  folgt 
durch  Differentiation  eben  dieser  beiden  Functionen  nach  x: 


hz<f^' 


»(0  _L    Ai-^)  ^9 


und  hieraus: 


iSZ 


ü) 


8« 

= 

& 

+ 

^'S' 

»^izV 

8*(r»> 

».V 

■^? 

8x 

i//+i)  =  -^^  _  «0)   ^y, 


Nach  Voraussetzung  tritt  aber  in  e^^  eine  neue  willkürliche  Grosse 
aui',  welche  weder  in  den  Gleichungen  des  Integrals,  noch  in  den  Ausdiftcktn 
der  Ableitungen  von  g  bis  zur  (« —  !)*•''  Ordnung  inclusive  vorkonunt; 
mithin  kann  sie  auch  nicht  vorkommen  in  dem  aus  den  Oleichungen  des 
Integrals  abgeleiteten  Ausdrucke   von  y,   ebensowenig  in  den  Ausdrücken 

von  — ,  — .-  ,  die  man  erhftlt,  wenn  man  die  Ableitungen  (n  —  1)* 
Ordnung  ^^_|7  ^^!^  i  in  denen  man  a  als  constant  betrachtet,  nach  z 
differentiirt.     Überdies   kann    dem    oben    Bewiesmien    zufolge    ~  weder  0 

noch  00  sein.  Mithin  treten  die  betrachteten  willkürlichen  Functionen  von 
a  auf  den  rechten  Seiten  der  letzteren  Oleichungen  nur  durch  den  Hnltipli* 
cator  jgr^!^  der  zweiten  Glieder  auf,  und  da  diese  Glieder  nicht  verschwinden 
können,  so  müssen  die  linken  Seiten  dieser  Gleichungen,  nttmlich  die  Aob- 
drücke  z^l"^^  und  ^^'Tf  dieselbe  willkürliche  £Wiotioii  von  a  entiuJiten, 
welche  in  g"^  eingeführt  wurde,  und  dies  sollte  bewiesrai  werden. 

26.  Die  Umkehrung  des  vorstehenden  Satzes  muss  ebenfalls  statt- 
finden, nämlich: 

Wenn  d«r  Ausdruck  der  Ableitung  z^^  von  der  Ordnung 
n  ^^  i -{' k  \e\ne  anderen  willkürlichen  Functionen  von  u  eat^&lt 
wie  diejenigen,  welche  in  den  Ableitungen  der  niedrigeren 
Ordnungen  vorkamen,  so  müssen  s&mmtliche  Ableitungen  der 
f;ton  Ordnung  die  nämliche  Eigenschaft  besitzen. 
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23«  um  zu  sehen,  unter  welcher  Bedingung  in  den  Ausdrucken  der 
Ableitungen  n^'  Ordnung  eine  neue  willkürliche  Function  von  a  auftritt, 
die  sich  nicht  in  den  Ausdrücken  der  Ableitungen  der  (n  —  l)^*^  Ordnung 
vorfindet,  nehmen  wir  eine  dieser  letzteren  je^^_j  und  differentiiren  sie  partiell 
nach  a.     Man  erhält  die  Gleichheit: 

worin  ^  weder  0  noch  oo  sein  kann,  mithin: 

^  8y  ' 

8« 

Im  Zähler  und  Nenner  des  Bruches  auf  der  rechten  Seite  muss  die  neue 
willkürliche  Function  von  a  vorkommen,  welche  in  den  Ausdrücken  von 
^^-.1  '^^  y  J^icht  auftrat.  Diese  Function  wird  daher,  falls  sie  nicht  aus- 
schliesslich in  einem  dem  Zähler  und  Nenner  gemeioschaftlichen  Factor 
vorkommt,  auch  in  dem  Ausdrucke  der  Ableitung  n^^  Ordnung  z^^  auf- 
treten. Diese  Bemerkung  führt,  verbunden  mit  dem  vorigen  Satze,  zu 
folgenden  Schlüssen: 

1)  Die  Ausdrücke  der  Ableitungen  w*®'  Ordnung  s^^\  .  .  .,  Zn  ent- 
halten eine  willkürliche  Function,  die  in  den  Ausdrücken  der  Ableitungen 
n  —  V^  Ordnung  jsK"""^),  .  .  .,  Zn—i  nicht  vorkommt,   vorausgesetzt,   dass 

diese  Function  nicht  ausschliesslich  in  einem  Factor  auftritt,  der  ~  und 

8« 

8;^^''-l>   8^J»-2>  8^„_i 

jeclem  der  Ausdrücke  — r — ,  — r j  •  •  •»  — ^ —  gemeinschaftlich  ist.    Diese 

letzteren   Ausdrücke    müssen    alle    ohne  Ausnahme  entweder  den  in  Bede 

stehenden  mit  r^  gemeinschaftlichen  Factor  enthalten  oder  nicht  enthalten. 

2)  Da  in  der  Function,  welche  den  Werth  von  z^^  darstellt,  auch  bei 
der  Variation  der  Zahl  m  es  i  4.  A;  der  Nenner  beständig  derselbe  bleibt, 
während  der  Zähler  sich  fortwährend  ändert,  so  kann  die  neue  Function 
von  a,  welche  darin  erscheint,  nicht  beständig  dieselbe  sein;  ist  sie  aber 
verschieden  und  stets  in  einem  besonderen  Factor  enthalten,  so  kann  sie 
sich  nicht  beständig  mit  einem  ähnlichen  Factor  des  Nenners  aufheben, 
denn  dann  müsste  dieser  letztere  aus  einer  unbestimmten  Anzahl  verschie- 
dener Factoren  gebildet  sein.  Mithin  giebt  es  stets  eine  Ordnung  von  Ab- 
leitungen, in  denen  eine  willkürliche  Function  von  a  auftritt,  die  nicht  in 
den  Ausdrücken  der  Ableitungen  niederer  Ordnung  vorkommt,  und 
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8)  sobald  dies  ftlr  eine  bestimmte  Ordnung  n  von  Ableitungen  ein- 
tritt, so  werden  in  jeder  der  folgenden  Ordnungen  n  +  1,  n  '\-  2,  , .. 
neue  willkürliche  Functionen  erscheinen.  Es  genügt,  sich  hiervon  für  die 
Ordnung  n  +  1  zu  überzeugen.  Differentürt  man  0^^  in  lümlicher  Weise 
nach  o,  so  findet  man: 


8*«;^ 

8«           '*+l  8«' 

■^-  'li,  -  -^ 

der 

Der  Zähler  der  rechten  Seite  der  letzten  Gleichung  enthält  eine  Function 
von  a,  welche  die  Ableitung  ist  von  derjenigen,   die  zum  ersten  Male  in 

jg^^  auftrat,  und  diese  Function  kann  nicht  in  -  vorkommen,  da  die  ent- 
sprechende primitive  Function  nicht  in  y  vorkam. 

28*  Nach  dem  Beispiele  Amp^re's  nennen  wir  die  Ausdrücke  der 
Ableitungen  von  js  gleichartig  mit  dem  Integral  in  Bezug  auf  a 
(homogenes  k  Vint^grale  par  rapport  4  a),  wenn  sie  nur  dieselben  willkür- 
lichen Functionen  von  a  enthalten,  welche  in  den  Gleichungen  des  Integrals 
vorkoiomen. 

Aus  dieser  Definition  folgt  nicht,  dass  die  mit  dem  Integrale  gleich- 
artigen Ableitungen  nothwendig  alle  willkürlichen  Functionen  von  a,  welche 
in  dem  Integrale  vorkommen,  enthalten  müssen;  es  genügt,  dass  sie  keine 
anderen  als  die  enthalten,  die  in  dem  Integral  auftreten. 

Die  Ableitungen  von  £  werden  ungleichartig  (heterogenes)  mit  dem 
Integral  in  Bezug  auf  a  genannt,  wenn  sie  willkürliche  Functionen  Ton  a 
enthalten,  die  sich  nicht  in  den  Gleichungen  des  Integrals  vorfinden. 

29.  Mit  Anwendung  dieser  Benennungen  kann  man  die  in  diesem 
Paragraphen  erhaltenen  Resultate  folgendermassen  ausdrücken: 

1)  Wenn  die  Ableitung  js'  und  daher  auch  die  Ableitung  j?,  ungleidh- 
artig  mit  dem  Integral  ist,  so  sind  sänmitliche  andern  Ableitungen  un- 
gleichartig mit  dem  Integral. 

2)  Wenn  die  Ableitung  j?^*^  von  der  Ordnung  i  -f-  A?  gleichartig  mit 
dem  Integral  ist,  so  sind  s&nmtliche  Ableitungen  derselben  Ordnung  und 
der  niederen  Ordnungen  gleichartig  mit  dem  Integral. 

8)  Es  giebt  stets  eine  Ableitung  von  jp,  in  welcher  eine  willkürliche 
Function  von  a,  die  in  den  das  Integral  bildenden  Gleichungen  nicht  vor- 
kommt, zuerst  erscheint;  diese  Function  tritt  gleichzeitig  in  allen  Ab- 
leitungen derselben  Ordnung  auf. 

4)  Alsdann  aber  treten  in  jeder  der  folgenden  Ordnungen  von  Ab- 
leitungen neue  willkürliche  Functionen  von  a  auf,  welche  sich  weder  in 
den  Gleichungen  des  Integrals,  noch  in  den  Ableitungen  der  vorhergehenden 
Ordnungen  finden. 
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80.  Bemerkung.  Wir  haben  oben  (Nr.  24)  vorausgesetzt,  dasB  die 
Gleichungen  des  allgemeinen  Integrals  ohne  partielle  Quadraturen  nur  will- 
kürliche Functionen  enthalten,  deren  Argumente  a^  ß,  y,  ...  Functionen 
der  beiden  Veränderlichen  o?,  y  zugleich  sind.  Unter  dieser  Voraussetzung 
ist  bewiesen  worden,  dass  die  Ausdrücke  der  Ableitungen  von  z  von  irgend 
einer  Ordnung,  die  aus  den  Gleichungen  des  Integrals  hergeleitet  sind,  ent- 
weder s&mmtlich  gleichartig  oder  sftmmtlich  ungleichartig  mit  dem  Integral 
sind.  Diese  Eigenschaft  der  Ableitungen  findet  nicht  statt,  wenn  das  In- 
tegral willkürliche  Functionen  enthält,  deren  Argument  von  der  einzigen 
Veränderlichen  y  abhängt. 

Nehmen  wir  nämlich  an,  dass  das  Integral  eine  willkürliche  Function 
von  a  enthalte  und  dass  a  Function  von  y  allein  sei,  so  folgt  daraus,  dass 
umgekehrt  y  eine  Function  von  a  allein  ist,  die  wir  bezeichnen  mit 

y  =  /•(«)• 

Man  hat  also: 

und  an  Stelle  der  in  Nr.  25  bewiesenen  Gleichung 


hat  man  folgende: 


^^1  _    /m) 


welche  zeigt,  dass  in  der  Ableitung  »*«  Ordnung  i^jlij^  keine  andere  will- 
kürliche Function  von  a  erscheinen  kann,  als  die,  welche  schon  in  der  Ab- 
leitung n  —  1*®  Ordnung  j^_^  vorkam,    denn    die  Differentiation   nach  x 
setzt  a  als  oonstant  voraus. 
Andrerseits  hat  man: 


somit: 


^' 


Im  Zähler  der  rechten  Seite  dieser  Gleichheit  muss  infolge  der  Diffe- 
rentiation von  jer^!^j  nach  a  eine  willkürliche  Function  von  a  auftreten, 
welche  vorher  in  Jß^*^-  nicht  vorkam  und  diese  Function  kann  sich  nicht 

mit  einem  Theile  des  Nenners  wegheben,  da  dieser  letztere  eine  bestimmte 

22* 
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Ftmotion  f{a)  von  a  ist.  Es  muss  also  der  Ausdrack  von  e^^  eine  will- 
kürliche Function  enthalten,  welche  in  dem  Ausdracke  von  j?^_^  nicht 
Yorkonunt. 

Mithin  ist  von  den  beiden  Ableitungen  n**'  Ordnung  jp][!^J^  und  m^^ 
die  erste  mit  der  Ableitung  n — 1*^  Ordnung  is'^^^  in  Bezug  auf  a  gleich- 
artig, die  zweite  ungleichartig.  Denmach  sind  diese  Ableitungen  n^' Ord- 
nung unter  einander  ungleichartig,  was  zu  beweisen  war. 

31.  Femer  ist  leicht  zu  folgern,  aus  dem,  was  oben  bewiesen  wurde, 
dass  die  Ableitungen 

^,  ir'',  ^*\  .  .  .,  z^-\  .  .  ., 

welche  man  durch  Differentiation  allein  nach  x  erhält,  keine  andern  will- 
kürlichen Functionen  von  a  enthalten  als  diejenigen,  welche  in  dem  Aus- 
druck von  n  vorkonmien. 

Dagegen  werden  die  Ableitungen 

'  ~  rwy  '  ~  A«)'  •  •  •  •'  ^'     ~  na)^-  - 

zu  deren  Bildung  man  eine  veränderliche  Anzahl  von  Differentiationeil  nach 
x^  aber  nur  eine   einzige  Differentiation   nach  y  nöthig  hat,    eine  einzige 
und  zwar  dieselbe  willkürliche  Function  von  a  enthalten,  die   versdiieden 
ist  von  den  in  e  vorkommenden. 
Ebenso  werden  die  Ableitungen 

"  ~  'F^y   "  ~  7v)'  — '  "         IW' ' ' ' 

dieselben  beiden  willkürlichen  Functionen  von  a  enthalten,  welche  von  den 
in  js  vorkommenden  verschieden  sind;  u.  s.  w. 

Mithin  sind  die  Ausdrücke  der  Ableitungen,  welche  entstehen  durch 
Differentiationen  allein  nach  x,  gleichartig  mit  dem  Integral,  die  andern 
Ableitungen  aber  ungleichartig  mit  dem  Integral.  Die  Ableitungen  aber, 
zu  deren  Bildung  gleich  oft  nach  y  differentürt  worden  ist,  sind  unter 
einander  gleichartig.  Bei  allem  diesen  verstehen  wir  die  Gleichartigkeit 
oder  Ungleichartigkeit  als  sich  beziehend  auf  das  Argument  a,  das  nor 
abhängig  ist  von  y. 

Offenbar  gelangt  man,  wenn  man  in  dem  Vorhergehenden  den  Buch- 
staben X  mit  dem  Buchstaben  y  vertauscht,  zu  analogen  Schlüssen. 
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§5. 

32«  Nunmehr  können  wir  eine  sehr  wichtige  auf  die  Integrale  ohne 
partielle  Quadi-aturen  bezügliche  Aufgabe  lösen,  nämlich  die  Frage  nach 
der  Anzahl  der  von  einander  unabhängigen  willkürlichen 
Functionen,  welche  in  einem  solchen  Integral  vorkommen 
können,  wenn  dasselbe  einer  partiellen  Differentialgleichung  m^^  Ordnung 
angehört. 

Als  Grundlage  für  diese  Untersuchung  muss  man  die  Definition  des 
allgemeinen  Integrals  (§1)  nehmen  und  die  Schlussfolgerungen  der  Nr.  18 
wiederholen,  welche  uns  zu  den  Gleichungssystemen  (Ä)  und  (B)  geführt 
haben.  In  dieser  letzteren  Nummer  haben  wir  aber  das  allgemeine  Inte- 
gral unter  der  Form  einer  einzigen  Gleichung  dargestellt,  während  wir  es 
hier  entsprechend  dem  am  Ende  des  §  3  angegebenen  allgemeinen  Typus 
nnter  der  Form  eines  Systems  von  A;  -|-  1  Gleichungen  darstellen.  Nimmt 
man  daher  die  Integralgleichungen  und  alle  ihre  Ableitungen  nach  x  und  y 
bis  zur  n^^  Ordnung  einschliesslich,  so  erhält  man  jetzt 

(-  +  'n-  +  ^)  (Ä  + 1) 

Gleichungen.     Die  gegebene  partielle  Differentialgleichung  m^'  Ordnung 

F  =  0 

liefert  mit  allen  ihren  Ableitungen  nach  x  und  y  bis  zur  n  —  m^^  Ord- 
nung einschliesslich  nach  dem  Vorigen 

(n^m  +  1)  (n-m  +  2)  _  (n  +  1)  (n  +  2)         w^    .    ^    .    Mm  -  1) 
_ = _ n»(n  +  1)  H g 

Gleichungen. 

Infolge  der  Definition  des  allgemeinen  Integrals  muss  das  erste  dieser 
Gleichungssysteme  nach  Elimination  der  Grössen,  welche  nicht  in  der  ge- 
gebenen Differentialgleichung  sich  vorfinden,  mit  dem  zweiten  vollständig 
identisch  werden.  Die  Möglichkeit,  diese  Bedingung  zu  erfüllen,  wird  schon 
dadurch  bestätigt,  dass  das  erste  System  mehr  Gleichungen  enthält  als  das 
zweite,  indem  der  Unterschied  in  den  Anzahlen  der  Gleichungen  beider 
Systeme  ist: 

(n  +  lHn  +  2)  ;fc  ^  ^(„  ^  1)  _  m(»^  •     ^j^y 

Es  reicht  daher  aus,  dass  die  Anzahl  der  aus  dem  ersten  System  zu 
eliminirenden  Grössen  nicht  kleiner  sei  als  diese  Differenz.  Die  Anzahl 
muss  gleich  (D)  sein,  wenn  jede  der  in  Frage  kommenden  Grössen  sich 
einzeln  eliminirt;  sie  kann  dagegen  grösser  sein  als  (D),  wenn  einige  von 
diesen  Grössen  sich  gleichzeitig  gruppenweise  eliminiren. 
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88«  Versuchen  wir  jetzt,  den  Aiudmck  för  die  Gresammtzahl  der  der 
Elimination  unterworfenen  Grössen  zu  bestimmen.  Dieselben  können  in 
zwei  Kategorien  getheilt  werden: 

1)  Die  k  Argumente  a,  ß,  y,  .  ,  .  mit  allen  ihren  Ableitungen  bis 
zur  n^^  Ordnung  einschliesslich: 

a',  a„  a",  a\,  a„,  . . .,  a<»>, . . .  ^  a», 

^t  ßn  ß'f  ß'^  Ä«  •  '  n  ß*\ .  ßm 

u.  s.  w. 

Die  Anzahl  dieser  Grössen  ist  augenscheinlich  gleich 

(n  +  l)(n  +  2)    , 
2  *• 

2)  Die  willkürlichen  Functionen  und  ihre  Ableitungen  nach  ihren 
respectiven  Argumenten. 

Um  auf  die  allgemeinste  Weise  die  Anzahl  der  zu  eliminirenden 
Grössen  dieser  letzteren  Kategorie  auszudrucken,  fuhren  wir  folgende  Be- 
zeichnung ein: 

Es  sei  ^  die  Anzahl  der  von  einander  imabhängigen  willkürlichen 
Functionen  wie  q>  (a),  %p  (ß),  . .  .,  welche  in  den  Gleichungen  des  Integrals 
vorkommen.  Sind  alle  Argumente  von  einander  verschieden,  so  ist  oflionbar 
g  ssss  kf  im  entgegengesetzten  Falle  muss  g  y>  k  sein. 

Es  sei  femer  g*  die  Anzahl  der  willkürlichen  Functionen,  welche  mit 
Hülfe  der  vorhergehenden  durch  Differentiation  oder  Integration  (oder  durch 
beide  Operationen  zugleich)  nach  einem  und  demselben  Argument  gebildet 
sind.  Unter  dieser  Anzahl  fassen  wir  die  Functionen  zusanunen,  welche 
wirklich  in  den  Gleichungen  des  Integrals  vorkonmien,  sowie  auch  die, 
welche,  ohne  darin  vorzukommen,  in  der  Reihe  der  Transformationen  auf- 
treten, welche  man  ausführen  muss,  um  von  einer  Function  zu  einer  andern 
Function  überzugehen,  die  beide  in  den  Gleichungen  des  Integrals  auftreten. 
Z.  B.  wird  g>\a)  in  der  Zahl  g*  mit  einbegriffen  sein,  wenn  die  Gleichungen 
des  Integrals  q>{a)  und  9>"(a)  enthalten.  Ebenso  wird,  wenn  F  eine  ge- 
gebene Function  bezeichnet,  jF(a,  q>{a))da  in  der  Zahl  g'  mitenthalten 
sein,  wenn  die  Gleichungen  des  Integrals  J(fajF[a,  q>{(i)'\da  und  (p{a) 
enthalten. 

Endlich  seien  i  +  1,  ?'  +  1,  '"  +  1,  ...  die  Ordnungen  der  Glei- 
chungen, welche  aus  den  Gleichungen  des  Integrals  abgeleitet  sind  und  die 
als  die  ersten  mit  dem  Integrale  in  Bezug  auf  a,  ß^  y,  ...  respective  tui- 
gleichartig  sind.  Die  Zahlen  Z,  l\  V  ...  müssen  endliche  und  bestimmte 
Werthe  haben  und  können  sich  auch  auf  Null  reduciren. 

84.  Wir  haben  aber  im  vorigen  Paragraphen  bewiesen,  dass,  wenn 
in  den   aus    den  Gleichungen   des   Integrals   abgeleiteten  Gleichungen  von 
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irgend  einer  Ordnung  eine  willkürliche  Function,  z.  B.  eine  gewisse  Ab- 
leitung von  (p{a)  zum  eisten  Male  erscheint,  alsdann  beim  Übergange  zu 
abgeleiteten  Gleichungen  der  folgenden  Ordnungen  jedesmal  neue  willkär- 
liche  Functionen  entstehen,  die  ebenfalls  aus  (p{a)  hervorgeben.  Sobald  man 
also  bei  der  Differentiation  der  Gleichungen  des  Integrals  zur  v^  Ordnung 
gelangt,  hat  man  willkürliche  Functionen  eingeführt,  die  nicht  in  diesen 
Gleichungen  sich  vorfinden,  und  unter  denen  es  n  —  l  aus  f>(a),  n  —  V 
aus  tp(ß)i  u.  s.  w.  hervorgehende  giebt.  Somit  ist  die  Oesammtzahl  der 
so  eingeführten  willkürlichen  Functionen  gleich  ng-^l  —  l*  —  l"  —  .... 

Addirt  man  hierzu  die  oben  bestimmten  Zahlen  g,  ff*  und  »^  (t»  +  1)  (^  +  2)  ^? 

so  erhält  man  einen  allgemeinen  Ausdruck  für  die  Anzahl  der  der  Elimi- 
nation unterworfenen  Grössen  unter  der  folgenden  Form: 

^  (n  +  l)in  +  2)k  +  g(n  +  1)  +  g-  -l  —  l-  -l" 

Diese  Zahl  darf,  wie  oben  auseinandergesetzt  wurde,  in  keinem  FaUe 
kleiner  als  die  Zahl  (D)  sein.     Mithin  muss  man  nothwendig  haben: 

d.  h. 

(m  —  g){n+l)<^m{m—l)  +  g*^l  —  P  —  V* 

Die  rechte  Seite  dieser  letzteren  Gleichheit  oder  Ungleichheit  ist  aber 
eine  endliche  bestimmte  Zahl,  während  auf  der  linken  Seite  als  gemein- 
schaftlicher Factor  die  Zahl  n  +  1  auftritt,  die  beliebig  gross  werden  kann. 
Mithin  muss  man,  wenn  diese  Gleichheit  oder  Ungleichheit  für  ein  beliebiges 
n  stattfinden  soU,  haben: 

^  —  m, 

d.  h.  das  endliche  allgemeine  Integral  ohne  partielle  Quadraturen 
muss  so  viel  willkürliche  und  von  einander  unabhängige  Func- 
tionen enthalten,  als  die  Ordnung  der  partiellen  Differential- 
gleichung, zu  welcher  dieses  Integral  gehört,  angiebt. 


§6. 

35.  Die  oben  auseinandergesetzten  allgemeinen  Eigenschaften  der 
partiellen  Differentialgleichungen  mit  zwei  unabhängigen  Veränderlichen 
liefern  uns  die  Fingerzeige,  welche  uns  zur  Bestimmung  der  zu  gegebenen 
Differentialgleichungen  dieser  Klasse  gehörigen  Integrale  führen  werden. 

Vor  allem  wollen  wir  uns  damit  beschäftigen  zu  untersuchen,  wie 
mau  aus  der  Form  einer  gegebenen  Gleichung  ein  ürtheil  fällen  kann  über 
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die  Eigenschaften  der  Argumente  der  willkürlichen  Functionen  des  allge- 
meinen Integrals  ohne  partielle  Quadraturen,  wenn  ein  solches  Integral 
mOglioh  ist. 

Wir  haben  (§  5)  gesehen,  dass  in  dem  Ausdrucke  eines  solchen  Inte- 
grals nothwendig  willkürliche,  von  einander  vollstftndig  unabhfingige 
Functionen  9>(a),  tp{ß),  ...  vorkonunen  müssen,  deren  Anzahl  gleidi  der 
Ordnung  der  zu  integrirenden  Gleichung  ist,  und  deren  Argumente  o,  /?,  . . . 
im  Allgemeinen  bestimmte  und  von  einander  verschiedene  Functionen  der 
unabhängigen  Veränderlichen  o;,  y  darstellen.  Das  Integral  hört  aber  nicht 
auf,  allgemein  zu  sein,  wenn  die  Functionen  a,  /?,  .  .  entweder  theilweise 
oder  insgesammt  unter  einander  identisch  sind  oder  nur  von  der  einen 
Yerftnderlichen  x  oder  der  einen  Veränderlichen  y  abhängen,  und  da  diese 
umstände  nicht  ohne  Einfluss  auf  den  Gang  der  Integration  sind,  so  ist 
es  wichtig,  dass  man  im  Stande  ist,  aus  der  blossen  Form  der  gegebenen 
Gleichung  die  Eigenschaften  der  Argumente  der  willkürlichen  Functionen 
in  dem  allgemeinen  Integrale  ohne  partielle  Quadraturen  im  Voraus  zu 
erkennen,  wenn  die  Möglichkeit  eines  solchen  Integrals  vorausgesetzt  wird. 

36.    Zu  diesem  Zwecke  denken  wir  uns,  dass  die  Gleichung 

a  =  /■(«?,  y) 

eins  der  Argumente  a  der  willkürlichen  Functionen  des  angenommenen 
Integrals  bestimme.  Mit  Hülfe  dieser  Gleichung  können  wir  an  Stelle  der 
ursprünglichen  unabhängigen  Veränderlichen  x  und  y  die  neuen  Veränder- 
lichen X  und  a  oder  y  und  a  in  die  gegebene  Gleichung  einführen.  Indem 
man  nach  einander  diese  beiden  Annahmen  macht  und  die  vorstehende 
Gleichung  partiell  zuerst  nach  ^,  dann  nach  y  differentürt,  während  die 
zweite  Veränderliche  a  in  diesen  beiden  Fällen  als  constant  betrachtet  wird, 
erhält  man: 


daher: 

V  öy      0          ö/-          ?/•  öx 
8y    dx'    "  ~   Öy    "^    bx   8y' 

«/        Öy    —          If   — 

öy 

Ix 

und  zugleich  ist: 

öy   ox          - 

Qx    8y 

Wenn  es  daher  möglich  ist,  verschiedene  Functionen  m,  n,  ...  der  Ver- 
änderlichen 0?,  y  zu  bestinunen,  welche  die  Werthe  von  p  darstellen,  so 

St  1       I 

erhalten  wir  zu  gleicher  Zeit  die  Werthe  von  ^  unter  der  Form  —,-,.. ., 
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und  die  entBprechenden  Werthe  der  Argumente  a,  ^,  .  .  .  der  willkürlichen 
Fionctionen  werden  erhalten  durch  Integration  linearer  partieller  Differential- 
gleichungen von  der  Form: 

a'  +  wa,  =  0,     ß  +  nß,  =  0,.,  . 

Auf  diese  Weise  ist  die  Untersuchung  der  Argumente  der  willkürlichen 
Functionen  zurückgefiihrt  auf  die  Untersuchung  der  yerschiedenen   diesen 

Argumenten  entsprechenden  Werthe  von  ^,  Werthe,   die  man  versuchen 

musSy  allein  aus  der  gegebenen  Gleichung  zu  erhalten. 

37«  Wir  nehmen  an,  dass  die  gegebene  Gleichung  von  der  zweiten 
Ordnung  und  von  der  Form  sei: 

i^(a?,  y,  5,  z*,  z„  s^\  z\,  z,)  =  0. 

Nimmt  man  x  und  a  zu  unabhängigen  Veränderlichen,  so  ergeben 
sich  aus  den  Gleichungen  des  allgemeinen  Integrals  Ausdrücke  für  die 
Functionen  y,  js,  jßr',  ^„  jer",  .  .  .  mittels  dieser  Veränderlichen,  durch  deren 
Substitution  man  nicht  nur  der  gegebenen  Gleichung,  sondern  auch  allen 
ihren  Ableitungen  nach  x  und  y  bis  zu  irgend  einer  Ordnung  genügt. 
Differentürt  man  die  gegebene  Gleichung  n — 2 -mal  nach  y,  so  folgt: 

ö-^  ^    _L  öF    y       _i_  ^^  ^"       _i_  I?  c\ 

Hierin  kommen  die  Ableitungen  von  der  Ordnung  n  nur  linear  vor,  während 
ihre  Coefficienten  mit  Hülfe  allein  der  Grössen,  welche  in  der  gegebenen 
Gleichung  aufixeten,  gebildet  sind  und  das  Glied  R  ausserdem  die  Ab- 
leitungen von  z  von  den  Ordnungen,  die  niedriger  sind  als  n,  enthält. 

88«  Im  §  4  haben  wir  gesehen,  dass  von  einer  bestimmten  Ordnung 
an  die  aus  den  Gleichungen  des  Integrals  abgeleiteten  partiellen  Ableitungen 
von  z  nothwendig  mit  diesem  in  Bezug  auf  a  ungleichartig  sein  müssen. 
Und  da  die  Zahl  n  willkürlich  ist,  so  hindert  nichts,  anzunehmen,  dass  die 
Ableitungen  n^''  Ordnung  mit  dem  Integral  in  Bezug  auf  a  ungleichartig 
sind.  Unter  dieser  Voraussetzung  wollen  wir  zusehen,  wie  wir  der  vor- 
stehenden Gleichung  genügen  können. 

Wir  drücken  zunächst  ä^_i  und  f^l^__2  Duttels  z^  aus.  Man  hat  dazu 
die  Gleichungen: 


ix      ~  *»-!    '    ""  8«'        8«      ~  ^«-»  ^    »-1    8a;' 

mit  deren  Hülfe  man  findet: 

y        _  8«n-,          8y              „              8z;_,          8y   8ir„_, 
^«-1  —     a^             8a.  «».      ««-3  —      8a,        "    ^j.      8«      + 

m- 
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Setzt  man  diese  Werthe  von  «J^j,  xrj/_.j  in  die  betrachtete  Gleichimg 
ein,  so  erhält  man: 

Snbstituirt  man  schliesslich  hierin  die  Ausdrücke,  welche  die  Glei- 
chungen des  Integrals  ftlr  die  Functionen  y,  jer,  jb*^  e„  .  .  ,  und  ihre  partielles 
Ableitungen  nach  x  ergeben,  so  muss  man  eine  Identität  erhalten. 

Nun  ist  der  aus  der  Formel 

da 

erhaltene  Werth  von  Zn  nach  dem  Vorhergehenden  ungleichartig  mit  dem 
Integral,  d.  h.  er  enthält  eine  willkürliche  Function  von  a,  welche  weder  in 
den  Gleichungen  des  Integrals,  noch  in  den  Ausdrücken  der  Ableitangeii 
von  z  von  niederer  als  der  »*•"  Ordnung  und  daher  auch  nicht  in  den 
partiellen  Ableitungen  dieser  letzteren  und  von  y  nach  x  vorkommt;  denn 
die  Differentiation  nach  x  setzt  a  als  constant  voraus. 

Mithin  kann  sich  in  der  obigen  Gleichung  das  Glied  mit  dem  Factor 
Zn  nicht  gegen  die  übrigen  Gb'eder  aufheben,  und  die  Gleichung  kann  sich 
nur  dann  in  eine  Identität  verwandeln,  wenn  man  hat: 


9F  _  Ö^  by         ^  /öy\2 


39.  Dies  ist  die  Gleichung,  welcher  das  zum  Argumente  a  gehörige 

^^  genügen  muss.  Da  aber  a  nicht  explicit  darin  vorkommt,  so  muss  man, 
ex 

wenn  man  die  Bedingung  sucht,  welcher  das  dem  Argumente  ß  entsprechende 

~   genügen  muss,  wiederum  auf  dieselbe  Gleichung  kommen.   Mithin  werden 

die  Wurzeln   dieser  Gleichung,   die   wir  mit  m  und  n  bezeichnen  wollen. 

die  beiden  Werthe  von    -   ergeben,  welche  den  beiden  Argumenten  a  und  ^ 

der  beiden  willkürlichen  Functionen  des  allgemeinen  Integrals  ohne  partielle 
Quadraturen  der  partiellen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  entsprechen, 
falls  diese  Gleichung  eines  solchen  Integrals  f^g  ist. 

40.  Das  Resultat,  welches  wir  soeben  erhalten  haben,  gestattet  uns 
die  folgenden  Schlüsse  bezüglich  der  aus  der  Form  der  gegebenen  Gleichung 
sich  ergebenden  Beschaffenheit  der  Argumente  a,  ß  zu  ziehen: 

1)  a  und  ß  müssen  allgemein  bestimmte  Functionen  von  x  und  y 
sein;  denn  die  zugehörigen,  durch  die  Wurzeln  m  und  n  der  vorstehenden 
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Gleichnng  dargestellten  Werthe  von  ^  sind  unter  bestimmter  Form  aus- 
gedrückt mit  Hülfe  von  x,  y  und  der  von  x^  y  abhängigen  Functionen 

^1   ^1   ^n   *  >   ^n   ^tr 

7\TP     TiTP     ^V 

2)  Wenn  ^-^^^  -^^  ^—  sich  ausdrücken  als  Functionen  von  x  und  y, 

sei  es  unmittelbar,  sei  es  nach  Division  mit  einem  gemeinschaftlichen  Factor, 
so  werden  m  und  n  Functionen  derselben  Grössen  sein.  Demnach  können 
a  und  ß  bestinmit  werden  durch  Integration  der  Gleichungen: 

a'  +  wa,  =  0,     ^  +  nß,  =  0. 

8)  Ist  1»  e»  n,  d.  h.  hat  man 

/8F\2  _       SF  BF 
W)    —  *  8^-  bV 

so  ist  a  a»  /?,  somit  muss  das  gesuchte  Integral  zwei  verschiedene  will- 
kürliche Functionen  desselben  Argumentes  enthalten. 

4)  Ist  w  s^  0,  d.  i.  ■^—  =  0,  so  nimmt  die  Gleichung,  welche  a  be- 

stinmit,  die  Form  an  a'  =  0;  mithin  ist  a  eine  willkürliche  Function 
von  y.  Wenn  daher  die  zu  integrirende  Gleichung  b„  nicht  enthält,  so 
wird  eine  der  willkürlichen  Functionen  in  dem  gesuchten  Integral  nur  von 
der  einen  Veränderlichen  y  abhängen. 

5)  Ist  m  =  00,  d.  i.  -^-^  =  0,  so   nimmt  die  Gleichung,  welche  a 

cz 

bestimmt,  die  Form  a,  =  0  an;  mithin  ist  a  eine  willkürliche  Function 
von  X,  Wenn  daher  die  zu  integrirende  Gleichung  j0r"  nicht  enthält,  so 
wird  eine  der  willkürlichen  Functionen  in  dem  gesuchten  Integral  nur  von 
der  einen  Veränderlichen  x  abhängen. 

6)  Ist  «I  =  0,  w  =  00,  d.  h.  ist  y-  ==s  0  und  ^  «»  0,  so  werden 

die  Gleichungen,  welche  a  und  ß  bestimmen,  die  Form  a'  s=  0  und  ß,  ssss  0 
annehmen;  mithin  ist  a  eine  willkürliche  Function  von  y  und  ß  eine  will- 
kürliche Function  von  x.  Wenn  daher  in  der  zu  integrirenden  Gleichung 
keine  andere  Ableitung  zweiter  Ordnung  als  ^  vorkommt,  so  wird  in  dem 
gesuchten  Integrale  die  eine  der  willkürlichen  Functionen  nur  von  x,  die 
andere  nur  von  y  abhängen. 

7)  Ist  w  ==  0,  w  =  0,  d.  h.  ist  ^—  =  0  und  -—  =  0,  so  werden 

OZff  oz, 

die  Gleichungen,  welche  a  und  ß  bestimmen,  die  Form  a'  s=s  0  und  ß*  =i  0 
annehmen,  mithin  sind  a  und  ß  willkürliche  Functionen  der  einen  Veränder- 
lichen y.  Wenn  daher  in  der  zu  integrirenden  Gleichung  keine  andere 
Ableitung  zweiter  Ordnung  als  s^*  vorkommt,  so  werden  in  dem  gesuchten 
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Integral  die  beiden  willkürlichen  Functionen  von  der  einen  Ver&nderlichen 
y  abh&ngen. 

8)  Ist  m  SB  00,  n  a=s  00,  d.  h.  ist  ^-j;  =  0  und  —  ===■  0,  so  werden 

die  Gleichungen,  welche  a  und  ß  bestimmen,  die  Form  a,  ■»  0  und  ß,^^0 
annehmen;  mithin  sind  a  und  ß  willkürliche  Functionen  der  einen  Verftnder- 
liehen  x.  Wenn  daher  in  der  zu  integrirenden  Gleichung  keine  andere 
Ableitung  zweiter  Ordnung  als  s„  vorkommt,  so  werden  in  dem  gesacfaten 
Integral  die  beiden  willkürlichen  Functionen  nur  von  der  einen  Vertnder- 
liehen  x  abhängen. 

41.  Bemerkung.  Es  ist  noch  zu  beachten,  dass  das  aUgemeine 
endliche  Integral  ohne  partielle  Quadraturen  in  den  letzten  beiden  F&llen 
(7  und  8)  nur  unter  der  folgenden  Bedingung  möglich  ist:  n&mlich  dsss, 
wenn  die  gegebene  Gleichung  nur  die  Ableitung  zweiter  Ordnung  i^  ent- 
hält, die  Ableitung  erster  Ordnung  £,  nicht  darin  vorkommt,  oder  dass, 
wenn  die  gegebene  Gleichung  nur  die  Ableitung  zweiter  Ordnung  e„  ent- 
hält, die  Ableitung  erster  Ordnung  s*  nicht  darin  vorkommt. 

Die  Gleichungen  nämlich,  welche  dieser  Bedingung  nicht  genügen, 
können  ohne  Beschränkung  der  Allgemeinheit  auf  eine  der  Formen  gebracht 
werden: 

z,  =  F{x,  y,  e,  ^,  z''), 

z*  =  F(x,  y,  z,  z„  z„l 

indem  man  die  erste  als  aufgelöst  nach  z,j  die  zweite  als  aufgelöst  nach 
z*  annimmt. 

untersuchen  wir  jetzt,  ob  wir  annehmen  dürfen,  dass  z.  B.  die  eiste 
von  diesen  Gleichungen  ein  endliches  allgemeines  Integral  ohne  partielle 
Quadraturen  besitze.  Die  beiden  willkürlichen  Functionen  eines  solchen 
Integrals  müssten  nach  dem  Vorhergehenden  nur  von  der  einen  Veränder- 
lichen y  abhängen.  Mithin  muss  a  eine  Function  von  y  und  umgekehrt 
y  eine  Function  f{a)  von  a  sein.  Führt  man  mit  Hülfe  dieser  letzteren 
Relation  y  ssa  f{a)  an  Stelle  von  y  die  Veränderliche  a  ein,  so  findet  man 
infolge  der  Bemerkung  zu  §  4,  Nr.  31,  dass  die  aus  den  Gleichungen  des 
Integrals  gezogenen  Ausdrücke  von  z*  und  e"  mit  dem  Integrale  in  Bezug 
auf  a  gleichartig  sein  müssen,  während  der  Ausdruck 

—  J?_ 
^'  ~   r(«) 

nothwendig  ungleichartig  mit  demselben  in  Bezug  auf  a  ist.  Mithin  ist  es 
unmöglich,  durch  Substitution  dieser  Ausdrücke  in  die  betrachtete  Gleichung 
diese  Gleichung   in  eine  Identität  zu  verwandeln,  da  die  linke  Seite  eine 
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willkürliche  Function  von  a  enthalten  müsste,  welche  auf  der  rechten  Seite 
nicht  vorkommen  kann. 

Vertauscht  man  die  Buchstaben  ^  und  y  mit  einander,  so  kann  man 
in  genau  derselben  Weise  den  auf  die  Gleichung  g*  =»  F(x,  y,  e,  e,,  z„) 
bezüglichen  analogen  Satz  beweisen. 

42.  Die  soeben  auseinandergesetzte  Methode  für  die  Untersuchung  der 
Argumente  der  willkürlichen  Functionen  des  Integrals  findet  auch  ohne 
Schwierigkeit  Anwendung  auf  die  partiellen  Differentialgleichungen  beliebiger 
Ordnung.  Wenn  man  die  Gleichförmigkeit  bei  der  für  diese  Untersuchung 
angewendeten  Verfahrungsweise  berücksichtigt,  so  genügt  es,  diese  Ver- 
allgemeinerung für  die  Gleichung  dritter  Ordnung  kurz  anzudeuten. 

Es  sei 

F(x,  y,  ^,  0\  z,,  z*\  <,  z„,  ^",  e\\  ^,„  z„)  =  0 

die  gegebene  Gleichung.     Differentiirt  man  dieselbe  n  —  8 -mal  nach  y,  so 
kommt: 

^^    s,      -L.    ^^   »*  _J_    ^^   «»t         _J_    ^^     ^*ii        _L    P    (\ 

s;;;  ^^  "*■  ^  ^»-i  "*■  »<  ^«-»  -*■  3?^  ^»-s  +  -«  —  "• 

Hier  kommen  die  Ableitungen  n^^  Ordnung  nur  linear  vor,  ihre 
Coeffidenten  sind  gebildet  aus  Grössen,  welche  in  der  gegebenen  Gleichung 
auftreten,  und  das  Glied  R  enthält  überdies  die  Ableitungen  von  z  von 
den  niedrigeren  Ordnungen  als  der  n^^. 

Wir  nehmen  jetzt  an,  dass  eins  der  Argumente  der  willkürlichen 
Functionen  des  vorausgesetzten  Integrals  a  »■  /*(^,  y)  sei  und  führen  x 
und  a  an  Stelle  von  x  und  y  als  unabhängige  Veränderliche  ein.  Wir 
erhalten  so  die  Gleichungen: 


8a!     —     »-1  ^    "  8«' 

8«     ~     "-*  ^    »-1  Ite' 

»'S-.  _  j«    .  y'    «y 

aus  denen  folgt: 

"n^- 

ix            8«  *»' 

^U  = 

K-,         8y  8«^,        /8y\» 
Zx            8«     8«     "^  W  *»' 

<-,  = 

8a;            8«     8x           V8a;/     ix 

(8)'- 
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Substittdrt  man  diese  WerÜie,  so  nimmt  die  obige  Gleichung  die  Form  an: 

■^   ^   "•"    'cz%      ^x     '^  ^z';  \    ^x  ^x     ^    ] 

"^  ^^'^ L  ^«         ^^    ^x    ^\^x]     ix  \ 

Da  die  Zahl  n  willkürlich  ist,  so  kann  man  sie  immer  derart  an- 
nehmen, dass  die  Ausdrücke  der  Ableitongen  n^^  Ordnung  yon  jt  mit  dem 
Integral  in  Bezug  auf  a  tmgleichartig  sind.  In  diesem  FaUe  kann  mani 
wenn  man  in  der  vorstehenden  Gleichung  die  Ausdrücke  der  Functionen 
y  und  e  und  der  aus  den  Gleichungen  des  Integrales  sich  ergebenden 
partiellen  Ableitungen  von  z  substituirt,  derselben  nur  Genüge  leisten,  wenn 

man  die  in  Bezug  auf  .     kubische  Gleichung  hat: 

\z,„  hz*,,    4  ■*"  8<\8x/  ^t*"\lx] 

deren  Wurzeln  m^  n^  p  mit  den  Argumenten  a^  ß,  y  der  willkürlichen 
Functionen  des  Integrals  durch  die  Gleichungen 

a-  +  ma,  -=0,     ß' +  nß,  =  0,    /  +  py,  ^  0 

verbunden  sind.     Mithin  können  alle  auf  die  Form  der  Argumente  sich 
beziehenden  Fragen  wie  im  vorhergehenden  Falle  erledigt  werden. 
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2.  Kapitel. 

Integration  der  einfachsten  Formen  der  partiellen  Differential- 

gleichnngen  zweiter  Ordnnng  mit  einer  abhängigen  und  zwei 

unabhängigen  Veränderlichen. 


§7. 

4S.  Die  Formen  der  betrachteten  Klasse  von  Differentialgleichungen 
sind  hauptsächlich  characterisirt  durch  die  Form  der  Argumente  a,  ß  der 
willkürlichen  Functionen,  welche  in  den  allgemeinen  Integrsklen  dieser  Glei- 
chungen auftreten.  Demgemäss  werden  wir,  da  wir  uns  zunächst  mit  den 
einfachsten  Gleichungen,  auf  welche  sich  sodann  die  Gleichungen  von  com- 
plicirterer  Form  zurückfuhren  lassen,  beschäftigen  wollen,  mit  den  ein- 
fachsten Annahmen  bezüglich  der  Form  der  Argumente  a  und  ß  beginnen. 
Offenbar  entspricht  der  Fall,  in  welchem  diese  Argumente  gleich  sind  und 
sich  mittels  einer  einzigen  der  unabhängigen  Veränderlichen  x  und  y  aus- 
drücken, der  einfachsten  Annahme. 

Ist  z,  B.  a  =  )3  sBs  y,  so  kann  die  entsprechende  Differentialgleichung 
ein  allgemeines  Integral  von  endlicher  Form  nur  in  dem  Falle  besitzen 
(§  6,  Nr.  40  und  41),  wo  die  Gleichung  keine  andere  Ableitung  zweiter 
Ordnung  als  s^*  und  keine  andere  Ableitung  erster  Ordnung  als  s^  enthält, 
d.  h.  allein  in  dem  Falle,  wo  die  Gleichung  von  der  allgemeinen  Form  ist: 

F{x,  y,  z,  ^,  ^0  =  0. 

In  diesem  Falle  ist  es  übrigens  leicht,  sich  hiervon  unmittelbar  zu 
überzeugen,  indem  man  sich  den  Übergang  von  dem  zwei  willkürliche 
Functionen  von  y  enthaltenden  allgemeinen  Integrale  zur  entsprechenden 
partiellen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  mittels  der  Elimination 
der  willkürlichen  Functionen  vergegenwärtigt.  Da  bei  der  Berechnung  der 
Ableitungen  e*  und  gf'  die  Grösse  y  als  constant  betrachtet  wird,  so  kann 
man  sich  auch  bei  der  Integration  der  in  Bede  stehenden  Gleichung  auf 
diesen  Gesichtspunkt  stützen.     Man   wird  so  eine  gewöhnliche  Differential- 
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gleichiing  zwischen  x  und  z  haben  und  durch  Integration  ihr  allgeniemes 
Integral  mit  zwei  verschiedenen  willkürlichen  Constanten  erhalten.  Diese 
letzteren  brauchen  aber  nur  constant  zu  sein  in  Bezug  auf  x;  mithin  können 
sie  als  zwei  verschiedene  willkürliche  Functionen  von  y  betrachtet  werden^ 
und  wir  erhalten  so  das  allgemeine  Integral  der  gegebenen  Gleichung. 

Für  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  giebt  es 
immer  zwei  Zwischenintegrale  erster  Ordnung,  deren  jedes  eine  einzige  will- 
kürliche Constante  enthält.  Verwandelt  man. also  diese  Constantoi  in  will- 
kürliche Functionen  von  y,  so  erhält  man  immer  allgemeine  Zwischen- 
integrale der  ersten  Ordnung  für  die  gegebene  Gleichung. 

44.  Überhaupt  können  die  Gleichungen,  welche  ein  allgemeines  Inte- 
gral, in  welchem  a^=^  ß  ist,  besitzen,  durch  eine  passende  Transformation 
auf  die  soeben  betrachtete  einfachste  Form  zurückgeführt  werden.  Dasa 
braucht  man  nur  in  die  gegebene  Gleichung  a  und  x  oder  a  und  y  an 
Stelle  von  x  und  y  als  unabhängige  Veränderliche  einzuführen.  Wir  werden 
im  Gap.  IV  ausführlicher  die  allgemeinen  Methoden  zur  Ausföhrung  dieser 
Transformation  in  dem  Falle  auseinandersetzen,  wo  man  mit  Hülfe  der  ge- 
gebenen Gleichung  den  Ausdruck  von  a  als  Function  von  x^  y,  ß,  gf^  Zf 
erhalten  kann;  gegenwärtig  beschränken  wir  uns  auf  den  weniger  aUgemeiflen 
Fall,  wo  man  mit  Hülfe  der  gegebenen  Gleichung  den  Ausdruck  des  Argu- 
mentes a  als  Function  von  x  und  y  bilden  kann. 

45.  Wir  nehmen  an,  dass  die  gegebene  Gleichung  von  der  allgemeinen 
Form  sei: 

F{x,  y,  z,  z*,  z„  S)  —  0, 
wo 

S=  Rz"  +  28z',  +  Tz„ 

ist  und  R,  S,  T  Functionen  von  x  und  y  bezeichnen. 

Dem  oben  (§  6,  Nr.  40)  Bewiesenen  zufolge  können  die  Argumente 
a,  ß  des  allgemeinen  Integrals  der  gegebenen  Gleichung  nur  gleich  sein 
unter  der  Bedingung: 

/8F\2  _  4  ÖF  ^  _  ^ 

\k)  *  Ö^'  ^h.  ~     • 

Nun  hat  man: 

bF    _    ^8F    8F         ^8F    _?F  _  ^^F 
öz"    ""    ^  ÖJ'    Zz',  "^  ^^  8t'    ^z„  ~        Sf' 

somit  nimmt  die  vorstehende  Bedingung  die  Form  an: 

und  da  der  Factor  7—   nicht  Null  sein  kann,  so  muss  sein: 

^  _  AT  —  0. 
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Setzt  man  diese  Bedingung  als  erfüllt  voraus,  so  hat  man: 

wenn  man  zur  Abkürzung  setzt: 

S 

Um  das  Argument  a  zu  bestimmen,   hat  man  (Nr.  36)   die  partielle 
Differentialgleichung  erster  Ordnung: 

ä^  +  «» g^  =  0, 

aus   welcher  folgt,  wenn  mit  ju  der  integrirende  Factor  bezeichnet  wird: 

a  =  J^(dy  —  mdx)  =  f{x,  y). 

Mittels  der  durch  diese  letztere  Gleichung  dargestellten  Relation 
zwischen  x,  y,  a  kann  man  nunmehr  a  und  x  an  Stelle  von  x  und  y  als 
unabbängige  Veränderliche  einfuhren.  Betrachtet  man  so  die  beiden  Systeme 
von  unabhängigen  Veränderlichen,  so  muss  man  sich  der  oben  (Nr.  2) 
getroffenen  Festsetzung  erinnern,  nach  welcher  die  partiellen  Ableitungen 
irgend  einer  Function  nach  x  und  y  bezeichnet  werden  durch  oben  oder 
unten  angefügte  Striche  zur  Rechten  der  Fimction,  wähi'end  zur  Darstellung 
der  partiellen  Ableitungen  nach  x  und  a  die  gewöhnliche  Bezeichnung  an- 
gewendet wird. 

Hiemach  hat  man: 

*^  Ix^  '^  ^x'     ^'  ~  Va    Öy' 

somit: 

^  +  ^^'  =  W 
Man  findet  ebenso: 

(^  +  mz)'  +  miz-  +  mz,),  =  ?^^^±^, 
oder: 

f^'  +  2w£;  +  m^z,,  +  (♦»'  +  mm^z,  =  ^,. 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt: 


und 


£  ^B(z"  +  2mz:  +  m%,)  =.  «[g,  _  (»»'  +  »Mn>,], 
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Wenn  demnuch  die  gegebene  Gleichung  ein  allgemeines  Int^pral  von  end- 
licher Form  mit  zwei  willkürlichen  Functionen  des  Argumentes  a  =s  f{Xj  i/} 
besitzt,  so  mnss  sich,  wenn  man  die  vorstehenden  Werthe  von  ^  und  5* 
substituirt,  z,  infolge  der  Reductionen  von  selbst  daraus  wegheben.  In 
diesem  Falle  muss  man  also,  indem  man  an  Stelle  von  ^  und  z*  ihre  obigen 
Ausdrücke  betrachtet  und  die  linke  Seite  der  gegebenen  Gleichung  partiell 
nach  z,  difierentiirt,  ein  Resultat  erhalten,  das  identisch  gleich  Null  ist 
Mithin  sind  die  beiden  Gleichungen 

die  hinreichenden  und  nothwendigen  Bedingungen,  und  wenn  dieselben  erfallt 
sind,  so  reducirt  sich  die  Integration  der  betrachteten  partiellen  Differential- 
gleichung auf  die  Integration  einer  gewöhnlichen  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung. 

Offenbar  erh&lt  man,  wenn  man  die  Rollen  von  x  und  y  vertanscM 
und  zur  Abküarzung 

S 

setzt,  die  zu  den  vorigen  analogen  beiden  Bedingungen: 

fr(«,+  n«0+|^«-g-O.    S'-RT^O. 

46.  Wir  wollen  das  Vorhergehende  durch  ein  einfaches  Beispiel  er- 
läutern. Wir  nehmen  die  Gleichung 

nS  +  a  +  ^  +  y)^^  +  ^S  +  («*  +  ^y-  y)^.  —  -s^  =  o, 

in  welcher 

^  =  i^'  +  2(«  +  y)^,  +  («  +  yye„ 

ist  und  f  irgend  eine  gegebene  Function  bezeichnet.     Wir  haben  hier: 

m  =  «  +  y,     a  =  Je"-^' {dy  -  {x  -\-  y)dx)  =  1+^. 

Führt  man  x  und  a  an  Stelle  von  x  und  y  als  unabhängige  Ver- 
änderliche ein,  so  folgt: 

^  =  £  - (*  +  y)^"  ^  =  S  -  (1  + « +  y)''- 
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Bei  der  Substitution  dieser  Werthe  von  g^  und  ^  in  die  gegebene  Glei- 
chung fällt  zugleich  z,  weg  und  die  Gleichung  reducirt  sich  auf  die  Form: 


^  \w]  "^  ^  95^'  ~   95"  =  ^' 


eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung,  die  nach  der 
Clair aufsehen  Regel  integrirbar  ist.  Führen  wir  in  das  vollständige  Inte- 
gral dieser  Gleichung  an  Stelle  der  willkürlichen  Constanten  zwei  ver- 
schiedene willkürliche  Functionen  von  a  ein,  so  erhalten  wir  das  allgemeine 
Integral  der  gegebenen  Gleichung  unter  der  Form: 

Es   ist   leicht   zu  bestätigen,   dass  in  diesem  Beispiele   die  erste  der 
Formebi  für  die  Integrabilität  (Nr.  45)  erfüllt  ist 

47.    Ist  die  gegebene  Gleichung  von  der  besonderen  Form 

Be^*  +  2i&;  +  Tz,,  +  CT  =  0, 

wo  TJ  eine  gegebene  Function  von  a?,  y,  z,  z^,  z,  darstellt,  so  sind  die 
Integrabilitätsbedingungen  der  vorstehenden  Methode  zufolge: 

«2  —  AT  «.  0,     R{m'  +  nm,)  +  |^m  —  |^  —  0,     oder: 

Ä2  _  AT  =  0,     T(n,+  nn')  +  ^n-^=  0. 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung 

ü=  Qz,  +  Pz'  +  Nz  -  M, 

wo  M,  N,  P,  Q  gegebene  Functionen  von  x  und  y  bezeichnen,  so  ver- 
wandelt sie  sich  in  die  lineare  Gleichung: 

Bz"  +  2Sz',  +  Fz„  +  Qz,  +  Fz'  -^  Nz  :^  M 

und  man  erhält  als  Bedingungen  der  Integrabilität  nach  der  vorigen  Methode: 

S«  —  JRT=0,     B{m*  +  mm)  +  Pw  —  Q  =  0,     (w  =  ^  j 

S»  —  ÄT=  0,     T(n,  +  nn*)  +  Qn  —  P  =  0,     (n  =  |-j. 


oder: 


23* 
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48.  Wir  bemerken  noch,  dass,  wenn  wir  die  symbolischen  Bezeichnungen 
V  nnd  Vj  einführen,  welche  definirt  werden  durch  die  Gleichongen: 

Vv  =  f;'  +  mv,^     V^v  =  Wv    ==r,  (v*  -^  mv,y  -f-  »(«^  +  ^ff 
wir  erhalten: 

mithin  lassen  sich  die  partiellen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  Yon 
der  allgemeinen  Form 

^{x,  y,  z,  \/z,  Vier)  =»  0  oder  F{x,  y,  z,  V^z,  \7\z)  =  0 

nach  der  vorstehenden  Methode  integriren,  und  umgekehrt  können  die  nach 
dieser  Methode  integrirbaren  Gleichungen  (d.  h.  diejenigen,  welche  den  oben 
gegebenen  Integrabilittttsbedingungen  genügen)  auf  eine  der  yoistehenden 
symbolischen  Formen  gebracht  werden. 

49.  Nächst  den  im  vorhergehenden  Paragraphen  betrachteten  Gle- 
chungen  sind  diejenigen  Gleichungen  von  einfachster  Form,  welche  der 
Annahme  entsprechen,  dass  eins  der  Argumente  der  willkürlichen  Functionen 
ihres  allgemeinen  Integrals  gleich  x,  das  andere  gleich  y  sei.  In  diesem 
Falle  darf,  wie  wir  gesehen  haben  (Nr.  40,  6),  die  Differentialgleichang 
keine  andere  Ableitung  zweiter  Ordnung  als  Z*,  enthalten;  sie  ist  daher  von 
der  allgemeinen  Form: 

F{x,  y,  z,  z',  z„  <)  =  0. 

Die  Theorie  der  Integration  der  Gleichungen  von  dieser  Form  besitet 
eine  besondere  Wichtigkeit,  weil  sich  alle  Gleichungen  der  von  uns  unter- 
suchten Klasse  offenbar  darauf  zurückführen  lassen,  sobald  man  darin  als 
unabhängige  Veränderliche  die  Argumente  der  willkürlichen  Functionen  der 
zu  ihnen  gehörigen  allgemeinen  Integrale  einfahrt. 

50.  Ampere  hat  die  nothwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen 
dafür,  dass  die  vorstehende  Gleichung  ein  Integral  der  ersten  Ordnung  mit 
einer  einzigen  willkürlichen  Function  von  y  oder  von  x  besitzen  könne, 
in  folgender  Weise  festgestellt. 

Wir  nehmen  an,  dass  die  Gleichung 

/*K  y,  z,  (p{x\  xpiy)]  =  0, 
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in  der  q>  and  y>  willkürliche  Functionen  bezeichnen,  das  allgemeine  Integral 
darstelle.  Differentiirt  man  dasselbe  nach  y  und  eliminirt  man  q){x)  aus 
der  dadurch  erhaltenen  und  der  gegebenen  Gleichung,  so  erhält  man  ein 
Resultat  von  der  Form: 

A  [X,  y,  z,  e„  y)  (y),  y)'(y)]  =  0. 

Diese  letztere  Gleichung  kann  offenbar  nui*  dann  das  allgemeine  Inte- 
gral erster  Ordnung  darstellen,  wenn  es  möglich  ist,  aus  dieser  Gleichung 
und  derjenigen,  welche  man  durch  Differentiation  derselben  nach  x  erhält, 
alle  willkürlichen  Functionen  zu  eliminiren. 

Dazu  ist  es  nothwendig,  dass  y)  (y)  und  ^'(y)  in  der  letzten  Gleichung 
nur  in  einer  abgesonderten  Gruppe  von  der  Form 

^\i/>  v(y),  vW 

Yorkonmien;  alsdann  wird  die  durch  diese  Gruppe  dargestellte  willkürliche 
Function  von  y  ohne  Änderung  auch  in  derjenigen  Gleichung  auftreten, 
welche  aus  der  Differentiation  der  vorigen  nach  x  entsteht,  und  somit  kann 
dieselbe  zwischen  diesen  beiden  Gleichungen  eliminirt  werden.  Da  das 
Resultat  einer  solchen  Elimination  stets  unter  der  Form  einer  in  Bezug  auf 
j5^  und  e'  linearen  Gleichung,  wie 

Gj^,  +  Hz'  +  K  =  0, 

dargestellt  werden  kann,  wo  G,  H,  K  im  Allgemeinen  x,  y,  z,  z,  ent- 
halten können,  so  ist  diese  Form  der  Differentialgleichung  auch  eine  der 
Bedingungen  dafür,  dass  für  sie  ein  allgemeines  Integral  erster  Ordnung 
mit  einer  einzigen  willkürlichen  Function  von  y  möglich  sei. 

51.  Die  erhaltene  Bedingung  ist  zwar  nothwendig,  aber  nicht  hin- 
reichend.    Bemerkt  man  nämlich,  dass  man  hat: 

Z'  —  ^     B*  —  ^ 

und  multiplicirt  man  vorstehende  Gleichung  mit  Srr,  so  folgt: 

G%z,  +  flÖ^  +  JSraa?  —  0. 

In  dieser  in  Bezug  auf  die  Differentiale  der  drei  Veränderlichen  a?,  ^,  z, 
linearen  Gleichung  kann  man  y  als  constant  betrachten.  Sie  besitzt  be- 
kanntlich ein  Integral  mit  einer  willkürlichen  Constanten  (welche  durch 
eine  willkürliche  Function  von  y  ersetzt  werden  kann)  nur  in  dem  Falle, 
wenn  die  Euler'sche  Bedingung 


«(if-f)  +  Mf-w)  +  ^(w-W)-«-W 


erfüllt  ist. 
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Somit  bildet  die  Existenz  dieser  letzteren  Gleichheit  Terbimden  mit 
der  in  Bezng  auf  f/,  nnd  s^  linearen  Form  der  vorgelegten  Oleichnng  die 
nothwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  dafür,  dass  diese  letztere 
Gleichung  ein  allgemeines  Integral  erster  Ordnung  mit  einer  willkiirlicheii 
Function  von  y  besitze. 

In  genau  derselben  Weise  findet  man  die  Bedingungen  für  die  Existenz 
eines  allgemeinen  Integrals  erster  Ordnung  mit  einer  willkürlichen  Function 
von  X, 

52.  Es  ist  z.  B.  leicht  auf  diese  Weise  zu  zeigen,  dass  die  Gleichung 

{X  +  yz)g',  -  yz/^  +  fci>  £r,  _  0 

kein  Integral  erster  Ordnung  mit  einer  willkürlichen  Function  von  x  be- 
sitzen kann,  wohl  aber  ein  solches  mit  einer  willkürlichen  Function  von 
y  besitzt.  Um  dieses  zu  erhalten,  multipliciren  wir  die  beiden  ersten  Glieder 
der  linken  Seite  der  gegebenen  Gleichung  mit  ^;   dies  giebt: 

{x  +  yj8r)»£r,  —  yz^z. 


Betrachtet   man   in  diesem  binomischen  Differentialausdruck  g^  und  £ 
einzige  Veränderli 
grirt,  so  findet  man: 


als  einzige  Veränderliche,  multiplicirt  den  Ausdruck  mit   —  —j   und  int«- 


zj  Z, 

Führt  man  jetzt  an  Stelle  der  ursprünglichen  abhängigen  Veränderlichen  s 
eine  neue  Veränderliche  u  ein,  indem  man  setzt: 

.r  4-  yz 

so  findet  man  hieraus  durch  Differentiation  nach  x: 
u   —  ^, 

Addirt  man  diese  letztere  Gleichung  zu  der  mit  —^  multiplicirten  gegebenen 
Gleichung,  so  erhält  man: 


{x  +  y)z, ' 
oder: 

X  +  1J 
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Man  erbalt  also  eine  Gleichung  erster  Ordnong;  da  darin  keine  Ab- 
leitung nach  y  vorkommt,  so  ergiebt  sich,  wenn  man  dieselbe  wie  eine  ge- 
wöbnliche  Differentialgleichung  zwischen  den  Veränderlichen  x  und  u  inte- 
grirt  und  die  willkürliche  Constante  des  Integrals  durch  eine  willkürliche 
Function  von  y  ersetzt: 


oj  +  y 


Indem  man  in  diese  Gleichung  für  u  seinen  Werth  einsetzt,  erhält 
man  das  Integral  erster  Ordnung  der  vorgelegten  Gleichung  in  der  Form: 


(x  +  y)^{y)      ^    (x^y)^(^y 

In  dieser  Gleichung  erster  Ordnung  konmit  keine  Ableitung  nach  x 
vor;  integrirt  man  sie  also  wie  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung 
zwischen  den  beiden  Veränderlichen  y  und  g  und  ersetzt  man  die  willkür- 
liche Constante  des  Integrals  durch  eine  willkürliche  Function  von  x^  so 
findet  man  als  allgemeines  primitives  Integral  der   gegebenen  Gleichung: 


f  y      <y   _  f,     f  y    Jy_         . 

\(p{x)  +  xY  (x^y)^{y) 


53.  Hat  man: 

G  ^  \,  H=  P,  K  =  Qz,  +  Ne  —  M, 

wo  M^  Nj  P,  Q  gegebene  Functionen  von  x  und  y  bezeichnen,  so  ist  die 
betrachtete  Gleichung  linear  in  Bezug  auf  e,  z*,  z„  z\  und  von  der  Form: 

^,  +  Q«,  +  Pz'  +  Nz  ^  M, 

und  die  Bedingungen  dafür,  dass  dieselbe  ein  allgemeines  Integral  erster 
Ordnung  mit  willkürlichen  Functionen  von  x  allein  oder  von  y  allein  haben 
könne,  drücken  sich  respective  aus  durch  die  Gleichungen: 

Diese  Bedingungen  sind  auch  von  Eni  er  (Inst.  calc.  integr.  t.  III)  be- 
wiesen worden. 
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I^e   gegebene  Gleichung   kann   nämlich   unter   den  beiden  folgenden 
Formen  geschrieben  werden: 

i^±^> +  «(.,  + p.)  +  (i^- Pö  -  g).  =  3f, 


8y 


4-  P(z'  +  Qz)  +  (^N-PQ  -  ^"je  =  M; 


und  wenn  die  eine  der  vorstehenden  Bedingungen  erfüllt  ist,  so  ergiebt 
sich,  wenn  man  an  Stelle  der  ursprünglichen  Veränderlichen  z  im  ersten 
Falle  die  Veränderliche 

u  =  g,  +  Fz, 
im  zweiten  die  Veränderliche 

einführt,  eine  der  beiden  folgenden  Gleichungen : 

tt'  +  <>w  =  M,     v,  +  Pv  =  M, 

welche  die  allgemeinen  Integrale  der  ersten  Ordnung  liefern,  nämlich  die 
erste  ein  Integral  mit  einer  willkürlichen  Function  yon  y^  die  zweite  ein 
Integral  mit  einer  willkürlichen  Function  von  x. 

S  'J. 

54.  Die  folgenden  Worte  Amp^re's,  die  auch  heute  noch  vollständig 
wahr  sind,  kennzeichnen  die  Wichtigkeit  und  den  Grad  der  Entwickelang 
der  Theorie  der  Integration  der  Gleichungen,  die  wir  im  vorigen  Para- 
graphen zu  betrachten  begonnen  haben: 

„Die  partiellen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung,  welche  nur 
die  Ableitung  sf,  von  dieser  Ordnimg  enthalten,  müssen  mit  um  so  grösserer 
Sorgfalt  untersucht  werden,  als  es  sehr  oft  geschieht,  dass  sich  die  andern 
partiellen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung,  die  man  integriren  soll, 
darauf  zurückführen   lassen.     Die   allgemeine  Integration  der  in  der  Form 

F{x,  y,  z,  ß*,  z,,  <)  =  0 

enthaltenen  Gleichungen  kann  als  die  erste  der  zu  lösenden  Aufgaben 
betrachtet  werden,  wenn  man  zur  Integration  aller  Gleichungen  zweiter 
Ordnung  gelangen  will.  Indessen  scheint  sich  dieses  Problem  noch  lange 
den  Methoden  der  gegenwärtigen  Analysis  entziehen  zu  wollen;  man  kann 
diese  Gleichungen  nur  in  dem  soeben  besprochenen  Falle  (unter  der  Be- 
dingung (iJ)  Nr.  51)  integriren,  wo  dieselben  ein  Zwischenintegral  besitzea, 
und  in  dem  Falle    der   linearen  von  Laplace   integrirten   Gleichungen*)." 


*)  Journal  de  TEcole  Polytechnique,  XVIII  cahier,  p.  43. 
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Nach  diesen  Betrachtungen  zu  urtheilen,  muss  jeder  wirkliche  Fort- 
schritt in  der  Entwickelung  und  Verallgemeinerung  der  Integrationsmethoden 
für  die  Gleichungen  von  der  betrachteten  Form  fiir  die  ganze  Theorie 
der  partiellen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  von  grosser  Be- 
deutung sein. 

55.  Die  von  Ampere  erwähnte  Laplace'sche  Methode  sucht  ver- 
mittelst einer  passenden  Veränderung  der  abhängigen  Veränderlichen  die 
Integration  einer  linearen  Gleichung 

^,  +  Qe,  +  Pz*  +  Nz  =  M, 

welche  keiner  der  beiden  Integrabilitätsbedingungen 

genügt,  auf  die  Integration  einer  Gleichung  von  derselben  allgemeinen  Form 
zurückzuführen. 

Wenn  die  transformirte  Gleichung  den  Integrabilitätsbedingungen  eben- 
falls nicht  genügt,  so  kann  man  auf  dieselbe  wiederum  die  nämliche  Trans - 
formationsmethode  anwenden.  Fährt  man  in  dieser  Weise  fort,  so  gelangt 
man  entweder  zu  einer  linearen  Gleichung,  welche  den  Integrabilitäts- 
bedingungen genügt  und  durch  deren  Integral  man  das  der  gegebenen  aus- 
drücken kann,  oder  man  überzeugt  sich  von  der  Unmöglichkeit,  diese  letztere 
Gleichung  in  endlicher  Form  zu  integriren. 

Demnach  gründet  sich  diese  Methode  auf  die  Möglichkeit,  das  Integral 
der  gegebenen  Gleichung  mittels  des  Integrals  einer  andern  Gleichung 
von  derselben  allgemeinen  Form  auszudrücken,  die  aber  bestimmten  Be- 
dingungen genügt,  denen  die  gegebene  Gleichung  nicht  Genüge  leistet. 
Man  kann  aber  zeigen,  dass  dieses  Verfahren  nicht  allein  auf  die  linearen 
Gleichungen,  auf  welche  Laplace  sich  beschränkt  hat,  sondern  auch  auf 
Gleichungen  von  der  allgemeineren  Form 

Gz',  +  Hz'  +  K^O («), 

in  welcher  ff,  J3',  JST  als  Functionen  von  a?,  y,  z,  e,  sich  darstellen,  An- 
wendung findet.  Hat  man  diese  Verallgemeinerung  begründet,  so  erhält 
man  daraus  leicht  die  Laplace'sche  Methode  als  besonderen  Fall. 

56.  Wir  gehen  nun  über  zur  Integration  der  vorstehenden  Gleichung, 
wie  oben  angedeutet  wurde  (Nr.  51).  Wir  multipliciren  die  beiden  ersten 
Glieder  ihrer  linken  Seite  mit  S:r,  dies  giebt  den  Differentialausdruck 

atz,  +  mz. 
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Hierin  betrachten  wir  z,  und  z  als  einzige  Veränderliche,  bestimmen  den 
integrirenden  Factor  fx  and  integriren  sodann.    Man  erhält  so  die  Gleichmig: 

\li{GH  +  me)  —  F{x,  y,  z,  «,), 

deren  rechte  Seite  der  Werth  des  Integrals  auf  der  linken  ist.  Jetzt  fahren 
wir  an  Stelle  von  z  die  neue  abhängige  Veränderliche  u  ein,  indem  wir 
setzen : 

u  =  F(x,  y,  z,  z). 

Die  Differentiation  dieser  Gleichung  nach  x  giebt: 

Mithin  erhält  man,  wenn  man  die  gegebene  Gleichung  mit  fx  mnltiplicirt 
und  das  Product  von  der  vorstehenden  Gleichung  abzieht: 

^    =  -ii  -  ^^' 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  drückt  sich  in  bestinunter  Weise  mittels 
^f  Vi  ^)  ^9  A^s;  ^^^  )LKan  daher  der  Einfachheit  wegen  setzen: 

u'  =  F^{x,  y,  z,  z,). 

Wenn  die  Functionen  F  und  F^  nicht  von  einander  verschieden  sind 
in  Bezug  auf  z  und  z„  d.  h.  wenn  man,  indem  man  aus  den  Gleichungen 

u  =  F(x,  y,  z,  z,),     w'  —  2?\(  X,  y,  z,  z,) 

eine  der  Grössen  z^  z,  eliminirt,  auch  zugleich  die  andere  mit  eliminirt,  so 
erhält  man  eine  Gleichung  zwischen  Xy  y,  u,  u*,  aus  der  man,  wie  wir  oben 
(§  8)  gezeigt  haben,  ein  allgemeines  Integral  erster  Ordnung  mit  einer 
willkürlichen  Function  von  y  ableiten  kann.  In  diesem  Falle  muss  man 
aber  bekanntlich  die  Identität  haben: 

^z    Iz,  ^z,     ^z    ^^     ' 

welche  auch  die  Bedingung  der  Existenz  des  in  Frage  kommenden  Integral 
erster  Ordnung  ist  und  äquivalent  sein  muss  der  oben  gegebenen  Bedingung: 

«('#-'#)+^rä!-'i)+^(f-f)-»- 
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In  der  That  verificirt  man  leicht,  dass  diese  letztere  Bedingung  aus 
der  ersten  folgt*). 

57.  Wir  sind  nunmehr  zu  der  Frage  gelangt,  welche  den  Gegenstand 
dieser  Untersuchung  bildet:  Wie  hat  man  zu  verfahren,  wenn  die 
vorstehenden  Bedingungen  nicht  erfüllt  sind? 

Wir  bemerken,  dass  die  Gleichungen 

u  ==  F{x,  y,  z,  z,),     u'  =  jPi  (a?,  y,  z,  z) 

als  äquivalent  zu  der  gegebenen  Gleichung  betrachtet  werden  können, 
Substituirt  man  nämlich  den  aus  der  ersten  folgenden  Werth  von  u  in  die 
zweite,  so  erhält  man  die  gegebene  Gleichung.  Löst  man  die  vorstehenden 
Gleichungen  algebraisch  nach  z  und  z,  auf,  so  erhält  man  zwei  andere 
Gleichungen  von  der  Form: 

die  äquivalent  sind  denen,  aus  welchen  sie  abgeleitet  sind,  und  somit  auch 
der  gegebenen  Gleichung.  Wenn  man  also  in  die  gegebene  Gleichung  die 
vorstehenden  Werthe  von  jgr,  z,  und  die  durch  Differentiation  der  vor- 
stehenden Gleichungen  nach  x  erhaltenen  Werthe  von  z*,  ^e^  substituirt, 
so  muss  man  nothwendig  fiir  jeden  Werth  von  n  eine  Identität  erhalten. 
Nun  muss  die  Function  u  so  bestimmt  werden,  dass  die  Werthe  z  =  f  und 
Sf^  =  fj^  mit  einander  verträglich  sind,  amd  dies  erfordert,  dass  die  Ab- 
leitung von  f  nach  y  gleich  f^  sei.  Drückt  man  diese  Bedingung  aus,  so 
hat  man  die  Gleichung: 

Bestimimt  man  das  Integral  dieser  und  substituirt  man  den  Werth  dieses 
Integrals  in  die  rechte  Seite  der  Gleichung 

z  =  f(x,  y,  u,  u'l 

so  erhält  man  das  Integral  der  gegebenen  Gleichung. 

58.  Es  ist  aber  leicht  zu  zeigen,  dass  die  Gleichung  (a^),  betrachtet 
als  linear  in  Bezug  auf  w'  und  ti„  kein  Integral  erster  Ordnung  mit  einer 
willkürlichen  Function  von  x  haben  kann.  In  der  That,  multiplicirt  man  die 
beiden  ersten  Glieder  ihrer  linken  Seite  mit  St/  und  integrirt  man,  so  folgt: 


^)  Vgl.  z.  B.  Boole,  Treatise  on  Differential  Equations  p.  271. 
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Differentiirt  man  den  Werth  von  v  nach  y,  so  findet  man: 

und  indem  man  dies  von  der  Gleichung  (a^)  abzieht,  erhftlt  man: 

Hier  sind  f  und  fi  offenbar  dieselben  Functionen,  die  wir  oben  hatten. 

Die  Gleichung  (04)  würde  ein  Integral  erster  Ordnung  mit  einer  will- 
kürlichen Function  von  x  haben  können,  wenn  der  Ausdruck 

du   du'  du'   du 

identisch  gleich  Null  wäre.     Aber  man  hat  infolge  eines  bekannten  Satzes 
über  die  Functionaldeterminanten  von  inversen  Functionen 

Öu  W  ÖM'   öu  ZF.^F,  _  ^hiy 

Die  Determinante,  welche  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  vor- 
kommt, ist  nach  Voraussetzung  verschieden  von  Null.  Mithin  kann  die 
Determinante  auf  der  linken  Seite  weder  gleich  Null  noch  gleich  unend- 
lich sein. 

59.  Mithin  fährt  die  Gleichung  (a^),  betrachtet  als  linear  in  Bezug 
auf  ti^  und  u,^  nicht  zum  gewünschten  Ziele.  Indessen  bleibt  noch  die 
Möglichkeit,  die  Frage  in  der  Weise,  wie  wir  es  uns  vorgenommen,  zu 
erledigen,  wenn  die  Gleichung  (o^)  gleichfalls  linear  ist  in  Bezug  auf  u 
und  u\  und  dazu  ist  nur  nöthig,  dass  die  Functionen  f  und  f^  vom  ersten 
Grade  seien  in  Bezug  auf  u'.  Wir  führen  diese  Bedingung  ein,  indem 
wir  setzen: 

^  =    fix,  y,  u,  «0  =  Mu'  +  N 

^f  =  /i(^»  y»  «»  «0  =  «*«*'  +  ♦»» 

wo  3f,  N,  m,  n  Functionen   von  x,  y,  u  bezeichnen. 
Jetzt  nimmt  die  Gleichung  (o^)  die  Form  an: 

^_  ,    ,     /83f  ,    9Jf  \     ,     ,     ÖiV         ,    9iV  ^ 

^^'  +  Uu    **'   +  V  -  '1  ^*    +    9i7  "'  +   9^  -  ^  =  ^' 

oder,   wenn  man  zur  Abkürzung 

9Af  ,     93/  ,     9iV         ,     9xV  , 

^^  =  ^'    9T   "'  +  ^  ~  *^  =  *'    9Ü  ^'  +    97  -  *•  =  * 

//m;  +  äw'  +  ä  =  0 {a'). 


Digitized  by 


Google 


Integration  der  einfachsten  Formen.  355 

Wenn  die  Gleichimg  (a')  der  Integrabilitätsbedingung 

genagt,  welche  infolge  der  Gleichungen 

^g  W^  Ui 

die  Form  annimmt: 

so  wird  dieselbe  ein  Integral  erster  Ordnung  mit  einer  willkürlichen  Function 
von  y  haben,  mit  dessen  Hülfe  man  das  primitive  allgemeine  Integral  der 
Gleichung  (a')  erhalten  kann;  sodann  erhält  man  das  Integral  der  Glei- 
chung (a)  durch  die  Formel: 

js  =  f{x,  y,  w,  «'). 

Genügt  die  Gleichung  (a')  der  Bedingung  der  Integrabilität  nicht,  so 
kann  man  auf  sie  wiederum  die  Transformationsmethode  anwenden,  die  man 
auf  die  Gleichung  (a)  angewandt  hat.  Fährt  man  so  fort,  so  gelangt  man 
entweder  zu  einer  Gleichung,  welche  der  Integrabilitätsbedingung  genügt 
und  somit  das  Integral  der  gegebenen  Gleichung  liefert,  oder  man  über- 
zeugt sich   von   der  Unmöglichkeit,   diese   Auflösimgsmethode   anzuwenden. 

60.  Wir  wollen  die  vorstehende  Theorie  durch  ein  sehr  einfaches  Bei- 
spiel erläutern.     Wir  nehmen  die  Gleichung: 

;sr;    -    £r;gr'  =  0. 
Vergleicht  man  sie  mit  der  allgemeinen  Gleichung 
Gz','\-Hz'  +  K=  0, 

so  findet  man,  dass  die  Integrabilitätsbedingung  {E)  erfüllt  ist;  und  in  der 
That,  multiplicirt  man  die  gegebene  Gleichung  mit  Sx,  so  folgt: 

Iz,  —  z^z  =  0, 

und  hieraus  erhält  man  durch  Integration  das  allgemeine  Integral  erster 
Ordnung: 

z,-\,^^  W(f,), 
welches  eine  willkürliche  Function  von  y  enthält. 
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Da  man  aber  die  Gleichangen  zwischen  zwei  Verftnderlichen  e,  y  von 
der  Form  der  letzten  Gleichung  nicht  zu  integriren  weiss,  so  können  wir 
uns  derselben  nicht  bedienen,  um  daraus  das  ursprüngliche  allgemeine 
Integral  der  gegebenen  Gleichung  abzuleiten.  Vergleichen  wir  daher  die 
gegebene  Gleichung  mit  der  andern  allgemeinen  Form 

G!^,  +  Hz,  +  K^  0, 
SO  haben  wir: 

G  =  1,  2f  =  0,  JS:  —  —  £r£r' 

und,  wenn  man  bestätigen  will,  ob  die  Integrabilitfttsbedingung 

eiiiillt  ist,  so  findet  man,  dass  ihre  linke  Seite  nicht  gleich  Null,  sondern 
gleich  g^  ist.  Mithin  kann  die  gegebene  Gleichung  kein  Integral  eister 
Ordnung  mit  einer  willkürlichen  Function  von  x  haben. 

Es  bleibt  uns  daher  nur  übrig,  auf  die  oben  auseinandergesetzte  all- 
gemeine Methode  zurückzugehen,  nach  welcher  man  zunächst  findet: 

J(e8^  +  Hlz)  =  jSir'  «B  s^. 

Führen  wir  sodann  an  Stelle  von  z  die  neue  abhängige  Veränderliche  ^ 
ein,  indem  wir  setzen: 

differentiiren  sodann  diese  Gleichung  nach  y  und  addiren  sie  zu  der  ge- 
gebenen, so  folgt: 

V,  =  zz\ 

Aus  den  beiden  vorhergehenden  Gleichungen  erhält  man: 

%      <  

Substituirt  man  in  die  gegebene  Gleichung  die  für  z  und  z'  erhaltenen 
Werthe,  sowie  den  Werth  von  sf^  welchen  man  findet,  indem  man  die 
zweite  der  obigen  Gleichungen  nach  y  differentürt,  so  erhält  man  die 
Identität  v,  =  v,.  Damit  aber  die  Werthe  von  z  und  t^  mit  einander 
verträglich  seien,  muss  man  der  Bedingung  genügen: 


i^)'-"- 


die  man  auch  so  schreiben  kann: 

ö*logi? 


cxcy 
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Licuville^)  hat  als  allgemeines  Integral  dieser  Gleichung  den  Aus- 
druck gefunden: 

^  ~      [i  _  gy(^)+VCy)]»  • 
Man  erhält  aus  ihm: 
logt;  ==  log2  +  \ogg>\x)  +  logy/(if)  +  (p{x)  +  v^(y)  -  21og  [1  -  ev(^)+V'Cy)]. 

Differentiirt  man  schliesslich  diese  letztere  Gleichung  nach  y,  so  erhält  man 
das  allgemeine  Integral  der  gegebenen: 

dessen  Richtigkeit  leicht  zu  bestätigen  ist.   Dieses  Integral  muss  aber  auch 
der  Gleichung  genügen: 

Um  sich  hiervon  zu  überzeugen,  so  ist: 


^, 


und  indem  man  die  zweite  Gleichung  von  der  ersten  abzieht: 

^'  ~  T  ^   =  — IP^  +  <(y)  -  Y  [       dy        +  ^(^)J  ' 

wobei  die  rechte  Seite  einer  willkürlichen  Function  W(y)  gleichgesetzt 
werden  kann  wegen  der  vollständig  unbestimmten  Form  dieser  Function 
und  der  Function  yW- 

Bemerkung.  Auf  diese  Weise  erhält  man  imter  andern  das  Integral 
der  vorstehenden  Gleichung  zwischen  e  und  y,  die  von  einer  ziemlich  com- 
plicirten  Form  ist.  Man  leitet  dieses  Integral  aus  dem  soeben  angegebenen 
Werthe  von  g  ab,  indem  man  darin  bloss  q){x)  durch  eine  willkürliche 
Constante  ersetzt. 


^)  Monge,  Application  de  FAnaljse  ä  la  G^om^trie  5§  ed.,  corrigee  par 
Liouville,  Note  IV,  p.  597. 
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§  10. 
61.    Untersuchen  wir  jetzt,    wie   man   aus   der    Torstehenden  Verall- 
gemeinerung die  Laplace'sche^)  Methode  für   die  Integration  der  linearen 
Gleichung 

^  +  P^-  +  Qjg,  +  Nz  —  M 

in  dem  Falle  ableiten  kann,  wo  die  Ausdrücke 

N  —  PQ  —  P*  ^  A,    N  —  PQ  —  Q,  =  0 

nicht  gleich  Null  sind. 

Nach  der  allgemeinen  Methode  multiplidrt  man  die  beiden  ersten 
Glieder  der  gegebenen  Gleichung  mit  ^x,  betrachtet  in  dem  Producte  £, 
und  z  als  einzige  Veränderliche  und  integrirt  sodann;  dies  giebt: 

Sodann  führt  man  an  Stelle  von  e  eine  neue  abhängige  Veränderliche  ein, 
indem  man  setzt: 

z,  +  Pz  =^  u, 

Dififerentiirt  man  diese  nach  x  und  subtrahirt  man  das  R^ultat  von  der 
gegebenen  Gleichung,  so  kommt: 

Qz,  +  {N  —  P')z  =  M  —  u'. 
Löst  man  die  beiden  letzten  Gleichungen  nach  z  und  z,  auf,  so  findet  man: 

g=^l(M-Qu-  «0,    ^,  =  ^  [{N-P^u  +  Pu'-  MP]- 

Offenbar  genügt  man  der  gegebenen  Gleichung,  indem  man  den  Werth 
von  Zj  welcher  durch  die  erste  der  beiden  vorstehenden  Gleichungen  ge- 
liefert wird,  substituirt,  vorausgesetzt,  dass  der  V^Terth  von  z,,  welchen  man 
daraus  erhält,  gleich  ist  demjenigen,  welchen  die  zweite  dieser  beiden  Glei- 
chungen giebt.  Demnach  muss  die  Function  u  durch  die  Bedingung  be- 
stimmt werden: 

(N''P')u  +  Pu'  —  MP 
A 


JM-^Qu-^u'X    ^ 


Entwickelt  man    dieselbe  und  ordnet  das  Besultat  nach  der  absteigenden 
Ordnung  der  Ableitungen  von  t«,  so  findet  man  die  lineare  Gleichung: 

K  +  P^'  +  ^^f  +  ^**  ="  ^> 


')  Histoire  de  TAcad^mie  des  Sciences,  1778. 
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wo  gesetzt  ist: 

n^N—  P'+Q,  —  Q^,     m^  M,  —  M^  +  MP. 

62»  Aus  dem  vorigen  Paragraphen  wissen  wir  schon,  dass  die  trans- 
formirte  Gleichung  kein  Integral  erster  Ordnung  haben  kann  mit  einer 
willkürlichen  Function  von  x,  und  in  der  That,  bildet  man  den  Ausdruck, 
welcher  veiBchwinden  muss,  wenn  ein  solches  Integral  erster  Ordnung 
ezistiren  soll,  so  findet  man  für  diese  -Grösse: 

6  =  «  -^  pq  —  q,  ^  N  —  PQ  —  P*  =  A, 

und  dies  ist  nach  Voraussetzung  verschieden  von  Null. 

Bilden  wir  sodann  den  Ausdruck,  welcher  gleich  Null  sein  muss,  wenn 
die  transformirte  Gleichung  ein  Inlegral  erster  Ordnung  mit  einer  willkür- 
lichen Function  von  y  besitzt,  so  folgt: 

B^n—pq-P'  =  N-PQ^P'  +  {Q,-P^  +  (^)', 

oder  infolge  der  Gleichtmgen 

Ä  =  N—  PQ  —  r,  a^N—  PQ—  Q, 

und  der  hieraus  folgenden: 

A  —  a=  Q,  —  P': 

63.  Man  sieht  hieraus,  dass  B  gleich  Null  sein  kann,  auch  wenn  es 
A  und  a  nicht  wären.  Ist  B  nicht  gleich  Null,  so  kann  man  auf  die 
transformirte  Gleichung  dasselbe  Transformationsverfahren  anwenden  wie 
auf  die  gegebene  Gleichung.  Es  ist  indessen  noch  einfacher,  anstatt  die 
transformirten  Gleichungen  zu  bilden,  die  Beihe  der  zu  B  und  b  analogen 
Grössen  fortzusetzen,  von  deren  Werth  die  Integrabilität  der  zu  ihnen  ge- 
hörigen Gleichungen  abhängt.  Diese  Beihe  kann  in  folgender  Weise  ge- 
schrieben werden: 

H  a  n  s  i  0  B ,  Pari.  Differentialgleichmigeii.  24 


Digitized  by 


Google 


870      Anhang  IL  Imschenetsky,  Port  Differentialgieicliangen  IL  O.  [Nr.  64—65] 

(Gelangt  man  bei  der  Fortsetzung  der  Reihe  Ä,  B,  Cy  —  zu  eioem 
Gliede,  welches  gleich  Null  ist,  so  ist  die  Laplace'sche  Methode  anwendbar, 
und  der  Bang  des  Gliedes,  welches  verschwindet,  giebt  an,  nach  wieviel 
Transformationen  man  das  gesachte  Integral  erhält. 

64.  In  der  vorstehenden  üntersachnng  kann  man  der  Yerftnderlichen  y 
die  Rolle  zuertheilen,  welche  x  hatte,  und  umgekehrt.  Man  gelangt  auf 
diese  Weise  zu  der  folgenden,  der  vorhergehenden  ähnlichen  Reihe: 

.  _  «!M6  +  2b-B,     C  ^  b, 


Dabei  mnss  man  beachten,  dass  £,  C,  .  . .  .,  6,  o,  .  .  .  in  den  Formeln  I 
und  n  verschiedene  Bedeutungen  haben. 

65.  Wendet  man  diese  Methode  auf  die  ^Gleichung  an: 
K  +  «y^  —  2y-8r  —  0, 

In  welcher  P  =  «y,  ^  =  0,  ^  =  —  2y,   if  «s«  0  ist,  so  findet  man 
nach  den  Formeln  (I): 


A^  —  Zy,    B  ^  —  iy,     C  =  —  hy, 
a  =  —  2y,     ft  =  —  3y,     c  =  —  4y, 


Mithin  kann  die  Reihe  der  Grössen  ^,  ^,  (7,  .  .  .  nicht  mit  Null  endigem 
Wendet  man  aber  die  Formeln  {TS)  an,  so  folgt: 

a  =  —  2y,      5  —  —  y,     c  =  0 
^  =  —  3y,     5  =  —  2y. 

Somit  erhält  man  auf  diese  Weise   nach  drei  Transformationen  das 
Integral  der  gegebenen  Gleichung.     In  der  That,  setzt  man: 

differentürt   diese  Gleichung  nach  y  und  subtrahirt  sie  dann  von  der  ge- 
gebenen, so  folgt: 

xye*  —  2yz  =  —  m,, 
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rmd  ans  den  beiden  vorhergehenden  Qleichmigen  erhält  man: 

1  ,     tt- 

*  =  T  *«  +  27 • 
Somit  rnnss  man  haben: 


(¥*«  +  §)'■ 


oder: 

«;  +  «y«'  —  y« 

u'  —  », 

0. 


üfTerentürt  dies  nach  y  und  sabtrahirt  das  Besoltat  von  der  vorhergehenden 
Gleichung,  so  hat  man: 

—  yu  =  —  V,. 


Ans  den  beiden  letzten  Gleichungen  ergiebt  sich 


Somit  mnss  sein: 

oder: 
Hieraus  folgt: 

und: 


w  =«  an;  +•  — . 

y 


<  +  ^  =  0. 
f -^ 

%  =  V'(y)— yp     2  xq>{x)dx, 
folglich: 
u  s=  anp{y)  +  ^^-^  +  oflc     2  (p{x)dx  —  \e     2  xfp{x)dx. 

Bestimmt  man  endlich  die  Ableitung  von  u  nach  y  mtd  substitnirt 
man  für  u  nnd  u,  ihre  Werthe  in  die  Formel 

2z  =  XU'\'  ^, 

so  erh&lt  man  als  das  gesuchte  allgemeine  Integral 

+  ^Je"^(«y»  -  V)x<p{x)dx. 


24* 
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§11. 

66«  Eine  lineare  Gleichung  von  der  allgemeinen  Form 
z''  +  sz\  +  iz,,  +  ff^,  +1?^  +  Jfe  =  Jf, 

in  welcher  alle  drei  partiellen  Ahleitongen  zweiter  Ordnung  Torkommen 
nnd  in  der  die  Coef&cienten  M,  N,  p,  q,  s^  t  gegebene  Functionen  tod 
X  und  y  bezeichnen,  kann  auf  die  im  vorigen  Paragraphen  betrachtete  ein- 
&chere  Form  zurückgeführt  werden,  wenn  man  sich  auf  die  oben  (§  6,  Cap.I) 
aus<ainandergesetzten  allgemeinen  Principien  stützt.  Man  braucht  dazu  mir 
an  Stelle  von  x  und  y  in  diese  Gleichung  als  unabhängige  VerSnderliche 
die  Argumente  a  und  ß  der  willkürlichen  Functionen  ihres  aUgemeiDen 
Integrals  einzufuhren.  Zur  Bestimmung  der  Argumente  a  und  ß  selbst 
muss  man,  wie  bekannt,  zwei  partielle  Differentialgleichungen  erster  Ordnung 
von  der  Form 

ö^  +  **  8y  —  ^'      8x  +  "*  ^y  "  ^ 

integriren,  in  denen  m  und  n  die  Wurzeln  der  Gleichung  zweiten  Grades 

§^  —  s^  +  t^O 

bezeichnen,  die  man  aus  der  allgemeinen  Formel 

erhält,  wenn  man  für  F  die  linke  Seite  der  gegebenen  Gleichung  nimmt 
67.  Auf  diese  Weise  kann  man  jedoch  nicht  erkennen,  ob  die  vor- 
stehende Gleichung  nach  der  Laplace'schen  Methode  integnrt  werden  kann, 
bevor  man  darin  die  neuen  unabhängigen  Veränderlichen  eingeführt  hat^ 
was  die  vorangegangene  Integration  der  beiden  Gleichungen 

dy  =  mdXy     dy  =  ndx 

zwischen  den  zwei  Veränderlichen  x  und  y  erfordert. 

Indessen  hat  Legendreein  Verfahren  angegeben,  um  auf  die  gegebene 
Gleichung,  ohne  darin  die  unabhängigen  Veränderlichen  zu  verändern,  eine 
analoge  Untersuchung  unmittelbar  anwenden  zu  können.  Er  sagt,  indem 
er  von  den  von  ihm  erhaltenen  Besultaten  spricht:  Sie  sind  die  Fracht 
einer  sehr  beschwerlichen  Rechnimg,  deren  Einzelheiten  hier  anzugeben  ich 
wegen  ihrer  Länge  nidit  für  nützlich  halte. 

Man  kann  jedoch  diese  Untersuchung  unter  einer  Form  anstellen,  die 
ziemlich  einfach  ist  und  vollständig  übereinstinmit  mit  den  im  vorher- 
gehenden Paragraphen  dargelegten  Untersuchungen. 
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68.   Zu  dem  Zwecke   fuhren  wir  die  Bezeichnungen    Q  und  V   ein, 
welche  definirt  werden  durch  die  Gleichungen: 

in  denen  m  und  n  irgend  zwei  gegebene  Functionen  von  x  und  y  bezeichnen. 

Stellt  man  durch  u,  v  Functionen  von  x  und  y  dar  und  wendet  man 

eine   der   Operationen    Q   und  V  auf  die   zusammengesetzten    Functionen 

u  +  V,  U'V,  —  an,  so  findet  man  sehr  leicht: 


0(1* 

±v) 

= 

D«±  D« 

D(« 

.V) 

= 

«•  Qf  +  »• 

D« 

ü" 

=« 

«Q»  — uQt) 

Femer  hat  man  nach  der  Definition: 

[]u  =  u*  +  mUf,     Vi*  =3  tt'  +  wtt„ 
woraus  folgt: 

'  m  —  n    '  w  —  n 

Wendet  man  jetzt  auf  u  die  Operationen  Q  und  V  nach  einander   aber 
in  yersebiedener  Reihenfolge  an,  so  erhiQt  man  die  verschiedeneii  Resultate: 

VQm  =  w"  +  {m  +  n)ul  +  mnu„  +  (Vw)w„ 

Q  V«*  =  w"  +  (w  +  n)!*;  +  mnu„  +  (Dn)  w„ 
mithin: 

oder,  wenn  man  zur  Abkürzung 

^  Vm-Dn 
'^  OT  —  n 

setzt: 

VD«*  —  DVi*  =  /^(Dt*  —  Vi*). 

69.  Wir  nehmen  nun  eine  partielle  Differentialgleichung  zweiter  Ord- 
nung von  der  Form: 

GVxf  +  PQir  +  ^Vjr  +  Ng  ^  M, 

wo  M,  Nf  Pf*Q  gegebene  Functionen   von  x  und  y  bezeichnen.     Wir 
schreiben  sie  in  der  folgenden  Weise: 

UC7z  +  Pe)  +  Q{Ve  +  Pz)  +  {N  —  PQ  —  UP)e  =  M 
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und  bemerken,  dass,  wenn  man  hat: 

N—  PQ—UP^  0, 

die  Gleichung  folgendennassen  integrirt  werden  kann. 

Setzt  man: 

Vjg  +  Es  =  tt, 

so  erh&lt  man  eine  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnnng 

Uu  +  Qu  —  M, 

deren  Integral  nach  der  oben  auseinandergesetzten  Methode  (§  7)  erhatoi 
wird  und  in  sdnem  Ausdrucke  eine  willkürliche  Function  von  z  and  y 
einschliesst.  Substituirt  man  seinen  Werth  in  die  vorige  Gleichung,  so 
erhftlt  man  eine  andere  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung. 
Integrirt  man  sie  genau  ebenso  wie  die  erste,  so  liefert  sie  das  aUgemeine 
Integral  des  Problems  mit  zwei  willkürlichen  Functionen  von  x  und  y. 

70.  Es  giebt  noch  ein  anderes  Mittel,  um  die  betrachtete  Gleichnng 
zu  integriren.     Mittels  der  oben  (Nr.  68)  festgestellten  Gleichheit: 

QVif  ==  VDi^  +  iCi(VjBf  —  U^) 

kann  man  VQir  an  Stelle  von  QVier  einführen,  wodurch  die  gegebene 
Gleichung  die  Form  annimmt: 

VD-r  +  {Q  +  fJL)Ve  +  {P  —  ^)Ue  +  iV^  —  Jf, 

und  diese  kann  man  auch  in  folgender  Weise  schreiben: 

Wenn  daher  die  Gleichung  besteht: 

N—{p-  fiKQ  +  ^)  —  v(Q  +  ^)^o, 

SO  kann  man  die  gegebene  Gleichung  genau  so  wie  im  vorigen  Falle  integriien. 

71.  Wenn  die  Ausdrücke 

N—PQ-QP  —  A,    2^-(P_^)(e  +  ^)_  V(e  +  /i)-a 

von  Null  verschieden  sind,  so  führen  wir  an  Stelle  von  e  eine  neue  ab- 
hängige Veränderliche  u  ein,  indem  wir  setzen: 

Vjp  +  Pjst  =  M. 


Digitized  by 


Google 


Integration  der  einfachsten  Formen.  375 

Führen  wir  an  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  die  Operation  Q  aus  und 
sabtrahiren  wir  das  Resultat  von  der  gegebenen  Gleichung,  so  folgt: 

QS7m  +  (2V—  nP)e  —  J£  —  G«, 
und  aus  diesen  beiden  Gleichungen  erhält  man: 

Substituirt  man  in  die  gegebene  Gleichung  die  vorstehenden  Werthe 
von  z  und  V^er  und  die  Werthe  von  Q^gr  und  QVjer,  welche  man  aus  den 
vorstehenden  Gleichungen  erh&lt,  indem  man  an  jeder  derselben  die  Ope- 
ration Q  ausführt,  so  überzeugt  man  sich  leicht,  dass  man^auf  diese  Weise 
der  gegebenen  Gleichung  genügt  Damit  aber  die  Werthe  von  Vj?  und 
D  Vj?,  welche  durch  die  zweite  der  vorstehenden  Gleichungen  geliefert  werden^ 
gleich  seien  denen,  welche  man  in  gleicher  Weise  aus  der  ersten  erhalten 
kann,  muss  nothwendig  die  folgende  Bedingung  erfällt  sein: 

^ /itf-gu-Dti  \  ^  (y-DP)u  +  PDti-itfP 

Führt  man  auf  der  linken  Seite  die  Operation  V  aus,  so  kann  das  Resultat 
durch  die  Gleichung  dargestellt  werden: 

Um  dasselbe  aber  auf  eine  allgemeine  Form  zu  bringen,  die  mit  derjenigen 
der  gegebenen  Gleichung  vollständig  identisch  ist,  fEÜiren  wir  QVu  an 
Stelle  von  VGt*  eu^»  wodurch  die  vorstehende  Gleichung  die  Form  an- 
nimmt: 

DVtt  -f  i>Gtt  +  ffVw  -f  rt«  —  J, 
wo  gesetzt  ist: 

T  =  jv-  — GP  +  v<?-e  ^,      Z  =  V3f  —  e^+JlfP. 

72.  um  ein  ürtheil  darüber  zu  gewinnen,  ob  die  transformirte 
Gleichung  nach  der  soeben  auseinandergesetzten  Methode  integrirt  werden 
kann,  bilden  wir  die  Ausdrücke: 

n  —  JP3  —  Gjp  =  ^,       w  —  (p  —  /i)  (gf  +  ü)  —  V(g  +  iW)  —  2». 
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876      Anhang  IL  Imschtn^toky,  FwL  DilMr6Btia]gl«iehoai«n  n.  0.  [Nr.  73-74] 
8«iit  man  tfHr  Hy  p,  q  ihr«  W%rik^  so  hat  man,  wie  man  leicht  sieht: 

B  =  Q^  +  2A  —  a-ß^  +  A,         h  ^  A, 
wo  txa  Abkürzung  gesetzt  ist: 

X  =  2/£«  —  {Ufi  +  V/^). 

Hiemach  ist  5  verschieden  von  Null,  dagegen  kann  B  gleich  Null  sein. 
Ist  auch  B  von  Null  verschieden,  so  kann  man  aof  die  transfonnirte 
Gleichung  dieselbe  Transformationsweise  anwenden  wie  auf  die  gegebene 
Gleichung.  Es  ist  jedoch  noch  einfacher,  anstatt  die  transformirte  Gleichung 
zu  bilden,  die  Beihe  der  zu  B  und  h  analogen  Grössen,  von  deren  WerÜi 
die  Integrabilit&t  ^er  zu  ihnen  gehörigen  Gleichungen  abhftngt,  weiter  fort- 
zusetzen.    Diese  Reihe  wird  in  folgender  Weise  gebildet: 

A^N—PQ-  UP,  a=^N-{P-fi)iQ+^)-V{q+ßX 

B^Q^  +  2A-a-n^  +  ;i,  b^A 


Die  Möglichkeit,  diese  Integrationsmethode  anzuwenden,  ist  dadurch  bedingt, 
dass  die  Reihe  'A,  B,  C,  , . .  mit  Null  endigt  Die  Ordnung  des  Gliedes, 
welches  zuerst  verschwindet,  giebt  an,  nach  wieviel  Transformationen  man 
das  gesuchte  Integral  erhalten  kann. 

Die  vorhergehende  Untersuehung  kaim  man  unter  anderer  Form  dar- 
st^en,  indem  mau  sie  anwmidet  auf  die  gegebene  Gleichung,  die  man  in 
der  Form  schreibt: 

VD-sr  +  {Q  +  Iti)^^  +  (P—  yU)G-8^  +  m  =  M. 

Man  hätte  aber  dann  nm*  die  ganze  obige  Rechnung  zu  wiederholen»  indem 
man  überall  die  Zeichen 

P,  Q,         A,     a,      D,    V 

respective  durch 

Ö  +  M.     P  —  ^     a,     Ä     V,     D 

ersetzt 

78.  Um  zu  zeigen,  wie  die  vorstehenden  BemUate  auf  die  GMdiQng 
s^  +  8S^,  +  tz„  '^qjg,+pjs'  +  Njst'^M 
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Anwendung   finden,   branchen   wir   nnr   for   m   nnd   n   die  Wurzeln  der 
Gleichung 

§2  _  si  +  t=o 

ZU  nehmen,  wodurch  wir  den  oben  gegebenen  Formeln  zufolge  die  Gleichung 
erhalten: 

□  V^r  -  [is"  +  sz',  +  tz„  +  (DnK]  —  0, 

und  indem  wir  diese  zur  gegebenen  Gleichung  addiren,  folgt: 

DV£r  +  (ä'  —  Un)z,  +  pz'  +  Nz  ^  M. 

Substituirt  man  die  Werthe 


m^z  —  nQz                 Qz  —\/z 
<    z.  — — • , 


so  nimmt  die  vorstehende  Gleichung  die  Form  an: 

□  V^  +  i-On  +  pn  p^  ^^-zi+D!»  v,  +  Ns  =  M, 

auf  welche  die  oben  auseinandergesetzte  Integrationsmethode  anwendbar  ist. 
74.    Um   diese  Methode   zu   erläutern,   wenden  wir  sie  auf  die  Glei- 
chung an: 

2"  -  a%,  +  A,  «  =  0, 

für  welche  die  Bedingung   der  Integrabilität  unter   endlicher  Form  schon 
von  Euler*)  festgestellt  worden  ist. 

Setzt  mao: 

Qz  =  z'  +  az„     Vz  =:  z'  —  az^ 
so  hat  man: 

DV-ff  —  VDif  =  ^"  —  a^e,,, 

und  es  nimmt  daher  die  gegebene  Gleichung  die  Form  an: 

ÜVS+  ^  z^  0, 
Hier  hat  man: 

/>=»0,  ^—0,  2V^=A  M=0,  DP=0,  V«  =  0,  ^=0,  Ä=^,  a  — |-,^ 


folglich: 


VA^-%^ |D^ 


*)  MiseeDaaea  Taurinensia,  T.  III,  p.  60. 
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378     Aaliugll.  Imschenoti^,  Furt  DiffiBrentialyleichang«!!  II.  0.  [Nr.  74— 75] 
Hiernach  erfaSIt  man  die  folgenden  Beihen: 

b         .        b 

c=.^,     C  =  i     t,  =  2(*i  +  l)-6 
d=5,     2>-J„     «i  =  2(*,  +  l)_tj 

F&hrt  man  so  fort  und  geht  man  bis  zum  n  +  2^^  Oliede,  so  folgt: 

r-|%     Ä-^,     *,^.i  -  2(*,  +  1)  -  *._,. 
Die  Coefßcienten  k  genügen  somit  der  endlichen  Differenzengleichnng: 

die  man  unter  Rinfflhmng   des  Zeichens  A  fftr  die  endlichen  Differensoi 
auch  in  der  Form  schreiben  kann: 

A»*,_x  —  2. 
Durch  Integration  findet  man: 

ifc^i  «  n(n  —  1)  +  Cn  +  C 
oder: 

K  =  n{n  +  l)  +  C(n+l)  +  C. 

Um   die  willkürlichen  Constanten   zu  bestimmen,   setze   man  «  =»  1  und 
n  =»  2,  dann  wird: 

6  —  2(7  +  C,     b  =^  SC  +C, 

also  C  »=  0,  C  »=  &,  und  daher: 

k^  =  n{n  +  1)  +  b. 

Hieraus  erhält  man  die  Euler'sche  Bedingung:  Für  eine  gegebene 
Constante  b  ist  die  betrachtete  Gleichung  in  endlicher  Form  integrirbar, 
wenn  es  möglich  ist,  der  Bedingung  zu  genügen: 

w(»  +  l)  +  &  —  0, 

für  irgend   einen   ganzen  und  positiven  Werth  Yon  n.     Betrachtet  man  b 
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als  eine  nnbestimmte  Constante  und  setzt  man  b  =  —  n(n  -{-!),  so  er- 
hält man  in 

eine  Form  von  Oleichungen,   welche  in  endlicher  Weise   integrirbar  sind. 
Setzt  man  der  Beihe  nach 

so  geht  die  vorstehende  Gleichung  in  eine  der  folgenden  Formen  über: 
V  _  «V,  +  2^Ltl)  u»  «  0 

"  X 

Mithin  kann  die  Gleichung 

für  jeden  geraden  positiven  oder  negativen  Werth  der  Zahl  b  in  endlicher 
Form  integrirt  werden. 

75.  Bemerkung.  Es  ist  bekannt,  dass  die  Laplace'sche  Methode 
auch  auf  gewisse  Gleichungen  anwendbar  ist,  die  gleichzeitig  endliche 
Difierenzen  und  Differentialquotienten  enthalten.  Wir  könnten  auch  zeigen, 
dass  die  Grundidee  dieser  Methode  in  gleicher  Weise  auf  mehrere  gewöhn- 
liche lineare  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  von  der  Form 

^(«)  g  +  A«)  ^  +  <pi<^)p  =  v(*) 

anwendbar  ist;  indessen  dürfte  hier  nicht  der  Ort  sein,  um  näher  auf  diese 
Einzelheiten  einzugehen. 


Digitized  by 


Google 


3.  EapiteL 

Integration   complicirter  Formen  von  partiellen  Diferential- 

gleielinngen  zweiter  Ordnung  mit  einer  abhangigen  nnd  zwei 

nnabUngigen  Yeranderlichea. 


76.  Die  Gleichung 

Äcr"  +  2iür;  +  Lz„  +  Jf  +  Nif^'z,,  —  ^r;«)  =  0    .     .     (1), 

in  welcher  die  Coeffidenten  H^  JT,  X,  Jf,  ^  als  irgendwelche  Functionen 
von  Xy  y,  js,  e'y  z,  YoraoBgeeetzt  werden,  stellt  die  allgemeinste  Form  der 
Gleichungen,  die  wir  betrachten,  dar,  fclr  welche  es  ganz  aUgemeine  Methoden 
oder  eine  Theorie  ihrer  Integration  giebt. 

Monge ^)  hat  zuerst  eine  allgemeine  Methode  fär  die  Integration  der 
GleichungMi  von  dieser  Form')  gegeben;  aber  die  Ton  ihm  dargel^ 
Methode  erschöpft  nicht  alle  die  Fälle,  die  bei  der  Integration  der  Glei- 
chungen, auf  welche  die  betrachtete  Aufgabe  führt,  eintreten  können.  Die 
vollständigste  Entwickelung  der  Theorie  dieser  Aufgabe  hat  Ampere ^) 
gegeben,  unter  den  neueren  Autoren,  welche  sich  mit  derselben  all- 
gemeinen Aufgabe  beschäftigt  haben,  kennen  wir  nur  die  beiden  enghsdien 
Mathematiker  Boole^)  und  De  Morgan.^) 

^)  Memoire  sur  le  calcul  integral  des  ^uations  aox  difldreBees  pariieU«. 
(Histoire  de  TAcad.  d.  Sciences  1784.) 

*)  Er  betrachtet  besonders  den  Fall  ^=0;  jedoch  ist  diese  Beschränkung 
nicht  nothwendig. 

')  Memoire  contenant  Tapplication  de  la  th^rie  ezpos^e  dans  le  XVIIS  cahier 
du  Journal  de  TEcole  Polytechnique.    (Joum.  de  TEc.  polyt.  t  XI.    1820.) 

*)  a)  Über  die  partielle  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
Br  +  S8+Tt+  U(8^  —  rt)^V 
(Crelle'8  Joum.  Bd.  61,  1868).  —  b)  Treatise  on  Differential  Equations.  Snpple- 
mentaty  Volume  1865,  Ch.  XXVIII.  —  c)  In  der  Abhandlung:  Consid^rations  sor 
la  recherche  des  integrales  premi^res  des  ^uations  diffi§rentielles  partielles  da 
second  ordre,  vonBoldt,  im  Bulletin  de  TAcad.  d.  Sciences  de  St.  PStersbonigt 
t.  lY.  1862.  Der  Titel  enthält  nach  Tod  hunter  bezüglich  des  Namens  des 
Verfassers  einen  Druckfehler.    Diese  Abhandlung  soll  Boole  gehören. 

^)  Die  üntersuchimgen  dieses  Autors  in  den  Cambridge  Phil.  Trans.  Vol.  IK, 
Part.  IV  sind  mir  nur  durch  den  Hinweis  bekannt,  den  Boole  darauf  gemacht, 
indem  er  zugleich  auf  die  Ähnlichkeit  ihrer  beiderseitigen  Methoden  aufoierksam 
macht. 
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Die  von  diesen  beiden  Grelehrten  eingeschlagenen  Wege  sind,  obwohl 
sie  eine  weniger  allgemeine  und  weniger  vollständige  Untersuchung  dar- 
bieten als  die  Arbeit  von  Ampere,  doch  nicht  weniger  bemerkenswerth 
wegen  der  neuen  Art  und  Weise,  mit  welcher  sie  das  Problem  angegriffen 
haben,  indem  sie  die  Integration  der  betrachteten  partiellen  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung  zurückführen  auf  die  Integration  zweier  simul- 
tanen partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung.  Mit  Hülfe  dieser 
Beduction,  die  man  übrigens,  wie  Bour^)  bemerkt  hat,  ausführen  kann, 
ohne  sich  von  den  fundamentalen  Theorien  Amp^re's  zu  entfernen,  be- 
gründet man  sehr  einfach  die  verschiedenen  Bedingungen  zwischen  den 
Coefficienten  Hj  K,  .  .  ^  N,  durch  deren  Existenz  oder  Nichtexistenz  sich 
alle  möglichen  Fälle  offenbaren,  für  welche  Ampöre  die  Theorie  der 
Integration  gegeben  hat. 

77.  Die  Oleichungen,  auf  deren  Integration  die  betrachtete  Aufgabe 
zurückführt,  erhält  man  nach  der  Amp^re'schen  Methode  folgendermassen. 
An  Stelle  der  ursprünglichen  unabhängigen  Veränderlichen  x,  y  führen  wir 
die  neuen  Veränderlichen  Xj  a  ein,  indem  wir  die  Existenz  einer  gewissen  Ab- 
hängigkeit zwischen  x,  y  und  a  voraussetzen.  Auf  diese  Weise  erhalten  wir 
unter  Beibehaltung  der  Bezeichnungen,  die  wir  für  die  partiellen  Ableitungen 
in  diesen  beiden  Systemen  von  unabhängigen  Veränderlichen  angenonmien 
haben: 

Aus  der  letzten  Gleichung  folgt: 

-'^  =  1     •     •     • (3)^ 

8« 
sodann  giebt  die  vorletzte: 

^*  —  ^^  —  '^y  .^  ^q^ 

'  Ix  8a:     _8y ^^ 

und  schliesslich  die  erste: 

y'  —  ^  _  ^  ^  ^  l^V^  m 

8a;  8a;    8a?  "^  \8a;/  ^ '^  ^• 

8a 

78.  Um  diese  Werthe  in  die  Gleichung  (1)  zu  substituiren,  bemerken 
wir  zunächst,  dass  man  hat: 

8£,  /^\  8 

"  ~  \  8a:  8a;   8a;  /  8y   ■*"  \  8a:  M  8y  I 

. 8a  ^8a'^ 

')  Journal  de  TEcole  Polyt.  t.  XXn.  Sur  Tintegration  des  ^qnations  diffi§- 
rentielles  partielles  du  premier  et  du  second  ordre. 
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hi*Y 


8y    8^  b«  /öy\*  (da\ 


Snbtrahirt  man  also  die  zweite  Oleichbeit  Yon  der  ersten,  so  zerstören  sieb 

die  Glieder  zweiten  Grades  in  --^  und  man  erhftlt: 

oy 

ha 

^^"         ^'  \lx]    ^  \S«  ^  Ö«   öicJV 

la 

Hiemach  nimmt  das  Resultat  der  Snbstiiation  die  Form  an: 

^+e-|-^ W' 

worin  gesetzt  ist: 

79.  Die  Werthe  der  Function  e  und  ihrer  partiellen  Ableitungen, 
welche  man  aus  dem  zur  Gleichung  (1)  gehörigen  allgemeinen  Integrale 
erhftlt,  müssen  dieser  Gleichung  (1)  genügen.  Ebenso  werden  wir,  wenn 
wir  die  Function  e  imd  ihre  partiellen  Ableitungen  mittels  der  YerBnder- 
lichen  x  und  a  ausdrücken,  durch  diese  Ausdrücke  dem  Resultat  derselben 
Transformation  ausgeführt  an  der  Gleichung  (1),  d.  h.  der  Gleichung  (4) 
genügen. 

Bisher  ist  die  Wahl  der  Abhängigkeit  zwischen  den  Veränderlichen  x,  y,  a 
willkürlich  geblieben.  Setzen  wir  aber  voraus,  dass  a  das  Argument  einer 
der  beiden  willkürlichen  Functionen,  welche  in  dem  allgemeinen  Integrale 
Yorkomjnen,  darstelle,  so  werden  wir  aus  den  vorhergehenden  Schlüssen 
sehr  wichtige  Folgerungen  ziehen  kOnnen.  Denn  bei  dieser  Wahl  der  neaen 
Veränderlichen  werden  dem  oben  Bewiesenen  zufolge  (Kap.  I,  §  4)  die  Aus- 
drücke der  partiellen  Ableitungen  der  Function  z  mit  dem  Integrale  in 
Bezug  auf  a  entweder  gleichartig  oder  ungleichartig  sein  können,  und  in 
diesem  letzteren  Falle  werden  die  Ausdrücke  der  partiellen  Ableitungen 
von  z  jeder  Ordnung  solche  willkürliche  Functionen  von  a  enthalten,  welche 
weder  in  dem  Integrale  noch  in  den  Ausdrücken  der  Ableitungen  der 
vorhergehenden  Ordnungen  vorkommen.     Nimmt  man  daher  an,   dass  die 
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Ableitungen  zweiter  Ordnung  ^^^  z*,,  z,,  mit  dem  Integrale  in  Bezug  auf 
a  ungleichartig  seien,  so  muss  man  in  dem  Ausdrucke 


Öa   _ 
Öa 

das  Vorhandensein  einer  willkürlichen  Function  von  a  annehmen,  welche 
weder  in  dem  allgemeinen  Integrale  noch  in  den  Ausdrücken  von  y,  jsr',  z, 

noch  in  ihren  partiellen  Differentialquotienten  r^,  y-,  -^  vorkommt,  denn 

bei  der  Differentiation  nach  x  wird  a  als  eine  Gonstante  betrachtet.  Mithin 
kann  die  in  Frage  kommende  Function  von  a  weder  in  P  noch  in  Q  vor- 
kommen, und  die  linke  Seite  der  Gleichung  (4)  kann  sich  nur  dann  auf 
Null  reduciren,  wenn  man  gleichzeitig  die  beiden  Gleichungen  hat: 

P=0,     9=0 (5). 

80.  Umgekehrt,  wenn  man  beurtheilen  will,  ob  die  Ableitungen  zweiter 
Ordnung  ^',  jsr^,  z,,  in  der  Gleichung  (1)  ungleichartig  mit  dem  Integral 
in  Bezug  auf  a  sind,  braucht  man  nur  die  Gleichungen  (5)  zu  nehmen 
und,  indem  man  damit  die  beiden  ersten  Gleichungen  (2)  verbindet,  zwischen 

diesen  vier  Gleichungen  die  drei  Ableitungen      -,  -r-^,  ^  zu  eliminiren.   Ist 

das  Eliminationsresultat  identisch  mit  der  gegebenen  Gleichung  (1),  so  werden 
die  Gleichungen  (5)  ihr  äquivalent  sein  und  die  Annahme,  dass  die  Ab- 
leitungen s^',  j8f^,  z„  mit  dem  Integrale  in  Bezug  auf  a  ungleichartig  seien, 
ist  gerechtfertigt.  Dagegen  wird  diese  Annahme  falsch  sein,  wenn  man 
als  Eliminationsresultat  eine  von  (1)  verschiedene  Gleichung  zwischen 
a?,  y,  JET,  z*,  z„  z",  4,  z„  erhielte. 

81.  Man  kann  sich  aber  leicht  überzeugen,  dass  für  die 
Gleichung  (1)  immer  der  erste  Fall  stattfindet.     Subetituirt   man 

n&mlich  in  die  Gleichungen  (5)  för  •^,  -^  ihre  Werthe 

^    +  ^'  8^      ^'  +  *"  8«' 
80  findet  man: 


Digitized  by 


Google 


384       Anhang  U.  Imschenetiky,  Part  BiffiBrantialgieiohiuigen  IL  0.  [Nr.  82--Sd] 

oder; 
Hz-'  +  2Kz',^M- 2V<«  +  2{K-N^z„  |  -  (ff  +  Nz„)t„ (g* =0 

und  am  ^  zu  eliminiren,  braucht  man  offenbar  nur  die  zweite  Yon  diesen 

QX 

beiden   Gleichungen    mit  z„  zu  multipliciren   und   sodann  zur   ersten  zu 
addiren,  wodurch  man  zu  der  gegebenen  Gleichung  kommt: 

Hz''  +  2Ä<  +  Lz„  +  -flf  +  N{z"z,,  —  ;?;«)  =  0. 

82.  Die  Gleichungen  (5),  auf  welche  so  die  Integration  der  gegebeaen 
Differentialgleichung  zurückgeführt  ist,  sind  Yon  der  ersten  Ordnung  aber 
nicht  vom  ersten  Grade,  und  in  dieser  letzteren  Bedehung  sind  sie  einer 
neuen  Vereinfachung  fUhig.  Zu  diesem  Zwecke  lösen  wir  die  Oleiduing 
^  s=s  0  oder  die  mit  ihr  äquivalente  Gleichung 

(ff  +  JV.„)  (g)*  -  2{K-N^^l+L  +  Nz"  -  0 


nach  -r^  auf: 


Zx  *"  S+Nz„ 


"  H+Nm„ 

oder  infolge  der  Gleichung  (1): 

öy  K'-Nz',  ±  ^K^^HL  +MN 

hx  ~  H+Nz„ 

88.  Man  erhält  auf  diese  Weise  filr  ^  zwei  Werthe,  was  sein  mnss, 

ox 

da  ja  die  unabhängige  Yeründerliche  a,  die  wir  in  Verbindung  mit  x  an- 
wenden, eins  der  beiden  Argumente  der  willkürlichen  Functionen  des  all- 
gemeinen Integrals  darstellt.   Bezeichnet  man  diese  Argumente  mit  a  und  ß^ 

so  werden  die  beiden  verschiedenen  Werthe  von  ~-  den  beiden  verschiedenen 

ox 

Systemen  von  unabhängigen  Veränderlichen  x,  a  und  x,  ß  entsprechen.  In 

der  That  wurde  oben  (Kap.  I,  §  6)  bewiesen,  dass  die  verschiedenen  Werthe 

von  -~,  welche  den  Argumenten  a  und  ß  entsprechen,  erhalten  werden  als 

Wurzeln  der  Gleichung 


8F  By  8F  / 8y \»  „  ^ 

Ö^,  Öx  ■*"  f^z*'  \hx)  "* 
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Bezeichnet  man  jetzt  mit  F  die  linke  Seite  der  Gleichung  (1),  so  findet  man: 

mithin    sind    die    beiden   Gleichungen    zweiten   Grades   in  -^   vollständig 
identisch. 

84.  Setzt  man  zur  Abkürzung 

JT*  —  ÄL  +  MN  =  G, 

so  hat  man  an  Stelle  von  Q  =b  0  die  Gleichung: 

Femer  kann  die  Gleichung  P  =  0  folgendermassen  geschrieben  werden: 
und  diese  nimmt  infolge  der  vorigen  Gleichung  die  Form  an: 

^g  +  (2rTVe)§'  +  jif=o. 

Die  verschiedenen  Vorzeichen  von  V&  entsprechen  den  verschiedenen 
Systemen  von  unabhängigen  Veränderlichen  Xy  a  und  x,  ß.  Das  Vorhanden- 
sein der  zweiten  unabhängigen  Veränderlichen  a  oder  ß  tritt  nicht  zu  Tage, 
da  die  Gleichungen  nur  die  partiellen  Ableitungen  der  Functionen  y,  s*,  z, 
nach  X  allein  enthalten,  während  a  und  ß  auch  in  den  Coeffidenten  nicht 
explicit  auftreten,  um  anzudeuten,  welche  der  beiden  GrOssen  a,  ß  man 
gleichzeitig  mit  x  als  unabhängige  Veränderliche  betrachtet,  wendet  Ampere 
in  diesem  Falle  tmd  allgemein  in  analogen  Fällen  die  folgende  Bezeichnimg 
für  die  partiellen  Ableitungen  an: 

^y        ^g'        ^z,    '    By        ^z*        hz, 
M«'    ^x(a'    Öx(a*    hx(ß'    hx{ß'    ^x{ß' 

85.  Hiemach  kann  man,  wenn  man  vor  V&  das  obere  Zeichen  bei- 
behält, falls  die  unabhängigen  Veränderlichen  x,  o,  und  das  untere  Zeichen, 
falls  sie  x,  ß  sind,  die  Gleichungen,  auf  welche  schliesslich  die  Integration 
von  (1)  zurückgeführt  ist,  folgendermassen  schreiben: 


M). 


Ifftusion,  Pftit.  DifliBrBntiAlgleiohiuigeii. 


25 


Digitized  by 


Google 


386         Anhang  U.    Imsehenetsky,  Part  DiffBrentialgleichiingen  II.  0.    [Nr.  86] 

.  .  .  (ü). 


^^  +  ^i%-^  +  ^-' 


Zu  jedem  dieser  beiden  Systeme  kann  man  noch  die  Gleichung 

hinzufügen,  in  welcher  zusammen  mit  x  als  zweite  unabhängige  Ver&nder* 
liehe  entweder  a  oder  ß  auftritt,  je  nachdem  man  die  Gleichung  (C)  mit 
{Ä)  oder  (B)  zusammennimmt. 

86.  Es  ist  hier  der  Ort,  auch  die  andern  am  Anfange  dieees  Kapitels 
erwähnten  Methoden  anzugeben,  mittels  deren  man  die  Integration  der 
Gleichung  (1)  auf  andere  den  Ampäre'schen  Gleichungen  (Ä),  {B),  {€) 
analoge  Gleichungen  zurückgeführt  hat  Monge  hat  die  allgemeine  Form 
der  in  Bezug  auf  z*\  j^„  z„  nur  linearen  Gleichungen  betrachtet,  aber  seine 
Methode  kann  leicht  ausgedehnt  werden  auf  die  Gleichungen,  welche  aach 
noch  in  Bezug  auf  e"z„  —  ^e^^  linear  sind,  d.  h.  auf  die  allgemeine 
Gleichung: 

Hz*'  +  2£y,  +  Lz„  +  M  +  N{z'%,  -  <»)  =  0. 

Er  beginnt  mit  der  Bemerkung,  dass  die  gegebene  Gleichung,  da  sie 
nur  eine  einzige  Relation  zwischen  den  drei  Grössen  jer^',  i^,  e„  darstellt, 
nicht  hinreichend  sein  kann  für  die  Bestimmung  der  Werthe  einer  jeden 
derselben  mit  Hülfe  von  o?,  y,  z,  z*,  z,.  Wenn  man  daher  mit  ihr  die 
beiden  Gleichungen  verbindet: 

dz*  a=  z*'dx  +  ^,dy,     dz,  ■«  z',dx  +  z„dy, 

welche  nur  die  Definitionen  der  partiellen  Ableitungen  z'\  j^,  z„  darstellen 
und  daher  keine  neuen  Relationen  zwischen  ihnen  geben  („nichts  Neues 
aussagen")  können,  und  wenn  man  mittels  derselben  aus  der  gegebenen 
Gleichung  irgend  zwei  der  Grössen  z",  js^,  z„  eliminirt,  so  erhält  man  auf 
diese  Weise  Gleichungen  von  der  Form: 

p  +  Qz„  —  0,     R  +  Sz"  =  0,     T+  W,  —  0, 

welche  die  Werthe  von  z,,,  z**,  ^,  nicht  bestimmen  dürfen.  Da  somit  die  vor- 
stehenden Gleichungen  unabhängig  von  den  Werthen  der  Grössen  z„^  ^\  ^ 
stattfinden,  so  müssen  sie  sich  respective  auf  die  folgenden  reduciren: 

p  =  0,    C  =  0;     Ä  «=;  0,    Ä  =  0;     T  =  0,     ?7  —  0. 
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Es  ist  aber  leicht  zu  sehen,  dass  Yon  diesen  sechs  Gleichungen  nur 
zwei  nothwendig  sind,  z.  B.  die  beiden  Gleichungen: 

p  =  0,    e  «  0, 

indem  die  andern  entweder  identisch  oder  äquivalent  mit  diesen  sind.     In 
der  That  fuhrt  man  die  in  Bede  stehende  Elimination  aus,  so  findet  man: 

F  =  H{dxd^  —  dydz,)  +  2Kdxdz,  +  Mdx^  —  NdzJ  =  0 

R  =»  L{dydz,  —  dxdz^)  +  2Kdydz*  +  Mdy^  —  Ndz'^  =  0 

T^Hdydz*    +  Ldxdz,  +  Mdxdy  +  Ndz'dz,  ==  0, 
und 

Q^S=  —  U=Hdy^—  2Kdxdy  +  Ldx^  +  N{dxdz* +  dydz,)  =  0. 

Die  letzte  Gleichung  nimmt  aber  wegen 

dxdz*  +  dydz,  =  z"dx^  +  2z',dxdy  +  z„dy^ 
die  Form  an: 

(H  +  Nz„)dy^  —  2(K  —  Nz^dxdy  +  {L  +  Nz")dx^  =  0. 

Löst  man  diese  auf,  einmal  nach  -~,  sodann  nach  -,-,  so  findet  man 
'  dx*  dy' 

mit  Bücksicht  auf  die  gegebene  Gleichung: 

K'^Ne',±fG    ,  ,  K^  Nz  ±iG    . 

^y  =        H+m„        ^'      ^^=        L  +  Nz^'        ^y- 
worin 

G  ^  E?  —  HL  +  MN 

ist.    Schafft  man  die  Nenner  weg,  bringt  alles  auf  eine  Seite  und  berück- 
sichtigt die  Gleichungen 

dz*  =  z"dx  +  z'/h/,     dz,  =  Z*,dx  -\-  z„dy^ 

so  kann  man  die  obigen  Gleichungen  4n  folgender  Weise  schreiben: 

Hdy  +  Ndz,  —  (K±Va)dx^O (a) 

Ldx  +  Ndz*  —  (^K±iG)dy  =  0 (a'). 

Ferner  geht  die  Gleichung  P  »s  0,  in  der  Form  geschrieben: 
Hdxdz*  +  (2Kdx  —  Hdy  —  Ndz,)dz,  +  Mdx^  =  0 
zufolge  der  Gleichung  (a)  über  in: 

Hdi^  +  {K^^^G)dz,  +  Mdx  =  0       .     .     .     .     (ft). 

25* 
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Auf  diese  Weise  sind  die  Öleidhungen  P  «b  0,  Q  »b  0  eisetzt  dorch  (a) 
und  (b). 

Sodann  nimmt  die  Oleichong  jR  ass  0,  wenn  man  sie  so  schreibt: 

Ldydz,  +  {2Kdy  —  Ldx  —  Nde')dz'  +  Mdy*  =  0 

znfolge  der  Gleichung  (a")  die  Form  an: 

Lde,  +  (KTfQ)dg'  +  Mdy  —  0 (6'). 

Mithin  können  die  Oleichongen  S^^^O  und  R  ^=0  ersetzt  werden  durch 

die  Gleichungen  {a')  und  (V).    Nun  ist  aber  die  Gleichung  (af)  Äquivalent 

zu  (a)  und  (b')  erhält  man  durch  Elimination  Yon  dx  zwischen  (a)  und  (b). 

Endlich  geht  die  Gleichung  T  s»  0,  in  der  Form  geschrieben: 

dz,{Ldx  +  Nds^  +  (Hde'  +  Mdx)dy  =  0 

zufolge  der  Gleichung  (a')  über  in: 

Hde'  +  Mdx  +  (JT  +  i~ä)de,  =  0       ....    (6). 

Mithin  reduciren  sich  die  Gleichungen  T  »=>  0,   {7  ss  0  und  P  a»  0,  2  =  0 
auf  dieselben  Gleichungen  (a)  und  (&). 

87.  Denmach  ist  nach  der  Monge'schen  Methode  die  Integration  der 
Gleichung  (1)  zurückgefQhrt  auf  die  Integration  des  Systems  yon  Gleichungen: 

Hdy  +  Ndz,  —  {K±}lG)dx  —  0 

Hds^  +  (KT  f6)de,  +  Mdx  =  0, 

mit  denen  man  noch  die  Gleichung 

dz  =  z*dx  +  z,dy 
yerbinden  kann. 

Die  Gleichxmgen  Ampfere's  (-4),  (P),  (0)  werden  durch  Multiplication 
mit  dx  der  Form  nach  identisch  mit  den  yorstehenden,  indessen  unter- 
scheiden sich  diese  beiden  Systeme  von  Gleichungen  wesentlich  dadorch, 
dass  das  eine  die  Differentiale  der  beiden  unabhängigen  Vertbiderlichen  und 
die  totalen  Differentiale  der  abhängigen  Veränderlichen  enthJÜt,  während 
in  dem  andern  das  Differential  nur  einer  einzigen  der  unabhängigen  Ver- 
änderlichen zugleich  mit  den  partiellen  Differentialen  der  abhängigen  Ver- 
änderlichen nach  dieser  unabhängigen  Veränderlichen  auftritt. 

88.  Wir  betrachten  nun  auch  die  Methode  yon  Boole.  Sie  gründet 
sich  auf  die  Annahme  der  Existenz  eines  Zwischenintegrals  oder  eines  In- 
tegrals erster  Ordnung  für  die  Gleichung  (1).   Der  Autor  der  Methode  setzt 
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diese  fondamentale  Idee  unter  zwei  verscbiedenen  Fonnen  auseinander,  um 
einen  und  denselben  Zweck  zu  erreichen.    Da  jedoch  die  Örondlage  dieser 
Methode  der  nOthigen  Allgemeinheii   entbehrt,   so  wird   es  genügen,   nur 
eine  einzige  yon  diesen  Formen  zu  betrachten. 
Es  sei 

JP—  0 

das  vorausgesetzte  Integral  erster  Ordnung  der  Gleichung  (1).  In  seiner 
Zusammensetzung  konunen  ausser  den  Veränderlichen  x^  y,  e  audi  die  Grössen 
z'  und  sf,  vor;  difTerentiirt  man  dasselbe  also  nach  x  und  y,  so  folgt: 

\  Bä  "^  3^       j  ~  Ö«'        "^  B«r,    ' 

~  l  »^  +  1;F  ^V  ""  8?  ^'  +  B^  ^"• 

Diese  beiden  Gleichungen  können  zu  demselben  Zwecke  dienen,  zu  welchem 
nach  der  Methode  von  Monge  die  Gleichungen 

dig'  =  s^'dx  +  j^dy,     dg,  =  jpjete  +  B„dtf 

benutzt  wurden.  Man  würde  aber  auf  diese  Weise  zur  Wiederholung  alles 
dessen  geführt  werden,  was  bei  der  Darlegung  der  Monge'schen  Methode 
entwickelt  wurde;  nur  hfttte  man  an  Stelle  von 

dx,     dy,     djg*,     dg, 
respective  anzuwenden: 


'^    BF  l^F   ,    BF    ,\  /BF   ,    BF    \ 

'»  B^'   ~  Ib?  +  bF  ^j'  ~  iBi^  +  "bJ^T 


Man  kann  daher  die  Gleichxmgen,  auf  welche  sich  die  Integration  von  (1) 
reducirt,  direct  hinschreiben: 

Mithin  muss  von  den  beiden  für  die  partiellen  Differentialgleichungen 
zweiter  Ordnung  im  Allgemeinen  möglichen  Integralen  erster  Ordnung  das 
eine  den  vorstehenden  simultanen  partiellen  Differentialgleichungen  erster 
Ordnung,  in  denen  man  yQ  mit  den  oberen  SSeichen  (oder  unteren)  nimmt, 
genügen;  und  das  andere  muss  denselben  Gleichungen  genügen,  wenn  man 
YG  mit  den  unteren  (oder  oberen)  Zeichen  nimmt. 
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89.  Vergleicht  man  diese  drei  Methoden,  so  kann  man  nicht  nmhio, 
der  Yon  Ampere  angegebenen  den  Vorzag  zozoerkennen;  erstens  wegen 
der  Allgemeinheit  des  Verfahrens,  welches  sich  nur  auf  die  Annahme  d^ 
Existenz  eines  endlichen  Integrals  der  Oleichnng  (1)  stützt  und  hierin  den 
Vorzug  hat  vor  der  Methode  von  Boole,  welche  die  Existenz  eines  all- 
gemeinen IntegralB  erster  Ordnung  voraussetzt,  während  doch  ein  solches 
Integral,  selbst  wenn  das  endliche  Integral  existirt,  nicht  immer  möglich 
ist;  —  zweitens  wegen  ihrer  grosseren  Durchsichtigkeit  im  Vergleich  m. 
dem  analogen  Theile  der  Monge'schen  Methode,  in  welchem  die  trans- 
formirte  Gleichung  (1)  in  zwei  zerfUlt,  —  endlich  wegen  der  Form  der 
Gleichungen,  auf  welche  sich  die  Integration  der  Gleichung  (1)  reducirt 
Man  wird  auf  einem  natürlichen  Wege  zu  den  Amp^re'schen  IntegraJen 
mit  Hülfe  der  willkürlichen  Functionen  der  Argumente  a  oder  ßj  welche 
für  die  Allgemeinheit  dieser  Integrale  erforderlich  sind,  gefcihrt;  denn  sie 
enthalten  nur  die  partiellen  Ableitungen  oder  die  Differentiale  nach  einer 
einzigen  x  der  unabhängigen  Verftnderlichen, 

Bezüglich  des  zweiten  der  yorstehend  erwl^ten  Punkte  ist  noch  zu 
bemerken,  dass  Ampere,  nachdem  er  den  Grund,  weshalb  die  transformirt« 
Gleichung  (1)  in  zwei  zerlegt  werden  kann,  mit  Schürfe  und  Genauigkeit 
angegeben  hat,  zu  gleicher  Zeit  klarlegte,  wovon  die  Möglichkeit  oder  Un- 
möglichkeit der  Anwendung  dieser  selb^  Methode  auf  andere  von  (1)  ver- 
schiedene Gleichungen  abh&ngt. 

90.  Wir  nehmen  hierzu  die  partielle  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnxmg: 

Fix,  y,  z,  e*,  z^  ät",  ^„  e,)  =  0, 

von  der  wir  voraussetzen,  dass  sie  wenigstens  in  Bezug  auf  z*\  £^  z„  ganz 
und  rational  und  der  Form  nach  von  (1)  verschieden  sei. 

Nimmt  man  für  diese  Gleichung  die  Existenz  eines  allgemeinen  endlichen 
Integrals  an  und  nimmt  man  das  Argument  a  der  einen  der  beiden  willkür- 
lichen Functionen  als  unabhängige  Veränderliche  zugleich  mit  x^  so  erhält 
man  für  gf*,  £^  z,,  die  Ausdrücke  (3)  (Nr.  77).  Substituirt  man  dieselben 
in  die  gegebene  Gleichung  und  ordnet  das  Resultat  nach  steigenden  Potenzen 

von  ~- :  -—-,   so  erhält  man  eine  transformirte  Gleichung  von   der  Form: 


8a 


8a 

8y 

8a 


+  ...  -  0. 


Ebenso  wie  die  gegebene  Gleichung  erfällt  wird  durch  die  Werthe  von 
z,  s^,  z„  z",  £^,  z„j  welche  man  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  unab- 
hängigen Veränderlichen  x  und  y  seien,  aus  dem  allgemeinen  Integrale  ab- 
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geleitet  hat,  so  wird  auch  die  transformirte  Gleichung  befriedigt  werden, 
durch  die  Werthe  von  y^  z^  s^^  z„  welche  aus  denselben  Integralgleichungen 
unter  Voraussetzung  von  x  und  a  als  unabhängigen  Veränderlichen  abge- 
leitet sind.  Die  transformirte  Gleichung  kann  sich  aber  auf  zweierlei  Weise 
in  eine  Identität  yerwandeln,  je  nachdem  die  Ableitungen  zweiter  Ordnung 
^^  Ki  ^n  ^^^  ^^^  Integrale  in  Bezug  auf  a  ungleichartig  oder  gleichartig 
sind.     Im    ersten  Falle   enthält   das  Verhältniss  ^  :  ^  eine   willkürliche 

Oft        Oft 

Function  von  a,  welche  in  den  CoefQcienten  nicht  vorkonunt,  und  diese 
letzteren  reduciren  sich  yon  selbst  auf  NulL     Im   zweiten   Falle  konunen 

dieselben  willkürlichen  Functionen  sowohl  in  dem  Verhältniss  ^  :  ^  als 

Ott        Ott 

auch  in  den  Coefficienten  vor;   somit  kann  sich  die  linke  Seite  der  trans- 
•formirten  Gleichung    auf  Null   reduciren,   ohne   dass   man   die  Identitäten 
P  =  0,  Q  :=  0,  .  .  .  hätte.     Um  über  die  Möglichkeit  des  ersten  Falles 
zu  urtheüen,  muss  man  die  Gleichungen  aufetellen: 

p  _  0,     ö  =  0,     Ä  =  0,  .  .  . 
und  sodann  darin  g-  und  -^  durch  ihre  respectiven  Werthe 

^    ^  ^'  öa?'      ^'  ^  ^"  '8x 


^i    Vj    ^j    «  >    ^f>    ^  r    ^tj    ^w    "^ 


ersetzen,  wonach  sie  nur  noch 

enthalten  werden. 

91.  Wenn  man  sodann,    als  Resultate  der  Elimination  von  ^,  unter 

Od? 

einander  und  mit  der  gegebenen  Gleichung  JP  =  0  äquivalente  Gleichungen 
erhält,  so  ist  die  Annahme,  dass  je^',  a^^  z„  mit  dem  Integrale  in  Bezug 
auf  a  (welches  der  beiden  Argumente  man  auch  durch  a  darstellen  möge) 
ungleichartig  seien,  gerechtfertigt;  im  andern  Falle  ist  sie  es  nicht.  Bei 
dieser  Elimination  kann  man  im  Allgemeinen  aus  jeder  der  Gleichungen 

P  =  0,     Ö  =  0,     P  =  0,  .  .  . 

Werthe  von  ^  ableiten  und  dieselben  in  die  andern  substituiren.   Um  sich 

indessen  auf  die  alleinige  Betrachtung  derjenigen  unter  ihnen  zu  beschränken, 
welche  wirklich  den  beiden  Argumenten  a  und  ß  der  willkürlichen  Functionen 
des  Integrals  entsprechen,  die  nach  einander  neben  x  als  unabhängige  Ver- 
änderliche genonmien  wurden,  muss  man  sie  den  Werthen  von  ^  gleich- 

00? 

setzen,  welche  man  als  Lösungen  der  quadratischen  Gleichung 


8P  _  9P  8y         ^  /8y \«  ^ 
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erhBlty  oder  man  kann  mich,  wenn  dies  in  dem  gegebenen  Falle  einfiKher 
ist,  die  beiden  Wnrzeln  dieser  Oleiohimg  nehmen  und  sie  in  die  Gleichungen 

P  «B  0,     ^  =  0,     Ä  —  0,  .  .  . 
sabstitniren. 

92.  um  das  Vorhergehende  zu  erlftutem,  wollen  wir  z.  B.  die  Glei- 
chung betrachten: 

Snbstituirt  man  darin  die  Werthe  (3)  für  jp",  ^  z,„  so  folgt: 

da  19«. 

Setzt  man   die   Coefficienten   der  Yeischiedenen  Potenzen  des  Verhftltiiisses 
^ :  -^  gleich  Null,  so  hat  man  die  Gleichimgen: 

■"  ~  *1  «i  "•■  8«  äi  j        8«        "• 

Zofolge  der  eisten  von  diesen  Gleichungen  ist  auch  di«  zweite  erfSllt, 
und  die  dritte  Terein&oht  sich,  so  dass  wir  nur  die  beiden  Gleichnngen 
zu  betrachten  branchen: 

und  diese  nehmen  durch  Substitution  der  Werthe 

_  _  «•   +  r,  j^,     8a,  —  •«;  +  «^  8^ 
die  Form  an: 

Sabstitnirt   man   aber   in  die  zweite  yon  diesen  Gleichungen  den  aus  der 
ersten  sich  ergebenden  Werth 

?y  =  _  ?i 

so  geht  sie  über  in: 
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und  diese  ist  äquivalent  mit  der  gegebenen.     Mithin  kann  der  Werth 

Sy    ^  _  Ji_ 
Bx(a  z„ 

in  dem  vorausgesetzten  endlichen  Integrale  einer  willkürlichen  Function 
eines  Argomentes  a  entsprechen,  in  Bezug  auf  welches  die  zweiten  Ab- 
leitungen jg",  i^fl  e,,  mit  dem  Integrale  ungleichartig  sind. 

Überdies  muss  man  auch  bestätigen  können,  dass  dieser  Woüh  Wurzel 
der  quadratischen  Gleichung  ist: 


^F  8F  9y     ,     ZF 

^z„         W,  Ix  "*"   ^* 


-  i^X  =  0 


welche  im  gegenwärtigen  Falle  die  Form  hat: 

Dividirt  man  hierzu  die  linke  Seite  derselben  durch  -^  "h  t">  ^^  ®^" 
hält  man  als  Quotienten: 


Zx    *^  g„ 


2xz„(ji"e„  -  i^»)  I  +  2xz',{z'%,  -  i^,«)  -  z„ 
und  als  Best: 


Dieser  letztere  ist  gleich  Null  zufolge  der  gegebenen  Gleichung;   demnach 

ist  der  Werth  -^^ ^  in  der  That  eine  Wurzel  der  obigen  Gleichung 

zweiten  Grades.    Ihre  andere  Wurzel  erhält  man,  wenn  man  den  Quotienten 
gleich  N 
folgt  so: 


ist  der  Werth  -^^ ^  in  der  That  eine  Wurzel  der  obigen  Gleichung 

005  z,, 

ire  andere  Wurzel  erhält  man,  wenn  mai 
gleich  Null   setzt   und   die   so   erhaltene   Gleichung   nach  -^  auflöst.     Es 


1  ^ 


%x[§         2xiz'%,^z',^  z,; 

Dieser  Werth  entspricht  offenbar  dem  Argumente  ß^  welches  unter 
dem  Zeichen  einer  willkürlichen  Function  in  dem  vorausgesetzten  endlichen 
allgemeinen  Integral  der  Art  vorkommt,  dass  sämmtliche  Ableitungen  j?',  ;?„ 
r",  x^  Zf,  mit  jenem  in  Bezug  auf  ß  homogen  sind. 

§  13. 
93*   Im   vorhergehenden   Paragraphen   haben   wir  gesehen,    dass   das 
Problem  der  Integration  der  Gleichung 
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sich  reducirt  auf  die  Integration  eines  Systems  von  mehreren  GleichuDgen, 
das  wir  zur  Abkürzung  so  schreiben  können: 


Hdy  4-  Ndz,  —  {K±fa)dx  =  0 

Hdß'  +  {KT^ö)dz,  +  Mdx^  0 

dz  —  g'dx  —  z,dy  =  0 


.    (2). 


Bezüglich  dieses  Systems  untersuchen  wir  zunächst  die  folgende  Frage: 

unter  welchen  Bedingungen  kann  es  für  die  Gleichungen  (2) 

Integrale    von    der    Form  u  s=  const,    wo    u    als  eine    Function 

von   X,  y,  z^  z',  z,  vorausgesetzt  wird,  geben  und  wie  viele  solche 

Integrale  kann  es  geben? 

In  den  Gleichungen  (2)  muss  man  überall  entweder  die  oberen  oder 
die  unteren  Zeichen  von  VG  nehmen;  man  hat  daher  zwei  nnvollstfindige 
Systeme  simultaner  Gleichungen,  da  die  Anzahl  der  in  jeder  von  ihnen  vor- 
kommenden Veränderlichen  x,  y,  z,  z*,  z,  um  zwei  Einheiten  grösser  ist  als  die 
Anzahl  der  Gleichungen.  Man  kann  Integral  dieser  Systeme  von  Differential- 
gleichungen jede  Function  u  der  Veränderlichen  x,  y,  z^  z",  z,  nennen,  deren 
Differential  infolge  der  Gleichungen  (2)  identisch  Null  ist  Nun  findet  man, 
indem  man  die  Gleichungen  (2)  nach  dz,  dz*,  dz,  auflöst: 

dz  =  z'dx  4-  ^,^y 

ä. — ^&+«^^ 

dz,^—^~  dx  —  -^  dy, 

und  substituirt  man  diese  Werthe  von  dZj  dz*,  dz,  in  den  Ausdruck  von  du, 
so  folgt: 

~  \öa:  "^       hz  iV  8^    "^  N        hz,} 


du 


+   Uy  +  ''  Zz    +   —N—   8?  -  IV  ä^j   ^y- 

Mithin  reducirt  sich  du  auf  Null  und  u  ss  const  ist  ein  Integral  der 
Gleichungen  (2),  wenn  die  Function  u  den  in  Bezug  auf  die  Ableitungen 
erster  Ordnung  linearen  und  homogenen  Gleichungen  genügt: 


(3). 


du 

Z' 

du 

L 

-   + 
Zz'  ^ 

K-\- 

Vö 

du 

Ix 

+ 

Iz 

N 

N 

d^, 

du 

du 

kt}/g 

du 

H 

du 

^    . 

öy 

+ 

«f 

Zz 

+ 

N 

d^ 

N 

K 

3BSS     0 
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94.  Über  die  Theorie  der  Integration  simultaner  partieller  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung  ist  erst  in  neuerer  Zeit,  Dank  den  Arbeiten 
von  Jacobi,  Bour  und  Boole^),  Licht  verbreitet  worden,  und  die  Frage, 
die  uns  beschäftigt,  bietet  uns  Gelegenheit  zur  Anwendung  dieser  Theorie. 

Zu  diesem  Zwecke  stellen  wir  zur  Abkürzung  die  beiden  Systeme  von 
Operationen 

8y  +  ^'  8£f   ■•"       N       ^z,         N  ^e, 

respective  durch  die  Symbole  V^  und  V^  dar,  vermittelst  deren  die  Glei- 
chungen (3)  die  Form  annehmen: 

Vit*  =  0,     V2«  =  0. 

Die  nothwendige  Bedingung  dafür,  dass  diese  beiden  Gleichungen  ein  ge- 
meinschaftliches Integral  besitzen  können,  besteht  bekanntlich  darin,  dass 
das  Besultat  der  Operation  V^,  ausgeführt  an  der  Function  V^t«,  gleich 
ist  dem  Resultat  der  Operation  Vj,  ausgeführt  an  der  Function  V^t«,  d.  h. 
dass  man  hat: 

ViVgtt  ».  V2V1I1. 

Führt  man  nun  die  angedeuteten  Operationen  aus,  so  findet  man: 

Hieraus  erhellt,  dass  diese  nothwendige  Bedingung  auf  zweierlei  Weise 
erfüllt  werden  kann:    1)  wenn    sich    in    dem  vorstehenden  Ausdruck  jeder 

der  Coefficienten  von  y,  y,  y-  auf  Null  reducirt,    2)  wenn   wir,   falls 

diese  Coefficienten  von  Null  verschieden  sind,  mit  den  beiden  Gleichungen 
S7^u  =3=  0,  VgW  ==  0  eine  dritte  verbinden: 

ViVjtt  —  V,Vitt  =  0, 

welche  augenscheinlich  von  den  beiden  ersten  algebraisch  verschieden  ist, 
da  sie  die  Ableitungen  y-,  t—  nicht  erh&lt. 


^)  Eine  Skizze  dieser  Theorie  habe  ich  gegeben  in  meiner  Abhandlung: 
„Sor  rint^gration  des  öquations  aux  deriv^  partielles  du  premier  ordre**. 
Omnert^s  Archiv  d.  Math,  and  Physik.    Bd.  50,  S.  898-416,  §§  28—25. 
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95.  Jeder  dieser  beiden  F&Ue  moss  f&r  sich  untersucht  werden.  Be- 
achftftigen  wir  nn9  zunftchst  mit  dem  ersten,  in  welchem  nach  Voraussetziuig 
die  Gleichungen  stattfinden: 

oder: 

ö  =  0,  V,|  +  V,^  =  0,    V,^4-V,^  =  0i), 

80  nehmen  die  betrachteten  simultanen  Gleichungen  die  Form  an: 

—  3tt     ,     ^  8m  L    hu     .     K    hu  ^ 

^.«  -    8x-  +  '^  IF  -  17  8?-  +  ^   8^  -=  <> 
^  hu     .  hu      .      K    hu  H    hu  ^ 

Es  ist  leicht  zu  sehen,  dass  in  diesem  Falle  die  Gleichungen 
VjU  =  0,  V,t4  —  0 
drei  gemeinschaftliche  Integrale  von  der  Form 

Ui  Bsa  const,     u^  =  const,     u^  =  const 

haben,  und  zugleich  zu  zeigen,  wie  diese  Integrale  gefunden  werden. 

Dazu  seien  t;,  i;^,  v^  die  verschiedenen  Integrale  der  Gleichung  Vit(<=0, 
deren  Anzahl  gleich  drei  sein  muss.  Wir  bestimmen  femer  eine  Function 
F(jf,  t?,  i;^,  i;,)  dieser  drei  Integrale  und  der  Veränderlichen  y,  welche  der 
zweiten  der  betrachteten  Gleichungen  V^^  «=  0  genügt  Es  ergiebt  sich, 
indem  man  sie  entwickelt: 

hF  ^       ,    hF  ^       ,     91^  r7         i    ^^'  V7  A 

^  ^«y  +  -^  V,r  +  -^-  V,.,  +  ^-  V,t;,  -  0. 

Hier  hat  man  augenscheinlich  V,^  =  1,  und  es  ist  leicht  zu  sehen,  dass 
sich  die  Grössen  Vjt?,  V^v^,  VgV,  mit  Hülfe  von  t;,  v^^  v^  allein  ausdrücken. 
In  der  That,  man  hat  identisch  für  irgend  eine  Function  u: 

setzt  man  also  der  Reihe  nach  m  =  t;,  v^,  v^^  so  erhält  man  die  Identitäten: 

Vi(V,t;)  =  V^CVit;)  =  V,0  =  0 

Vi(Vjt;2)  =  Vj(Viy2)  ==  VjO  =  0, 


')  Diese  Bedingungen  sind  von  Boole  aufgestellt  worden.  Vgl.  Philosophical 
TransactionB  1862,  T.  CLII,  Part.  I,  p.  452. 
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und  diese  beweisen,  dass  Vgt;,  "^^v^,  V^t^g  Integrale  sind  der  Gleichung 
V^u  s=s  0.  Es  stellen  aber  v,  v^,  v^  alle  verschiedenen  Integrale  der 
Gleichung  Vi«  ==  0  dar;  mithin  müssen  sich  V^t?,  Vgt^i,  V^t?^  mit  Hülfe 
von  Vj  Vi,  ^2  &iisdrücken  lassen,  und  wenn  diese  Ausdrücke  sind: 

Vgv  ==  f(v,  Vi,  Vg),     VgVi  =  /i  («;,  Vi,  Vg),     VjVg  =  f2  (t',  t^i,  «^j), 
so  hat  man  die  Gleichung: 

8y    ^    Öt?  '   ^  8r,  ^^  ^  ör,  ^«  ""  "' 

Für  diese  Gleichung  findet  man  nach  den  bekannten  Methoden^  drei  ver- 
schiedene Integrale  von  der  Form: 

Ui=^Fi(y,v,Vi,Vi)^(MnBt,u^=F^{y,v,Vi,v^,)^GonBt,u^  =  F^(y,v^^ 

die  offenbar  gemeinschaftliche  Integrale  der  Gleichungen 

Vi«*  =  0,     VjU  =  0 
sein  müssen. 

96.  Bei  der  vorstehenden  Auseinandersetzung  der  Methode  der  simul- 
tanen Integration  der  Gleichungen  ViU  &»  0,  Vgt«  =  0  kann  man  schliess- 
lich auch  die  Bollen  dieser  beiden  Gleichungen  mit  einander  vertauschen; 
in  allen  Fällen  muss  man  aber  zunächst  drei  verschiedene  Integrale  der 
einen  von  ihnen  bestinmien.  Dazu  kann  man  sich  neben  den  gewöhnlichen 
Methoden  auch  des  Verfahrens  bedienen,  welches  Poisson  für  die  Glei- 
chungen der  Dynamik  entdeckt  hat.     Denn  zufolge  der  Identität 

Vi(V,u)  =  V3(V,«) 

muss  die  Substitution  eines  Integrals  irgend  einer  der  Gleichungen 

Vi«  =  0,  VjU  =  0 
in  die  linke  Seite  der  andern  ein  Integral   der  ersten  geben.     Der  Erfolg 
dieser  Methode  hängt  schliesslich  von  der  Bedingung  ab,  dass  diese  Sub- 
stitution Integrale  ergiebt,  die  von  den  substituirten  verschieden  sind. 

97«  Wir  wollen  jetzt  angeben,  wie  man  aus  den  drei  oben  erhaltenen 
Integralen 

«1   =  a,      tl2   =  6,      Wg   =  c (4), 

in  denen  a,  b,  c  willkürliche  Constanten  sind,  zunächst  ein  particuläres 
Integral  und  sodann  das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  (1)  ableiten  kann. 

Aus  den  Gleichungen  (4)  erhält  man  für  z,  z\  z,  Ausdrücke  von  der 
Form: 

z^u)(x,  y,  a,  &,  c),  z*  =^(Oi  {x,  y,  a,  6,  c),  z,  =  (o^  (sc,  y,  a,  &,  c)    (5). 
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Schon  aus  der  Methode  der  Berechnung  der  Integrale  (4)  der  Gleichnngen  (3) 
kann  man  scfaliessen,  dass  die  Ausdrücke  (5)  Ton  jer,  s^^  jer,  den  Gleichnngui  (2) 
genügen  müssen.  Löst  man  diese  auf  nach  dz,  de',  dz,  und  führt  man 
die  Bedingung  (r  «■  0  ein,  so  bringt  man  sie  anf  die  Form: 


dz  '. 
dz,. 


z'dx  +  z,dy 
dz  —    ^y  dy. 


N 


N 


(6). 


Dieser  Scbloss  ist  indessen  so  wichtig,  dass  wir  yersuchen  wollen, 
einen  directen  Beweis  desselben  zn  geben.  Dazu  bemerken  wir,  dass  eine 
vollständig  willkürliche  Function  von  u^,  14, 1I3,  welche  wir  mit  9>(i(i,  «S  «4) 
bezeichnen,  den  Gleichungen  (3)  genügen  muss,  wenn  man  sie  für  m  sob- 
stituirt,  da 


Vi9? 


d( 


hfp 


L    hfp 


"öJ  "^         8z  N  'hF    "^  ~N  W, 


V,(p 


fiy    "^    '    8«     "^   iV    8^ 


ist  und  die  Grössen 


N   ^z, 


Vi«*i,       V1II2,       Vi«l8 

Vjt«!,  V^ttg,  Vjttg 


gleich  Null  sind.  Nimmt  man  das  Differential  von  q)  und  substitoirt  man 
in  seinen  Ausdruck  die  aus  den  Gleichungen  V^f?  =>  0,  V^f?  =»  0  ab- 
geleiteten Werthe  von  ~  und     — ,  so  hat  man  die  Gleichung: 


8a; 


«M%.«^.«^)-^(<*^-^^My)+L^(««»'+5<^-y'y)+a^'*'-Wf'»)C7)' 


wonn 


8^ 
87 
8y 

"87 


^  8Mi     ,      8y  8m,  8y    hu^ 

8tti  8z    "^  '8iij  8z  "^  8m,    8z 

8ui  8z'  "^  8U2  8z'  "*"  811,    Sz' 

??.  ^  -U  ^  ^^  -U   ^^  -^ 

8iii^  "8^7    '     81/5  8z,  •"  8ti^  "8z7 


ist. 
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Ersetzt  man  jetzt  jp,  ä^,  z,  durch  ihre  Werthe  (5),  so  redncirt  siöh  die 
linke  Seite  der  Gleichung  (7)  auf  Null,  da  t«^,  t«^  "Hy  V{^*  ^'  ^)  ^^ 
resp.  in  a,  b,  c,  q){a,  b,  c)  verwandeln;  mithin  muss  die  rechte  Seite  der 
Oleichimg  (7)  ebenüftlls  gleich  Null  sein.     Es  ist  aber  leicht  zu  bemerken^ 

dass  die  Ableitungen  -^,  ^,  ^   nicht  identisch   Null  sein   können,   und 

dies  braucht  man  nur  für  eine  dieser  Ableitungen,  z.  B.  für  ~*  ausführlicher 
zu  zeigen. 

In  der  That,  die  drei  Ableitungen  -r^^  <^:  -^  können  nicht  sämmt- 
lich  Null  sein,  da  man,  wenn  sie  es  wären,  aus  den  Gleichungen  (4)  nicht 
die  Werthe  (5)  ableiten  könnte.  Ihre  Multiplicatoren  a~»  ä^»  ä^  ^®^" 
wandeln  sich  durch  die  Substitution  der  Werthe  (5)  von  ^,  jer„  s^  in  will- 
kürliche Constanten.  Mithin  kann  sich  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (7) 
nur  dadurch  auf  Null  reduciren,  dass  sich  die  Gleichungen  (6)  durch  die 
Substitution  der  Werthe  von  z,  xf^  z,  in  Identitäten  verwandeln. 

98.  Hiemach  hat  man  die  Gleichung: 

infolge  deren  die  Gleichungen  (5)  ersetzt  werden  können  durch  die  folgenden : 

z  =  0){x,  y,  a,  6,  c),    zf  =-  g^,  z,  =  ^-. 

Substituirt  man  diese  Werthe  von  z,  si',  z^  m  die  beiden  letzten  Glei- 
chungen (6),  so  hat  man  die  Gleichheiten: 

welche  weiter  zu  den  folgenden  drei  Gleichungen  führen: 


(8). 


N 

8x' 

+ 

L 

== 

0 

N 

8<» 

8a!8y 

— 

K 

= 

0 

N 

8'» 
8y« 

+ 

H 

= 

0 

Jetzt  ist  es  leicht  zu  beweisen,  dass  das  den  vorstehenden  drei  Glei- 
chungen genügende  Integral  z  ^ss  oj(x^  y^  a,  b,  c)  nothwendig  auch  der 
Gleichung  (1)  genügen  muss.  Dazu  genügt  es  zu  bemerken,  dass  infolge 
der  Bedingung  &  =>  E^  —  HL  +  JIOT—  0  die  Gleichung  (1)  folgender- 
massen  geschrieben  werden  kazm: 
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99.  Somit  haben  wir  bereits  ein  particolftres  Integral  der  GMchnng  (1) 
mit  drei  willkürlichen  Constanten  a,  b,  c;  wir  suchen  daraas  das  allgemeine 
Integral  derselben  Gleichung  mit  zwei  willkürlichen  Functionen  abzuleiten. 

Dazu  bemerken  wir  zunftohst,  dass  die  Argumente  a  und  ß  der  beiden 
willkürlichen  Functionen  des  gesuchten  allgemeinen  Integrals  gleich  seia 
müssen;  denn  man  hat  allgemein  für  die  Gleichung  (1): 

ha  hß 

_  J^.  _  iy_  _  K—N'ii  +  f^      _  i£.  _  i?L  =  K  —  Nzj-  \G 
8«    ~dx(a~        H+Nz„      '  Iß  dx{ß  H  +  Nz„     ' 

hy  hy 

Nun  ist  im  gegenwärtigen  Falle  Gr  =»  0,  mithin  hat  man: 

^  !<?_  _  ^  ^  =  0  und  a  =  Ä 
Ö«    hy  hy    hx  V  """  «*         H- 

100.  Wir  beweisen  nunmehr  den  folgenden  Satz.  Es  seien  ip  nn^tp 
willkürliche  Functionen;  substituiren  wir  a,  ^(a),  yf{a)  an  Stelle  Ton 
a,  6,  c  in  dem  Integrale  j?  =»  cü(«,  y,  a,  b^  c)  und  bestimmen  wir  die 
Function  a  durch  die  Bedingung,  dass  die  Ableitung  der  Function  O)  in 
Bezug  auf  a  gleich  Null  sein  soll,  so  stellen  die  beiden  so  erhaltenen 
Gleichungen 

z  =  o)[x,  y,  a,  (p{a\  \p{a%  -^  =  0 

das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  (1)  dar. 

Differentürt  man  nämlich  die  Gleichungen  (9)  nach  x  und  y,  so  folgt: 

.  8«        V^ 8*0»   8g 

^ '     8a8a;  8a»    8x 

8<o         8'<»    8*0»    8a 

^'  "Sy '     8i8y  ~  8ir»  "8y"' 

Differentiirt  man  die  Werthe  von  e*  und  e,  nochmals  nach  x  und  jf, 
so  erhält  man: 

^  8x«    "*■  8x8a  8«  8x'  8«*   \~8a;j  ' 

.  8*<»    j^   8'i»    8a  ^_  8*fl>    j^   8»»    8a  ___  8*«    8*«    8a    8a 

'  8«8y  "^    8a;8a  8y         8y8i  "^    8y8a  8x         8^         80»"  8«   8y ' 


8»«     ,    ^   8a  Ji^  _  ^  /8a\2 

^"  "    8y«   "^  8y8a   8y  "    8«/«  8a'   i8yj  ' 


Um  sich  von  der  Richtigkeit  des  ausgesprochenen  Satzes  zu  überzeugen, 
braucht  man  nur  zu  beweisen,  dass  durch  die  Substitution  der  vorstehenden 
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Werthe  von  z^  s^^  z,^  jp",  jgj,  z„  der  Gleichung  (1)  genügt  wird.  Setzen 
wir  zur  Abkürzung 

8*10  ti  ^'o>  /       ^*ö> 

8ii^  —  ""«»"85  '''       W  ~ 

und  bezeichnen  wir  die  linke  Seite  der  Gleichung  (1)  mit  F{z'\  s^„  z„\ 
so  nimmt  das  Resultat  dieser  Substitution  nach  dem  Taylor'schen  Satze 
die  folgende  Form  an: 

Knn  hat  man  aber: 

F(oj",  (o'„  Oi„)  =  (Na,"  +  L)  {N(o„  +  H)  -  (No>',  —  JC)«, 

mithin  reducirt  sich  das  erste  und  zweite  Glied  der  vorstehenden  Ent- 
wickelimg  auf  Nul]  zufolge  der  Gleichungen  (8),  welche  stattfinden  müssen 
unabhängig  von  den  Werthen  von  a,  &,  c. 

Der  Factor  von  ^  verschwindet  ebenfalls,  denn  alle  Ableitungen  zweiter 
Ordnung  von  F  sind  gleich  Null  mit  Ausnahme  von 

_««  2Jr«und^-^^-  =  i^, 

welche  gleiche  Glieder  mit  entgegengesetzten  Vorzeichen  ergeben. 

Nachdem  somit  der  Satz  bewiesen  ist,  haben  wir  nunmehr  eine  voll- 
ständig reguläre  Methode  fär  die  Integration  der  Gleichung  (1)  unter  den 
Bedingungen: 

ß  =  0.  ^1  f  +  ^«  ^  —  <>'  ^1 5  +  "^^  J  =  <^  •  •  •  (!<>)• 

101.  Es  bleibt  nur  noch  übrig,  diese  theoretische  Auseinandersetzung 
durch  ein  besonderes  Beispielzu  erläutern«   Wir  nehmen  dazu  die  Gleichung : 

/?!  ^  ??^  ^  ?!^\  (i  4-  ?j?\  -.  (i  _  J!lV 

\8ä   "^  8y   "^  hx'J  V     "^  8yV  V^        8a:8y/  ' 

oder  mit  anderer  Bezeichnung: 

(^  +  *,  +  «")(i+^„)-(i  -o»- 

KaaiiOB,  Put  Dttbrentialglfilolimigeii.  26 
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Hier  sind  die  Bedingungen  (10)  offenbar  erfüllt   Wir  bilden  die  beiden 
simultanen  öleicbnngen 

V,«- ^-  +  ^-^ -(^  +  ^,)  jP  +  g^  =  0 

nnd  Sachen  alle  drei  verschiedenen  Integrale  der  zweiten  yon  diesen  Glei- 
chungen.    Nimmt  man  dazu  das  Gleichnngssystem 

dy^-^^dz'^  —  dz,, 

so  findet  maji  die  drei  verschiedenen  Integrale: 

V  =  ^  +  ^M     '^x—y  —  ^,     <^2  —  ^  +  |: 

Wir  suchen  jetzt  eine  Function  F(a?,  v,  v^,  r,),  welche  dw  Gleichung 
V^F  =  0  genügt.     Entwickelt  man  diese,  so  findet  man: 

Nun  ist  aber: 

Vja:  =  1,     ViV  =  1  —  v,     V^v^  =:  t?,     V^v^  —  r; 

mithin  nimmt  die  vorige  Gleichung  die  Form  an: 

Ihre  drei  verschiedenen  Integrale  erhält  man  durch  Integration  der  Glei- 
chungen: 

dx  =     ^^     =  ^  =  ^^» 

1  —  V  V  «  ' 

sie  sind  demnach  von  der  Form 

(1  —  v)  e^  =  a,     Vi  —  t?g  =  6,     v^+v  —  x  =  c, 

wo  a,  5,  c  willkürliche  Constanten  bezeichnen.   8ubstituirt  man  die  Werthe 
von  V,  t^i,  t?j,  so  folgt: 

.  (1  —  ^-^,)e*  =  a,     y  — ^  — £;-  — 1  =  6,     y  —  aj+^^^c, 
und  hieraus  erhält  man: 

z,  :=  c  +  X  —  y     . 

js*  =  1  .—  ae-~^  -^  ^  +  ^  —  c 

£f  =  6  +  ae-'-  4-  a?  +  c  —  i  (c  4-  «  —  y)» 

wo  für  —  h  -^  1  wiederum  einfach  b  gesetzt  ist.' 
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Diese  letztere  Gleichung  stellt  ein  particuläres  Integral  der  gegebenen 
Gleicliiing  dar.     Sie  giebt  nämlich  durch  Differentiation: 

—  =l-ae'--x  +  y-c,   —  =  c  +  x-y 

Man  sieht  hieraus  zunächst ,  dass  die  für  js"  und  ■=-,  ebenso  die  für  e,  und 

-  gefundenen  Werthe  identisch  sind;  femer  reduciren  sich  durch  Sub- 
stitution der  Werthe  der  Ableitungen  erster  und  zweiter  Ordnung  von  is 
die  Ausdrücke 

z'  +  z^  +  z'U     l+z„,     1-^, 

auf  Null,  und  somit  wird  die  gegebene  Gleichung  befriedigt.  Hieraus  er- 
giebt  sich  dem  oben  Bewiesenen  zufolge,  dass,  wenn  man  in  dem  vorigen 
particul&ren  Integrale  zwei  der  Constanten  a,  &,  c  als  willkürliche  Functionen 
der  dritten  betrachtet  und  die  partielle  Ableitung  von  z  nach  dieser  dritten 
Constanten  gleich  Null  setzt,  die  beiden  so  erhaltenen  Gleichungen  das  all- 
gemeine Integral  der  gegebenen  Gleichung  bilden  werden.  Macht  man  z.  B. : 

c  =s  a,     fe  a=s  9?(a),    a  =  v(a), 

so  wird  das  allgemeine  Integral  dargestellt  unter  der  Form  der  beiden 
Gleichungen : 

z  =  (p{d)  +  ip(a)€-^  +  X  +  a—  2  (a  +  a?  —  y)« 

0  ^^  (p\a)  -h  \p\a)  e-^  —  a  —  a;+y-fl. 

Es  ist  übrigens  leicht,  das  vorstehende  Besultat  zu  verificiren,  indem 
man  zeigt,  dass  man  durch  Elimination  der  Grössen  a,  f?(a),  \p{a)  aus  den 
vorstehenden  beiden  Gleichungen  die  gegebene  Gleichung  erhält.  Aus  der 
zweiten  von  diesen  Gleichungen  folgt: 


daher: 

Ba 

H  =  -  [1  +  V'(a)e-]. 

Differentiirt  man  die  erste  Gleichung  des  Integrals,  so  kommt: 
IJ  =  1  —  \p{a)ir"  —  x  +  y  —  a,    ^^  ^  x  ^  y -\-  a 
£  -  „(«,.-. -l-[l+v.(a)e-lg,  j^j-l  +  g.  :^  — 1  +  1 
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und  hieraus: 

Hiemach  nimmt  die  dritte  der  vorstehenden  Gleichungen  die  Form  an: 

Ve  -  ?*  O-  ?i  -4-  ^'* 

tody  8g  "^  ey  "^  dx' 


oder: 


^-?^  _  iV  —  ^£  -I.  ?i  j_  »*'\  /»'*  a.   1^ 


und  diese  letztere  Gleichung  ist  identisch  mit  der  gegebenen. 
102.    Bemerkung  L     Die  Bedingungen 

welche  im  Verein  mit  der  Bedingung  6r  s=  0  den  Erfolg  der  Integration 
der  Gleichung  (1)  nach  der  vorstehenden  Methode  sichern,  können  sehr 
einfach  ausgedrückt  werden.  Dazu  bemerken  wir,  dass  wegen  6r  es  0  die 
Anwendung  der  vorigen  Methode  noch  der  Bedingung  unterliegt,  dass  für 
die  drei  Gleichungen 

'^'  +  I  =  0,    <  _  -J  -.  0,     z„+  ^=0 

ein  einziges  gemeinschaftliches  particulftres  Integral  möglich  ist,  was  be- 
züglich der  Coefficienten  H^  K,  Z,  N  zwei  Bedingungen  erfordert,  die  noih- 
wendig  den  vorigen  äquivalent  sein  müssen.  In  der  That  geben  diese 
Gleichungen: 

8y  Öo?     '     ^"  ~  U  8y    • 

Wir  deuten  hier  durch  einen  hinter  das  Zeichen  9  gesetzten  Punkt 
an,  dass  man  nach  x  und  y  differentüren  muss  nicht  allein,  insofern  diese 
Veränderlichen  expUcit  vorkonmien,  sondern  auch  insofern  sie  durch  Ver- 
mittlung von  xr,  e*^  z^  auftreten.  Führt  man  diese  Operationen  ans  and 
ersetzt  man  g^\  ;e^,  $s,,  durch  ihre  Werthe,  so  folgt: 

»a;     ~    8rr     "*■     3jp  N    fiz"    '^   N    ^£,    ~  ^  IT 
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ebenso 

^        ^*  N'     ^    ~^*  N'     ix  ^^  N- 

Mithin  kann  man  die  Bedingungen  (10)  einfacher  folgendermassen  darstellen: 

^  "'      öa?     ^     by  "'       8y     ^     8a;  "' 

108.  Bemerkung  II.  Es  ist  oben  bewiesen  worden,  dass  die  Glei- 
cbung  (1)  unter  den  Bedingungen  (10)  ein  allgemeines  Integral  von  der 
Form  besitzt: 

z  =  (ü[x,  y,  a,  9?(a),  v^(a)],    -^  —  0. 

Der  umgekehrte  Satz  ist  gleichfalls  richtig,  nämlich,  dass 
jedem  Integrale  von  der  vorstehenden  Form  eine  Differential- 
gleichung von  der  Form  (1)  entspricht,  welche  den  Bedingungen 
(10)  genügt.  In  der  That,  difierentürt  man  die  erste  der  vorstehenden 
Gleichungen  und  berücksichtigt  man  die  zweite,  so  folgt: 

.  hn     I    8 .  at  8«  8ob  8«    ,    8  .at  8a  8» 

~  ~W  '^  ^  ^  ^^  W    ^'~"8y"'""8^8y~8y' 

f\  —  ^  — 

8««   "^    8a     8«'  "  ~   8y«  "^     8a     8y 

ft  —  ^  — 

'  ""^  8y8a;    ''     8a     8y  8a;8y    •"     8a     8«* 

Hier  ist  es  zweckmässig,  die  Transformation  der  vorstehenden  Aus- 
drücke von  0*^  e"^,  e„  einzufiihren,  die  wir  schon  oben,  aber  ohne  nähere 
Entwickelung  angewandt  haben.  Mit  Bücksicht  auf  die  Bedeutung  des  hinter 
dem  Zeichen  d  stehenden  Punktes  hat  man: 

8 .  OB  8io      I      8(D      ./  y,    ,      8o»       M  /   . 

•8a   _    8»«  8»»      ...     ,      8««      .,  . 

"IT  ==  8i8S  +  8^  9^(«)  +  8i8^  V^(«) 

•8a:  8»»     ,     8«i»      .,  .     ,      8»«      .,  . 

-^  =  8^85  +  8";^9^(«)  +  8tj^^(«)' 
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und  indem  man  die  zweite  der  Gleiehongen  des  Integrals  nach  x  differentiirt, 

hat  man: 

hm 


mithin: 


Ebenso  findet  man: 


'  8«  8'.»  Öa 

8a  8x  8a'   8a;' 

rv    8«  ^  8  .  0> 

8y     ^    ^  "8^  ^   _  8'.«  8a 
8a  8y  8a*  8y' 

Hiemach  hat  man: 

,, ?l!^_^/??V  _8*«  __8^•/8a\2      .         8*«         8«. oi  8a  8g 

^   ~  8a;»        8a«    [hxj  '   ^"~8y»         8a«  V8yj  '     ' ""  8a?8y        8a»  8x  8y' 

Eliminirt  man    zwischen   diesen    Gleichungen   -^—^  -j—,   so  findet   man   die 
Gleichung: 

(^"  -  8?)  r"  -  fJ»)  ==  (^'  -  8^)  '• 

Schliesslich  können  wir  a,  q>(fl),  tp{d)  mit  Hülfe  der  Gleichungen 

,  8<D  809 

^  =  "'  ^    =    8^'    ^'  =   9y 

durch  o;,  y,  z^  z*,  e,  ausdrücken  und  diese  Werthe  in  die  Functionen 

8»ai      8»©       8*a> 
85»"'    Üy»*    8x8y 

substituiren,  wonach  diese  letzteren  eine  Form  annehmen,  die  wir  darstellen 
können  durch 

_   L      _H      K 

und  die  vorige  Gleichung  geht  über  in: 

d.  h.  wir  erhalten  eine  Gleichung  von  der  Form  (1).  Man  sieht,  dass  sie 
der  Bedingung  (10)  genügt,  weil  die  Goefi&cienten  —  ^,  —  ^,  ^r^  in- 
folge ihrer  Entstehung  die  Gleichungen  be&iedigen  müssen: 

8i/      '  8x      '  ,    8a:  '      Sy    * 
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die  sieb,  wie  oben  bewiesen  wurde,  auf  die  folgenden  reduciren: 

Die  Gleicbnng  6r  =>  0  ergiebt  sieb  scbon  ans  der  Form  der  Gleicbung  selbst, 
unter  geometriscbem  Gesicbtspnnkte  betracbtet,  stellen,  wenn  x^  y,  2 
die  Goordinaten  der  Punkte  einer  Fläcbe  sind,  die  beiden  Gleicbiingen  des 
allgemeinen  Integrals 

g  =  (o[x,  y,  a,  (p{a),  y){a)l    -^  =  0 

eine  Fl&cbe  dar,  welche  eine  Scbaar  von  Flächen  einhüllt,  die  durch  die 
particuläre  Integralgleichung 

•  ^==  (o{x,  y,  a,  b,  c) 

gegeben  sind,  wenn  man  darin  die  durch  die  beiden  willkürlichen  Relationen 

b  =  q>{a)^    c  =  y){a) 

verbundenen  drei  Parameter  a,  b,  0  in  stetiger  Weise  variiren  lässt.  Somit 
stellt  die  Gleichung  (1)  unter  den  Bedingungen  (10)  die  gemeinschaftliche 
Differentialgleichung  dieser  einhüllenden  Fl&chen  dar. 


§14. 

104.    Nachdem  wir  gezeigt  haben,   wie   man   die  Gleichung  (1)    des 
vorigen  Paragraphen  integrirt,  wenn  die  drei  Grössen 

^   H        ^  K±}/-G  _  ^    L        ^  KTfG  _  .2Vö_ 

sich  auf  Null  reduciren,  gehen  wir  jetzt  zur  Betrachtung  der  andern  Fälle, 
welche  eintreten  können,  über. 

Wenn  P,  Q,  R  von  Null  verschieden  sind,  so  können  die  beiden  Glei- 
chungen: 

nur  in  dem  Falle  ein  gemeinschaftliches  Integral  besitzen,  wo  gleichzeitig 
die  dritte  Gleichung  stattfindet: 
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Mmmt  man  die  Eiisteng  dieser  Gleudnmg  an,  so  nntennehen  wir, 
unter  welchen  Bedingongen  und  in  welcher  Anzahl  es  Integrale  geben  kann, 
die  gleichzeitig  den  drei  Torstehenden  Gleichmigen  genügen.  Um  diese 
Fragen  möglichst  einfach  zu  lösen,  bringen  wir  die  partieUen  AbleitongOL 
in  jeder  Oleichimg  auf  die  kleinstmöglidhe  AwwLhl  Dazu  eliminiren  wir 
ans  den  beiden  ersten  Gleichmigen  mit  Hülfe  der  dritten  eine  der  Ab- 
leitungen ^,  ^,  ^.     Nimmt  man  E  verschieden  von  Null  an  und  eli« 

hu 
minirt  man  daher  ^,  so  Inringt  man  die  betrachteten  drei  Gleichmigen  auf 

die  Form: 

^■'-w  +  ^v  +  ^w,-" 

wo  die  neu  eingeführten  Symbole  V,  V",  V'  bestimmt  werden  durch  die 
Formeln: 

V  «  Vi  -  J  V„     V"  =  V,  -  J  V„    V"  =  1  v„ 

nnd  die  Ausdrücke  der  Coefficienten  A,  B.  ,  . .,  F  mittels  der  Coefficienten 
der  vorhergehenden  Gleichungen  leicht  zu  erhalten  sind.  Die  nothwendigen 
Bedingungen  dafür,  dass  den  drei  Gleichungen  V«  =  0,  V'tt  «=  0,  V^u  =s  0 
ein  gemeinschaftliches  Integral  zugehört,  bestehen  darin,  dass  die  Resultate 
der  Operationen 

V'V'X     V'V^i«,     S7"V'"u 

resp.  gleich  sein  müssen  den  folgenden: 

V^V'w,     V'"V'k,     V'V'u. 

Nun  ist  jeder  der  Ausdrücke 

von  der  Form: 


d.  lu  er  ist   linear  und  homogen   in  Bezug   auf  die   beiden  Ableitungen 
^—  und  r —  alleü 
gleich  Null  sein: 
1)  Erstens  ^ 
drücken  für  sich  verschwinden; 


^-r  und  ^—  allein.     Demnach  können  diese  Ausdrücke  auf  fokrende  Weise 
QZ*  cz, 

sein: 
1)  Erstens  weil  die  Coefficienten  von  -^  und  -r—  in   den  drei  Aus- 
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dtt         dtt 
2)  Zweitens  dadurch,  dass  man,  wenn  die  Coefficienten  von  -^  and  tt- 

in  den  drei  Ansdräcken  nicht  Null  sind,  Ausdrücke  der  Null  gleichsetzt, 
welche  nicht  an  nnd  für  sich  verschwinden,  und  dass  man  somit  zu  den 
^ei  gegebenen  Gleichungen   neue  hinzufügt,   welche   von   den   gegebenen 

Gleichungen  algebraisch  verschieden  sind,  da  sie  die  Ableitungen  ^,  ^-,  -^ 

nicht  enthalten. 

105.  Betrachten  wir  jeden  dieser  beiden  Fälle  für  sich  und  beschäftigen 
wir  uns  zunächst  mit  dem  ersten,  in  welchem  man  nach  Voraussetzimg  die 
drei  Gleichungen  hat: 

so  sieht  man  leicht,  dass  in  diesem  Falle  die  drei  simultanen  Gleichungen 

\7'u  =:  0,     V"w  =  0,     W'u  =  0 

zwei  gemeinschaftliche  Integrale  haben  müssen. 

Hiemach  findet  man,  indem  man  eine  von  ihnen,  z.  B.  die  erste 

vollständig  integrirt,  nur  zwei  verschiedene  Integrale  dieser  Gleichung 
V  =  const,     t?i  =  oonst. 
Sodann  führt  die  Au&uchung  des  Integrals 
^(3fi  ^1  ^i)  =  const, 
welches  den  beiden  ersten  Gleichungen  genügt,  zu  der  Gleichung 

in  der  V"y  =  1  ist  und  die  Grössen  V"t?  und  V"i?i  sich  mittels  der 
Veränderlichen  v,  Vi  allein  ausdrücken,  da  den  Identitäten 

W"v  —  V'V't;  =  V*'0  =  0,     S7'V'\  =  V''S7\  =  V'O  =  0 

zufolge  S7*'v  und  V\  Integrale  sind  der  Gleichungen  Vw  =  0,  Setzt 
man  also 

so  hat  man  zur  Bestimmung  von  F  die  Gleichung: 

^F    ,     ?^F  j,/        V    ,     ?^F  j»  f        X  ^ 
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deren  vollständige  Integration  die  beiden  verschiedenen  Integrale  liefert: 

tr  =  Fijfy  V,  v{)  ae  const,     w^  =  ^liVi  ^i  ^i)  =  const. 

Endlich  führt  die  Aa&uchung  des  Integrals 

q>{e,  w,  füy)  =  const, 

welches  gleichzeitig  den  drei  gegebenen  Gleichungen  genügt,  zu  der  Gleichiuig 

VV  =  'i  V".  +  ^  V'"«  +  ^  V'««^  -  .0. 

in  welcher  V"e  =  1  ist  und  die  Grössen  V"w  und  V'w^   sich  mittels 
w  und  iOi  ausdrücken,  da  den  Identitäten 

^"V'"w  =  V'"V"ir  —  V'"0  =  0,    V'V"fi?i  =  V*'V"u;^  =  V"'0  =  0 

zufolge  V*"w  und  V"Wi  Integrale  der  Gleichung  V'tt  =  0  sind.     Setzt 
man  also 

so  hat  man  zur  Bestimmung  der  Function  (p  die  Gleichung: 

deren  vollständige  Integration  die  beiden  verschiedenen  Integrale 

u^  =  ^i(^i  «^1  «^i)  =  const,     u^  =  *2(jef,  w,  w^)  =  const 

liefert,  welche  den  drei  simultanen  Gleichungen 

V'm  =  0,     V'm  =  0,     V'"w  —  0 
Genüge  leisten. 

Es  ist  leicht  zu  sehen,  dass  diese  beiden  Integrale  auch  den  drei 
Gleichungen 

Vi«  =  0,     VgW  =  0,     Vgl*  =  0 
genügen,  da  man 

Vgtt  =  äV'/'w,     VgW  =  V"w  +  z,^"%     V^i*  =  V't*  +  ir^V'ti 

hat  und  die  rechten  Seiten  dieser  letzteren  Gleichungen  verschwinden,  wenn 
man  darin  u  durch  u^  oder  u^  ersetzt. 

106.  Somit  muss  man,  wenn  man  die  beiden  Integrale  l>e6timmen  will, 
welche  den  drei  simultanen  Gleichungen  V'w  =  0,  V"i«  ^  0,  V"'«  =  0 
genügen,    zunächst  eine  der  drei  Gleichungen  vollständig  integriren,  d.  h. 
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zwei  verschiedene  Integrale  dieser  Oleichnng  bestimmen.  Indessen  kann 
man  sich  bisweilen  anf  die  Bestimmung  eines  einzigen  von  diesen  beiden 
Integralen  beschränken,  denn  die  Substitution  eines  Integrals  der  einen  yon 
diesen  drei  Gleichungen  V't*  =  0,  V"u  =  0,  V'"tt  =  0  in  die  linken 
Seiten  der  beiden  andern  muss  Integrale  der  ersten  geben.   In  der  That,  ist 

V  =s  const  ein  Integral  der  Gleichung  V'u  =«  0,  so  zeigen  die  Identitäten 

V'V't?  =  V' V'v  =  0,  V'V'v  =  V'V't;  =  0, 

dass  Vt;  =  const  und  V*v  =  const  ebenfalls  Integrale  der  Gleichung 
\/*u  =  0   sind,  und  es  braucht  nur  eins  von  ihnen  von  dem  Integrale 

V  =  const  verschieden  zu  sein,  damit  diese  Methode  die  Lösung  des 
Problems  der  simultanen  Integration  der  Gleichungen 

Vu  =  0,     V"w  =  0,.    V't*  =  0 
vereinfachen  könne. 

107.  Nach  dem,  was  wir  gesehen  haben,  sind  dafür,  dass  man  nach  der 
vorstehenden  Methode  zwei  den  drei  simultanen  Gleichungen 

genügende  Integrale  finden  könne,  drei  Bedingungen  nothwendig,  welche 
ausgedrückt  werden  durch  die  Gleichungen: 

V'V"«.— V"V'w  =  0,  V'V'"w  — V"'W=0,  V"V'"tt  —  V"'V"M  =  0, 

die  fOr  jede  Function  u  stattfinden  müssen.  Es  ist  aber  leicht  zu  sehen, 
dass  zwei  von  diesen  Bedingungen  hinreichend  sind,  da  die  dritte  infolge 
einer  sehr  einfachen  zwischen  deh  linken  Seiten  dieser  B^dingungsgleichungen 
bestehenden  Relation  eine  Folge  der  beiden  andern  ist.  Diese  Beziehung 
wird  ausgedrückt  durch  die  Gleichung: 

welche  stattfindet  für  jede  Function  u.  /      . 

Da  diese  Gleichung  nur  von  den  Eigenschaften  der  Symbole  y,  V",  V" 
abhängt  und  vollständig  unabhängig  von  dem  Werthe  der  durch  den  Buch- 
staben u  dargestellten  Function  u  ist,  so  kann  man  von  diesem  abstrahiren, 
und  es  stellt  sich  sQsdann  der  zu  beweisende  Satz  symbolisch  in  folgender 
Weise  dar: 

(V'V"  —  V'V)  +  jp,(V'V'"  —  V"'VO  —  ;^(V"V"'  -  V^'V")  =  0. 

Um  ihn  zu  beweisen,  erinnern  wir  uns,  dass  sich  V,  V",  V"  mittels 
^ii  ^2J  ^3  folgendermassen  ausdrücken: 
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und  dasB  überdies 

Vg  —  ViV,  —  V,Vi 

ist  Zufolge  dieser  Definitionen  erhalt  man  leicht  folgende  symbolische 
Gleichungen  (die  man  übrigens  leicht  in  gewöhnliche  Oleichungen  Terwandeln 
kann,  wenn  man  unter  den  Operationszeichen  die  Function  «,  die  man  weg- 
gelassen, wiederherstellt): 

v'V«  _  v-v  -  [i  -  (v,  S)+(v,|)  +  i  (^4)  -  i  ( V,  J)]  V. 
+  i  (v,v,  -  v.vo 

Addirt  man  diese  drei  Oleichungen,  nachdem  man  die  zweite  mit  z,,  die 
dritte  mit  —  iif*  multiplicirt  hat,  und  führt  man  die  leicht  ersichüicben 
Vereinfachungen  aus,  so  folgt: 

Nun  ist: 

H    =  jy      ,       ^1^,    -=    2^ »        Vs,r    ^ 9 

mithin: 

E  —  S/yZ,  +  V^s^  a«  0 
und  somit: 
(V-V"  _>  V'VO  +  ;sr,(V'V'"  —  V'"VO  -  /(VV"  —  V^'VO  =  0, 

was  zu  beweisen  war. 

108.  Wir  gehen  nunmehr  zu  den  andern  Fällen  über,  welche  sich  bei 
der  Integration  der  Gleichungen 

V'tt  =  0,     V"a  =  0,     V'"u  =  0 
darbieten  können. 

Dieser  Fälle  giebt  es  zwei: 

a)  Wenn  keiner  der  Ausdrücke 

sich  identisch  auf  Null  reducirt 

b)  Wenn  einer  von  diesen  Ausdrücken  sich  identisch  auf  Null  reducirt 
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Da  in  jedem  dieser  Fälle  diese  drei  Ausdrücke  gleich  Null  sein  müssen, 
wenn  die  drei  Gleichungen  Vk  =  0,  V"t«  =  0,  V'"w  =  0  ein  gemein- 
schaftliches Integral  besitzen  sollen,  so  braucht  man  im  Falle  (a)  dem  eben 
bewiesenen  Satze  zufolge  nur  zwei  von  ihnen  gleich  Null  zu  setzen.  Auf 
diese  Weise  fügt  man  zu  den  drei  gegebenen  Gleichungen  noch  die  folgenden 
beiden  hinzu: 

Wenn  diese  letzteren  algebraisch  verschieden  sind,  so  hat  man  zu 
gleicher  Zeit  mit  den  gegebenen  Gleichungen  fünf  in  Bezug  auf  die  fönf 

Ableitungen  r-,  ^,  «-,  ^ii  ä"  ^®*^  ^"^^  homogene  Gleichungen.  Aus 
diesen  Gleichungen  kann  man  nur  den  einzigen  Schluss  ziehen,  dass 

"ST"^"'    1^  "^  ^'    17""^"'    l?""""'    "ä^""^ 

ist,  was  beweist,  dass  man  den  gegebenen  drei  Gleichungen  und  somit  auch 
den  Gleichungen 

VjW  «    0,     V,v  =  0,     Vgl«  =  0 

nur  genügen  kann  durch  Substitution  einer  constanten  Grösse  für  u. 
Sind  die  Gleichungen 

^^  +  ^^-0'   «.■&  +  ''.^-'> 

nicht  algebraisch  verschieden,  so  braucht  man  nur  eine  von  ihnen  mit  den 
gegebenen  Gleichungen  zu  verbinden.  Die  dann  anzustellende  Untersuchung 
ist  identisch  mit  dem,  was  wir  jetzt  for  den  Fall  (b)  entwickeln  werden. 
109.  In  diesem  letzten  Falle  redudrt  sich  nach  Voraussetzung  einer 
der  drei  Ausdrücke 

identisch  auf  Null.  Nach  dem  bewiesenen  Satze  (Nr.  107)  hat  man  also 
nur  einen  der  beiden  Ausdrücke,  welche  nicht  verschwinden,  der  Null  gleich 
zu  setzen.     Man  erhält  so  ein  System  von  Gleichungen  von  der  Form: 

^■«-S  +  ^F  +  ^S-o 
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und  diese  verwandeln  sich,  wenn  man  eine  der  Ableitungen  ^  ^  ans  den 
drei  ersten  Gleichungen  mit  Hülfe  der  letzten  wegschafft,  in  die  folgenden: 

du    .        du 


A,u 

= 

u» 

Öx 

+ 

VI* 

— 

0 

A,u 

= 

du 

+ 

= 

0 

A,« 

= 

du 

d^ 

+ 

= 

0 

A,« 

= 

du 

d-f' 

+ 

- 

0, 

wobei 

V7^ ^  ^„ ^     ^  ^, ^ 


Ai=V-— "^V'",  Aj^V— ^V"^  A3=»V'"— fv"",  A4— JV'"' 


gesetzt  ist  und  a,  &,  c,  d  sich  in  bekannter  Weise  mittels  der  Coeffidenten 
der  vorigen  Oleichnngen  aasdrücken  lassen. 

Das  letzte  Sjstem  von  Gleichungen  besitzt  nur  in  dem  FaUe  ein  ge- 
meinschaftliches Integral,  wenn  man  identisch  hat  die  Gleichungen 

A.-Aa-u  =  Ak^iU 

für  jede  Function  u  und  für  alle  verschiedenen  Werthe  von  i  und  k  ans 
der  Reihe  der  Zahlen  1,  2,  3,  4. 

Im  andern  Falle  ist  es  offenbar  unmöglich,  den  vier  betrachteten 
Gleichungen  oder  den  Gleichungen,  ans  denen  sie  abgeleitet  sind,  simultan 
zu  genügen.  Nun  haben  alle  diese  Gleichungen  die  beiden  ursprünglichen 
Gleichungen  VjU  ^^  0,  Vjii  =  0  als  gemeinschaftlichen  Ursprung;  mithin 
lassen  diese  in  diesem  Falle  kein  gemeinschaftliches  Integral  zu. 

Ist  die  Bedingung  A,Ajttt  =  A^Ai«  erfüllt,  wie  oben  verlangt,  so 
ist  die  Methode  für  die  Bestimmung    eines  einzigen  den  vier  Gleichungen 

Alt*  =  0,     A2W  =  0,     Agt«  =  0,     A^u  =  0 

gemeinschaftlichen  Integrals  vollständig  dieselbe  wie  die,  welche  wir  bei 
Gelegenheit  der  Integration  der  vorhergehenden  Systeme  ausführlich  aus- 
einandergesetzt haben.  Es  genügt  uns  daher,  kurz  die  Ainwendung  zn 
zeigen. 

110.  Wir  bestimmen  zunächst  das  Integral  der  einen  von  den  vor- 
stehenden Gleichungen,  z.  B.  der  ersten.     Mit  Hülfe  der  Gleichung 

adx  —  de,  sssz  0 
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zwischen  den  beiden  Veränderlichen  x  und  z,  erhält  man  dasselbe;    es  sei 
V  a=  const  dieses  Integral.     Sucht  man  das  Integral 

w  ^=  F{p,  v)  ===  const, 

welches  der  ersten  und  zweiten  Gleichung  genügt«  so  gelangt  man  zu  einer 
Gleichung  von  der  Form: 

WO  f(v)  eine  bekannte  Function  ist.    Mithin  erhält  man  das  gesuchte  Integral 
durch  eine  Quadratur: 

Um  das  Integral 

zu  finden,  welches  den  drei  ersten  Gleichungen  genügt,  wird  man  zu  einer 
Gleichung  geführt  von  der  Form: 

^»'=ll  +  S9'(«')  =  0. 

wo  (p{w)  eine  bekannte  Function  ist,  und  das  gesuchte  Integral  drückt  sich 
aus  durch  eine  Quadratur: 

t  =s  z  —   I  — ^^  =  const. 
J  fpM 

Schliesslich  führt  die  Bestimmung  des  Integrals 

%  =   Wlz*,  t)  =  const, 

welches  den  vier  Gleichungen  zu  gleicher  Zeit  genügt,    zu  der  Gleichung: 

wo  tp  {t)  eine  bekannte  Function  ist,  und  das  gesuchte  Integral  drückt  sich 
ebenfalls  mit  HüIüb  einer  Quadratur  aus: 


"^^-''-Iw^'^'^ 


Dieses   letztere    Integral    genügt   gleichfalls    den    beiden    simultanen 
Gleichungen: 

VjW  =  0,     VgW  =  0, 
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da  man  hat: 

und 

V'u  =  A^u  +  Ä/:\u,    V"f*  =  A,«  +  CA^u,    V'"u  =  A^u  +  EAiU, 

and  sich  die  Werthe  von  A^ti,  A^u^  ^s^f  ^4^  ^^  ^^^  reduciren  mtssen, 
wenn  man  u^  an  die  Stelle  von  u  setzt. 

111.  In  den  beiden  vorhergehenden  Paragraphen  haben  wir  eine 
Methode  auseinandergesetzt  zur  Bestimmung  aller  möglichen  Integrale  der 
beiden  unvollständigen  Gleichungssysteme: 

Hdy  +  Ndz,  —  {K ±  \G)dx  =  0 

Hdz'  +  (KT  YG)dz,  +  Mdx  —  0 

dz  —  e'dx  —  z,dy  =  0, 

deren  eines    den    oberen,    deren  anderes   den    unteren  Zeichen  der  Wurzel- 
grosse  Vö  entspricht. 

Bei  der  Auseinandersetzung  dieser  Methode  haben  wir  weniger  die 
allgemeinen  Formeln  als  vielmehr  den  allgemeinen  Gang  fOr  eine  solche 
Untersuchung  im  Auge  gehabt.  Infolge  dessen  haben  wir  auch  nicht  die 
Fälle  erwähnt,  in  denen  z.  B.  die  Coefficienten  JV^  E,  ,  .  .,  welche  in  den 
Nennern  in  unseren  Gleichungen  vorkommen,  sich  auf  Null  reduciren;  in  der 
That  spielen  die  Veränderlichen  x,  y,  z^  z*,  z,  in  diesen  Gleichungen  identische 
Rollen,  und  man  kann  immer  eine  von  ihnen  an  Stelle  der  andern  nehmen, 
um  diese  in  Bede  stehenden  Schwierigkeiten  zu  vermeiden. 

112.  Nachdem  wir  uns  auf  diese  Weise  überzeugt  haben,  dass  die 
Anzahl  der  Integrale  eines  jeden  der  beiden  obigen  Systeme  von  Gleichungen 
von  drei  bis  Null  einschliesslich  variiren  kann,  werden  wir  jetzt  annehmen, 
dass  verschiedene  Combinationen  dieser  Anzahlen  von  Integralen  zugleich 
fdr  das  eine  und  das  andere  Gleichungssystem  möglich  sind,  und  wollen 
untersuchen,  wie  man  in  jedem  Falle  das  endliche  allgemeine  Integral  der 
Gleichung 

Hz''  +  22L<  +  Lz„  +  M+  N(z'%,  —  <«)  =  0    .    .    (1) 

erhalten  kann. 

Der  einfachste  dieser  Fälle,  nämlich  der,  wo  die  beiden  Gleichnngs- 
Systeme  drei  gemeinschaftliche  Integrale  haben  und  in  dem  YG  =  0  ist,  ist 
bereits  vollständig  im  vorigen  Paragraphen  untersucht  worden;  wix  gehen 
daher  sogleich  zur  Untersuchung  der  übrigen  Fälle  über.  Jedoch  ist  es 
jetzt  am  Platze,    die   obige  Bemerkung  zu   vervoUstSndigen,    dass  in  den 
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betraohteten  zwei  GleichtmgssTstemen  die  Yer&nderlichen  x,  jf,  0,  0,,  JS* 
identische  Bollen  spielen.  Daza  werden  wir  beweisen,  dass  man  in  die 
Gleiclrang  (1)  sdbst  an  Stelle  der  unabhängigen  Yertbiderlichon  «,  y  der 
Beihe  nach  s^  und  £„  x  und  js„  y  und  sl'  einfOhren  und  jedesmal  die 
abhängige  Veränderliche  derart  wählen  kann,  dass  der  allgemeine  Typus 
der  transformirten  Gleichung  nicht  geändert  wird. 

118.  Die  erste  dieser  Transformationen,  welche  von  Legendre^)  an- 
gegeben ist,  lässt  sich  folgendermassen  daratellffii:  Wir  nehmen  an,  dass  die 
Ausdrücke  von  z^  x^,  e,  als  Functionen  von  x  und  y  seien: 

^  =  f{x,  y\    ^  —  q>{x,  y),     e,  —  \p{x,  y), 
wo  die  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  den  Bedingungen  genügen  müssen: 

8/"  V 

öi  =  9^^  ri  ^  ^- 

Mit  Hülfe  der  Gleichungen  z'  ^=i  q>^  g^ssstp  kann  man  0*  und  e,  an 
Stelle  von  x  und  y  als  neue  unabhängige  Veränderliche  einführen.  Famer 
fähren  wir  an  Stelle  der  abhängigen  Veränderlichen  z  die  Veränderliche  tr 
ein,  welche  bestimmt  wird  durch  die  Gleichung: 

w  =  xz*  +  yz,  —  z, 

Differentiirt  man  w  der  Beihe  nach  nach  den  unabhängigen  Veränder- 
lichen z*,  Zf,  so  folgt: 

^  =  xA-iz*  —  ?i\^4-  Iz   -  ^-^\^ 

%i^—  y-ry^  -  ^]  ö7,  ■*"  r  ~  S^  j  äF; 

Infolge  der  Gleichungen  g^  s«  9,    ^  smmy)  verschwindan  die  Ooeffi« 

cienten  von  «-;,  |^;,  y,  ^  auf  den  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  und 
man  hat  einfach: 

87  ™  *'     8^  ~  y- 

Differentiirt  man  femer  die  Gleichungen  z^  :==  (p^  z,  ^s^  \p  nach  j^  und  jer,^ 
so  folgt: 

-_85^8«,a^8y       o  =  ?*^-U?*^ 

8«  8-8;'  "^   8y    8ä"  ä»  ^p'  "^^  8y  8^' 

^^8^8^8y8y       -  8^8«,8^_^ 

8a;    ^z,  "*"  8y    8-8?/  8a?  81,  "^  8y   8*/ 


^)  Histoire  de  TAcad^mie  des  Sciences  1787.     Memoire  sur  Fint^gration  de 
quelques  ^qnations  anx  diff§rence8  partialles,  par  Le  €tomdre,  p.  814. 
X  a  n  •  i  0  n ,  Part.  Differentialgleiohaiigeii.  27 
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Mit  Bückdoht  aber  auf  die  Relationen 

^«^      «/=^      ^«.^       ^«:^_?*-      -?^=^ 

kann  man  die  vorstehenden  Gleichungen  unter  der  Form  schreiben: 


und  hieraus  folgt: 


Ersetzt  man  daher  in  den  Coefficienten  der  Gleichung  (1) 


respective  durch 


Bit       Ott»         ,  ^«7    ,         9w    


und  diyidirt  man  dieselbe  durch  0"jg„  —  js','^,  so  nimmt  sie  infolge  der  vor- 
stehenden Gleichuniien  die  Form  an: 

_  dVo         9  r^    ^"«^      .     T7  «•«'    .     V  O.   ?lf  P'*^  ^'^  •       /  ^**^  ^'1  —  0 

-^  ö?^  -  2  ^  85ni^  +  ^W  +  ^  "^  ^lö?^  ä:^  ~  Is^i 

Hat  man  durdv  Integration  dieser  Gleichung  den  Werth  von  to  als  Function 
von  0*  und  0,  gefunden,  so  kann  man  aus  den  Gleichungen 

die  Ausdrücke  von  0*,  Jg,,  a  mittels  der  Veränderlichen  x  und  y  ausdrücken. 

114.  Ampäre^)  hat  die  Möglichkeit  zweier  andern  der  Legendre'schen 
analogen  Transformationen  bewiesen.  Für  die  erste  Transformation  kann 
man  annehmen,  dass  man  mittels  der  drei  Gleichungen 


^)  Journal  de  TEcole  Polyt.,  18.  cahier,  p.  90. 
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y  als  Ftinotion  von^  und  von  z,  dargestellt  habe.  Femer  führen  wir  an 
Stelle  von  e  die  abhängige  Veränderliche  v  ein,  welche  bestinmit  ist  durch 
die  Gleichnng: 

«  «=  ^  —  ^,y. 

Differentiirt  man  v  nacheinander  nach  den  unabhängigen  Veränderlichen 
X  und  z,^  so  folgt: 

^  _  ^4.  (^±_  A^     ^  =  i^A  —  Ah.  _  t/ 

Zufolge  der  Bediiignng  ^  s=r  y  verschwinden  die  Coefficienten  von  -^  und  ^^ 
auf  den  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  und  es  folgt: 

Bifierentürt  man  femer  die  Gleichungen  ^  zssxq)^  e,fBBy)  nach  :i;  und  z,^ 
80  hat  man: 


oder: 

8«' 
'8* 

— 

89 
8« 

+ 

8y  8«*    " 

ix 

^  8y  8a;' 

1 

_  8*  8y 
"~  8y   8V 

8H) 
8a:« 

=■ 

e" 

— 

K 

»•^      0- 

"  K- 

_         8«c 
*"  8*8«/ 

1 

-=- 

f„ 

8V 
8*7" 

Hierans 

erlittlt  man: 

8'c 
8«? 

- 

1        8«p 
«„'     8a;8r, 

4 
''T.' 

8«»          ; 
8»'  ™ 

!"«„ 

-^,' 
»« 

Ersetzt  man  daher  in  den  Coefßcienten  der  Gleichung  (1) 


respective  durch 


und  dividirt  man  durch  jg,„  so  nimmt  die  Gleichung  (1)  den  vorstehenden 
Gleichungen  zufolge  die  Form  an: 

V^'^  4-  2  IT   ^"^  if  ^"*^  -I-  r         TT  P'^  ^'^        (  ^*^  V^  —  0 

^85-«  +.2  ^.855;  -  ^ S|  +  ^  -  ^[85*  81;  -  «)  J  "^  ^- 

Hat   man   durch   Integration   dieser  Gleichung  den  Werth  von  v  als 
Function  von  x  und  js,  gefunden,  so  kann  man  aus  den  Gleichungen 

8r 

^-  =  -  y,     z^v  +  z,y 

die  Ausdrücke  von  ^er^  und  >  mittels  der  Veränderlichen  x  und  y  ableiten. 

27* 
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115.  Die  dxitle  Tnuwfoniuitkm  endlicli  ki  Talkttndig  analog  der 
TOiigen.  Mit  HiÜfe  d«r  zweiten  der  Oleichiuigeii  m^U  ^  ^^^^  ^f'^V 
kann  man  x  als  Function  Ton  y  und  g*  aoBdrflcken.  Ffihrt  bimi  foaer 
an  Stelle  von  0  die  abhängige  Verftnderiiehe 

M  sBs  jer  —  g'x 

ein,  80  erh&lt  man  wie  bei  der  rorigen  Transformation: 

Ott  »«        _       8H«        £*%,  —  <*     »Ht  ^1^         1 

«y  —  ''^  «^  ^        *»  »y«  ~         ^'        '  öyöxr'  ~  t*"  W^  ^         ^ 

Ertsetzt  man  also  in  den  Coefißcienten  der  Oleichnng  (1) 

X,  z,  e, 

resp.  durch 

Ott      .  hu    ^ 

und   dividirt   man   durch  t^',   so   ninmit   dieselbe  infolge   der  soeben  auf- 
gestellten Gleichungen  die  Form  an: 

Hat  man  durch  Integration  dieser  Gleichung  den  Werth  yon  u  als 
Function  von  y  und  sf  erhalten,  so  kann  man  aus  den  Gleichungen 

—  ^   —   X,      0^U+^X 

die  Ausdrucke  von  jg*  und  z  mittels  der  VeriUiderlichen  x  und  y  ableiten. 

116.  Man  sieht  leicht,  dass  die  Ausdrücke,  welche  aus  den  Goeffi- 
cienten  der  transformirten  Gleichungen  nach  demselben  Gesetz  gebildet  sind, 
wie  dasjenige  ist,  welches  zur  Bildung  des  Ausdruckes  G^mP-^HL+MN 
aus  den  Coeffidenten  der  Gleichung  (1)  gedient  hat,  Werthe  haben,  die 
mit  diesem  letzteren  identisch  sind. 

Legen dre  und  Ampere  haben,  nachdem  sie  die  Möglichkeit  dieser 
allgemeinen  Transformationen  der  Gleichung  (1)  entdeckt  hatten,  zugleich 
sehr  wichtige  Anwendungen  derselben  gegeben.  Man  findet  femer  eio 
schönes  Beispiel  der  Legen dre'schen  Transformation  in  den  IJnteisuchungen 
von  Fuchs  über  die  Integration  der  Gleichung 

(1  +  zf)z"  =  (1  +  il"ig„, 
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deren  Lösmig  Ton  Hoppe^)  ▼enroUsUndigt  und  vereiafiMdit  worden  ist 
Wir  hatten  uns  indessen  hier  nicht  bei  diesen  specieUen  Beispielen  an^  da 
wir   am  Schhuse  dieser  Abhandlung  (Kap.  IV)  beweisen  werden^  daas   es 

eine  nnbeschr&nkto  Anzahl  von  Methoden  giebt,  um  TransformatioDen  der 
Gleiehiing  (1),  und  nioht  nur  Transformatioaen,  die  denen  von  Legendre  und 
Ampere  analog  sind,  zu  finden,  infolge  deren  die  transformirte  Gleichung 
den  ursprunglichen  Typus  bewahrt,  sondern  amch  solche  Transformationen, 
infolge  deren  man  an  Stelle  der  Gleichung  (1)  eine  einfachere  transformirte 
Gleichung,  n&mlich  eine  transformirte  Gleichung  Ton  in  Bemg  auf  die  Ab- 
leitungen zweiter  Ordnung  linearer  Form  erh&lt.  Zugleich  werden  wir 
Anwendungen  dieser  Arten  von  Transformationen  geben. 

§  le. 

117.    Wir   kahren  jetet  zur  BetnMsbiwig  der  Mettiodeii  fSr  die  In- 
tegratioii  der  Gleioinuig 

He"  +  2Ä«;  +  Le„  +  M+  N{z-%,  -  ^«)  =  0    .    .    (1) 

in  den  Fällen  zurück,  wo  jedes  der  Systeme 

Hdy  +  Nde,  —  {K  +  fä)dx  —  0 

Hdjs'  +  (K  —  Yä)cb,  +  Mdx  =  0  >        ...     (.4), 

de  —  i^dx  —  g4y  ■*=  Ö  ^ 
Hdy  +  Ndz,  —  (K—fG)dx  =  0 
Hdif  -{-{K  +  MG)de,  +  Mdx  =  0  >        .     .     .      {B) 

dz  —  g^dx  —  z,dy  =  0  , 

weniger  als  drei  versehiadene  Integiaie  besitst  Wir  nehmen  an,  daas  wir 
zwei  versehtedene  Integrale 

«4  sa  oonst,     11,  =  const 

des  Systems  {A)  kennen.  Dem  oben  Bewiesenen  zufolge  genügen  die 
Functionen  u^  und  k,  for  u  gesetzt,  den  beiden  Gleichungen 

ViV  =   0,     V,u  =  0, 

• 
in  denen  man  V&  mit  dem  oberen  Zeichen  nehmen  muss.  Eine  willkürliche 
Function  ?'(%,  t«,)  von  u^  und  t^  genügt  ihnen  ebenfalls;  mithin  wird  die 
Gleichung 

<P(i^,  u,)  =  0 (2) 


')  CreUe'i  Journal  1861,  Bd.  56,  S.  80  und  369. 
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ein  Integral  des  Systems  (A)  sein  und  demnach  muss  es  aach  ein  Integral 
der  gegebenen  Gleichung  (1)  sein,  und  zwar  ist  es,  da  es  Ableitungen  erster 
Ordnung  und  eine  willkürliche  Function  enih&It,  ein  allgemeines  Integral 
erster  Ordnung. 

Ebenso  erhält  man,  wenn  man  swei  Integrale  des  Systems  {£)  nimmt: 
t\  SS  const,     v^  =  oonst, 
ein  anderes  allgemeines  Integral  erster  Ordnung 

•P(t;„  r,)  —  0    .     . (8). 

118«  Die  von  Monge  vorgeschlagene  Methode,  das  primitive  Integral 
der  Gleichung  (1)  zu  finden,  beruht  auf  der  vorausgehenden  Bestimmung 
eines  allgemeinen  Integrals  erster  Ordnung  dieser  Gleichung,  und  ist  ein 
solches  bekannt,  so  bleibt  nach  dieser  Methode  nur  noch  übrig,  dasselbe 
zu  integriren  wie  eine  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung.  Er- 
bält  man  ein  allgemeines  Integral,  so  wird  in  dem  Ausdrucke  desselben 
eine  willkürliche  Function  vorkonmien,  die  verschieden  ist  von  derjenigen, 
die  bereits  in  der  zu  integrirenden  Gleichung  enthalten  war;  somit  wird 
dieses  Integral,  da  es  zwei  willkürliche  Functionen  enth&lt,  das  primitiTe 
allgemeine  Integral  der  Gleichung  (1)  sein.  ErhKlt  man  ein  vollständiges 
Integral,  so  werden  in  seinem  Ausdruck  zwei  willkürliche  Constanten  vor- 
kommen. Nimmt  man  eine  von  ihnen  als  willkürliche  Function  der  andern 
an  und  verbindet  man  mit  der  Integralgleichung  ihre  Ableitung  nach  der 
übrigbleibenden  willkürlichen  Constanten,  so  erhält  man  das  primitive  all- 
gemeine Integral  der  Gleichung  (1)  und  der  Bedingung  für  die  Bestinmmng 
des  Arguments  der  einen  der  beiden  darin  vorkonmienden  willkürlichen 
Functionen. 

Kann  man  zu  zwei  allgemeinen  Integralen  erster  Ordnung  (2)  und  (3) 
gelangen,  so  erhält  man,  wenn  man  zwischen  ihnen  eine  der  partiellen  Ab- 
leitungen erster  Ordnung  z*^  z,  eliminirt,  eine  Gleichung,  welche  integrirt 
werden  kann  wie  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  zwischen  den  beiden 
Veränderlichen  z  und  x  oder  z  und  p.  Das  Integral  muss  nothwendiger- 
weise  die  beiden  willkürlichen  Functionen  enthalten,  welche  in  der  zu 
integrirenden  Function  vorkamen.  Wenn  man  die  Gleichungen  (2)  und  (3) 
nach  z*  und  z,  auflösen  kann,  so  kann  man  nach  Substitution  dieser  Werthe 
4ie  (xleichung 

dz  —  z'dx  —  z,dy  =  0 

integriren,  da  die  Integrabilitätsbedingung 

?*/^-uL?^\_^/?*  j^?*^\4.M?^j-?^     \_?^/^a-^Äl=0 
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erfüllt  ist,  wovon  man  sich  leicht  überzeugen  kann,  wenn  man  die  Gleichongen 

Vi^P  =  0,     Vg*  =  0,     Vi!P«  0,     Vj5^=0 
berücksichtigt. 

119.  Wie  man  indessen  aus  der  Abhandlung  ersieht,  in  welcher  Uonge 
seine  Methode  auseinandergesetzt  hat^),  ist  hindchtlicli  des  Punktes  der 
Allgemeinheit  bereits  ein  gewichtiger  Einwand  erhoben  worden,  der  sich 
darauf  gründet,  dass  es  Gleichungen  von  der  Form  (1)  giebt,  die  «war  ein 
endliches  primitives  Integral,  aber  kein  allgemeines  Integral  erster  Ordnung 
besitzen,  z.  B.  die  Gleichung 

deren  endliches  allgemeines  Integral 

z  =  q){x  +  y)  +  y){x  —  y)  —  x\(p\x  +  y)  4-  tp'{x  —  y)] 

schon  von  Euler  gefanden  worden  ist.     (Vgl.  §  11.) 

Indem  Monge  eine  derartige  Thatsache  ijiicht  zulassen  wollte,  bemühte 
er  sich  die  allgemeinen  Integrale  erster  Ordnung  der  vorstehenden  Gleichung 
unter  der  Form  darzustellen: 

>!'  +  e,='  q>'(x  +  y)  —  2x(p"{x  +  y)  +j[|  +  ip"  (x  +  y)]  {dx  -  dy) 

z'  —  e,  =  tp-ix  -y)-  2xtp"{x  -  y)  -f-|[|  +  V"(«  -  V)]  (^  +  äy), 

indem  er  zur  Bestimmung  der  überflüssigen  Functionen  die  Bedingungen 
hinzufugt: 

rix  -  y)  =  -^  +  <p"(x  +y) 
q>"Qc  +  y)^^  +  xp"{x-y). 

In  diesen  Ausdrücken  ist  jedoch,  wie  man  mit  Becht  l^emerkt  hat, 
von  dem  Zeichen  J  ein  unrichtiger  Gebrauch  gemacht  worden.')  Man  kann 
ausserdem  noch  hinzufügen,  dass,  wenn  man  die  Existenz  eines  der  Integrale 
von  dieser  Form  zugelassen  hat,  kein  Grund  vorhanden  ist,  das  andere  zu 
verwerfen;  in  diesem  Falle  würden  aber  die  vorstehenden  Bedingungen  für 
die  Bestimmung  der  überflüssigen  willkürlichen  Functionen  ^  da  sie  gleich- 
zeitig stattfinden,  z*  =  0  ergeben,  d.  h.  sie  würden  z  in  eine  Function  von 
y  allein  verwandeln. 


^)  Histoire  de  TAcad^mie  des  Sciences,  1778. 

')  „On  a  reproch6  que  ces  ezpressionB  ötaient  abusivee.''    Ibid.  p.  187. 
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IM»  NiauBt  man  dalier  für    die  Integnie   ersler  Orcbimg   nur  «iie 

Form  (2)  oder  (3)  an,  so  katan  man  immer  uutersiichen,  ob  die  Gleichuig  (1) 
solche  Integvale  zolfisst;  denn  diese  Angabe  redacirt  sick  auf  folgende 
andere:  Haben  die  Gleichangssjsteme  (A)  und  (B)  ein  jedes  zwei  yenchiedeae 
Integrale?  und  die  Ltaing  dieser  letzteren  Frage  ist  in  einem  der  yoiher- 
gehenden  Paragraphen  in  aller  Anaföhrlichkeit  auseinandergesetct  worden. 

Nachdem  Ampere  in  dieser  Weise  aof  die  Nothwendigkeit  hiagewiaen 
hatt«!  die  Anwendung  der  Monge'schen  Methode  allein  auf  die  Ffille  za 
beschrinken,  in  denen  die  zu  integrirende  Qleichung  ein  allgemeines  Integral 
erster  Ordnung  besitzt,  hat  er  auch  die  Schwierigkeit  hwvorgehoben,  welche 
die  Anwendung  der  gewöhnlichen  Integrationsmethoden  auf  das  aUgerndne 
Integral  erster  Ordnung  infolge  des  Vorhandenseins  einer  willkürlichen 
Function  in  diesem  Integral  verursacht.  Indessen  beseitigt  die  Ampäre^sche 
Methode  selbst,  da  sie  sich  ebenfalls  auf  die  vorausgegangene  Bestunmnng 
eines  allgemeinen  Integrals  erster  Ordnung  gründet,  die  Schwierigkeit  nicht, 
die  er  selbst  bemerkt  hatte,  und  der  man  oflfenbar  nur  dann  aus  dem  Wege 
gehen  kann,  wenn  man  anstatt  allgemeiner  Integrale  particul&re  Integrale 
der  Gleidiung  (1)  benutzt,  wie  wir  solches  ^&ter  sehen  werden. 

Hl.  Wir  verfolgen  nun  unsere  Untersuchung  der  Amp^re'schen 
Methode  weiter  und  lenken  gegenwärtig  die  Aufmerksamkeit  auf  eine  andere 
Bemerkung  dieses  öeometers,  welche  darin  besteht,  dass  das  Hülfisystem 
der  gewöhnlichen  Differentialgleichungen,  auf  welche  die  Integpration  der 
Gleichung  (2)  zurückkommt,  die  Gleichung  (B)  liefert,  und  ebenso,  dass 
das  System  der  Gleichungen,  auf  welche  die  Integration  der  Gleichung  (3) 
zurückkommt,  die  Gleichungen  (Ä)  liefert.  Man  kann  sich  von  der  Richtig- 
keit dieser  Bemerkung  in  folgender  Weise  überzeugen: 

Die  Integraüon  der  partiellen  Differentialgleidiung  erster  Ordnung 

führt  bekanntlich  auf  das  System  von  simultanen  Gleichungen: 

,..(4) 


dx 

8» 

— 

dz 

= 

—  dz* 

e' 

— 

«*«, 

8» 

8« 

"'  + 

8r,   '' 

8« 

8a: 

8* 

^  8z 

8y 

+ 

r-: 

Molge 

der 

Gleichung 

V,* 

= 

0 

oder: 

8« 
8» 

^   8« 

^,  = 

H 

N 

8# 
8«, 

_  K 

N 

8* 

8*- 

können  aber  die  Gleichungen,  welche  mittels  des  ersten,  zweiten  und  letzten 
Bruclies  gebildet  werden,  folgendermassen  geschrieben  werden: 


dx  dy    _^_^ 

9*^  ^™  8^  Jff   »•    K'-fG   W 

«^  ^z,  N  Zz,  '     N        V 
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Mnlüpliciit  man  Zl&kr  und  Nenner  des  ersten  dieser  Brüche  mit  —  (K  —  V  6r), 
die  des  zweiten  mit  H  und  die  des  dritten  mit  N  nnd  setzt  man  den 
dritten  Brach  dem  YerhSltniss  der  Snmme  der  ZShler  und  Nenner  der 
beiden  ersten  gleidi,  so  folgt: 

Jgay  —  (Jg---V5)da?   ^  —  Ndz, 

und  nnterdräckt  man  hier  die  Nenner,  welche  gleich  sind,  so  erhait  man 
die  erste  der  Grleichnngen  (B), 

Femer  kann  man  infolge  der  Gleichungen  Vi<P  =  0,  V^^P  =  0,  deren 
erste  giebt: 

Ö*8*.  1^5*  K  +  ^ä  Ö* 

8x   "*■    8-?  N  fiz"-  N         ^z; 

die  Gleichimgen,  welche  ans  dem  ersten,  vierten  nnd  fünften  der  Brüche  (4) 
gebildet  werden,  folgendermassen  schreiben: 


dx 

—  ds^ 

^dz, 

8-8'          3?^  ^e* 

N        ^z,          N  f^z, 

N        8£f 

Moltiplicirt  man  Zähler  und  Nenner   des  ersten  Brudies  mit  Jf ,   die  des 
zweiten  mit  IT,  die  des  dritten  mit  K  -^  ^lG  nnd  verfährt  analog,  so  folgt: 


Mdx    ^  —  Hdz'  -  (JT+yg)  dz, 
Nnn  ist  aber 


^  Ö*    ~       HL  -^  K}+G  ö* 
^  \sf  N  ^z* 


a  =  K^  —  LH+  MN,  Biso  ^^-^"+^  =  jlf. 

Unterdrückt  man  also  den  gleichen  Nenner  in  den  letzten  beiden  Brüchen, 
so  findet  man  die  zweite  der  Gleichungen  (B). 

Endlich  findet  man   leicht   die  folgende  Combination  der  Brüche  (4): 

z'dx-{-  z^ dff 

8<»,        8*  #?*i        ^' 

Zz*  '^  ^'Iz,  ^   Iz'  "^  ^'  ^z, 

imd  hieraus  folgt  die  dritte  der  Gleichungen  (B), 

Man  würde  in  genau  derselben  Weise  den  zweiten  Theil  der  Bemerkung 
Ampäre's  beweisen. 
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122«  Abgesehen  von  der  oben  angedeuteten  Unvollkommenheit  ist  die 
Monge'sche  Methode  sehr  der  Beachtung  werth,  da  sie  die  eiste  hinrekhoid 
allgemeine  Methode  ist,  welche  für  die  Integration  der  Gleichungen  von 
der  betrachteten  Form  vorgeschlagen  worden  ist,  um  so  mehr,  als  der  Ur- 
heber dieser  Methode  schöne  Anwendungen  derselben  in  seiner  berfihmten 
„Applic(xHan  de  VÄnakfse  ä  la  O^amHrie*'  gegeben  hat  Wir  wollen  in 
kurzem  AusEUge  diesem  Werke  ein  Beispiel  entlehnen,  um  eine  vollstibidigere 
Vorstellung  von  den  verschiedenen  Hülfsmitteln  zu  geben^  welche  ein  ge- 
schickter Analyst  bei  der  Entwickelung  und  Anwendung  der  ein&chen  Ideen, 
welche  dieser  Methode  zu  Grunde  liegen,  benutzen  kann. 

Wir  nehmen  an,  dass  es  sich  um  die  Integration  der  Gleichung  handle 

a(ß  +  t,y'  +  [ß(ß  +  t,)-aia  +  e^]tC-  ß{a  +  f^i„  =  0. 

worin  zur  Abkürzung  gesetzt  ist: 

x  +  ts^ 


y  +  'ir.  _  _  a 
xz,  —  yK'  *    xz,  —  yjf' 


ß- 


Durch  Veigleichung  mit  der  Gleichaog  (1)  hat  man  hier: 

lfc-JV_0,     G  — -J- [/?(/?  +  *,)  + a(a  +  Ol»- 
Hiemach  nehmen  die  Gleichungen  {A)  und  (B)  die  Form  an: 

....    {A): 


(B). 


Addirt  man  die  erste  und  dritte  der  Gleichungen  {Ä)^  so  findet  man: 

adx  +  ßdy  -i-.de  «='  0. 
Die  letztere  Gleichung,  betrachtet  zugleich  mit 

adz*  +  ßde,  =  0, 


08  + 

ii,)äy  +  (a  +  z')dx  = 

ade'  +  ßde,'= 

dz  —  e'äx  —  e^y  ^ 

0 
0 
0 

iß  + 

e)dg- 
de- 

ady  —  ßdx  =■ 

-  (a  +  s^dg,  = 

—  e'dx  —  e,dy  = 

0 
0 
0 
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kann  durch  zwei  andere  ersetzt  werden.  Dazu  braucht  man  nur  zu  be- 
merken, dass  die  oben  für  a  und  ß  gegebenen  Werthe  erhalten  werden 
als  algebraische  Lösungen  der  beiden  Gleichungen: 

ax  +  ßy  +z  =  0 
cuf'  +  ßa,—  l  =  0. 

Denkt  man  sich  also  hier  für  a  und  ß  ihre  Werthe  substituirt  und  differentiirt 
man  die  so  erhaltenen  Identitäten,  so  findet  man  die  identischen  Gleichungen : 

adx  +  ßdy  -j-dz  +  xda  +  y^l/?  =  0 
adg"  +  ßdz,  +  J8'da  +  z4ß  =  0, 

zufolge  deren  die  beiden  zu  integrirenden  Gleichungen  sich  reduciren  auf 
die  Form: 

xda  +  ydß  =  0,     z*da  +  e,dß  =  0, 
oder: 

da  »»0,  dß  =  0. 

Somit  sind  die  beiden  verschiedenen  Integrale  des  Systems  {Ä)\ 

a  :=  a,  ß  zss  h, 

oder: 

xz,  —  yz*  '      xz,  —  yK'  ' 

wo  a  und.  h  willkürliche  Constanten  bezeichnen. 

Man  erhält  jetzt  ein  allgemeines  Integral  erster  Ordnung  der  gegebenen 
Gleichung,  wenn  man  a  aus  den  beiden  Gleichungen  eliminirt: 

y-\-zz,  x  +  zz'  ,  V 

wo  q)  eine  willkürliche  Function  bezeichnet.  Infolge  der  vorher  gemachten 
Bemerkung  aber  kann  man  an  Stelle  dieser  Gleichungen  die  beiden  folgenden 
nehmen: 

^^  +  y<p(^)  +  ^  =  ^ 

az'  +  z,(p(a)  —  1  =  0. 

Um  a  zu  eliminiren,  kann  man  sich  den  Werth  dieser  Grösse  aus  der 
ersten  Gleichung  entnommen  und  in  die  zweite  substituirt  denken.  Welches 
nun  aber  auch  die  Function  q)  sein  möge,  dieser  Werth  muss  sich  aus- 
drücken mittels  X,  y,  z  allein.  Mithin  wird  die  zweite  Gleichung,  welche 
nach   der  Substitution   das   allgemeine  Integral    erster   Ordnung    darstellt, 
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linear  in  Bezog  auf  x^  und  e,  sein«  um  daher  darans  das  primitiTe  Integral 
der  gegebenen  Oleichong  abzuleiten,  braacht  man  nur  das  Systam  omni- 
taner  Oleichnngen 

-^  -  -^  „  d. ■   (y)  . 

zn  integriren,  indem  man  a  als  eine  Function  von  x^  y,  z  betrachtet,  die 
der  Gleichung 

ax  +  y^ip)  +  jff  =  0 
genügt. 

Hat  man  zwei  verschiedene  Integrale  dieses  Systems  mit  zwei  will- 
kürlichen Gonstanten  c  und  &  bestimmt,  und  stellt  man  zwischen  diesen 
letzteren  eine  willkürliche  Relation  cf  =  ^(c)  fest,  so  hat  man  zwischm 
den  so  erhaltenen  drei  Gleichungen  nur  noch  die  GrOssen  c  und  e'  za  eli- 
miniren.  Das  Resultat  der  Elimina^on  wird  das  primitive  allgemeine  Integral 
der  gegebenen  Gleichung  ergeben. 

12S.  Eins  der  Integrale  des  betrachteten  Systems  kann  man  sehr  eia- 
fach  finden.     Man  hat  nftmlich  nach  diesem  System: 

oder  infolge  der  Gleichung  cw?  +  y9(fl)  +  ^  ^  0: 

xdx  +  ydy  -f-  zäz  =  0, 
also  integrirt  und  wenn  man  mit  c  eine  willkürliche  Gonstante  bezeichnet: 

a;«  +  y2  +  ^f   =   C«. 

Dieses  Integral  kann  nach  einer  Bemerkung  Amp^re's  auch  leicht 
mit  Hülfe  des  Systems  der  Gleichungen  {B)  erhalten  werden.  In  der  That, 
substitnirt  man  die  Werthe  von  a  und  /}  in  die  erste  dieser  Gleichungen 
und  addirt  man  sie,  nachdem  man  den  Nenner  weggelassen,  zur  dritten, 
so  erhfilt  man: 

xdx  +  yä/y  +  zdz  =  0. 

Indem  wir  jetzt  zur  Berechnung  des  andern  Integrals  des  Systems  (/) 
übergehen,  bemerken  wir,  dass  wir  haben: 

somit: 


dy  [dx\ 
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Aus  den  Gleichungen 

xdx  +  ydy  +  zde  =0,     a;«  +  y«  +  £r«  =  c« 
erbiQt  man  aber: 

somit: 

Die  Integration  dieser  letzteren  Gleicbung  zwischen  den  beiden  Ver- 
änderlichen X  nnd  y  kann  in  folgender  Weise  ansgef&hrt  werden.  Bezeichnet 
man  mit  o)  die  Grösse  nnter  dem  Functionszeichen  q),  so  hat  man  an  Stelle 
der  vorstehenden  Gleichung  die  folgenden  beiden: 

(ox  +  yq)  (cüi)  =  Vc2  —  x^  —  y^*    cody  —  9?  (w)  <fa?  =  0     .  (a). 

W&re  Ct)  constant,  so  würde  das  Integral  der  letzteren  Gleichung  von 
der  Form  sein: 

cjy  —  (p{(i))x  =  const; 

da  aber  oj  eine  veränderliche  Grösse  ist,  so  muss  die  Constante  auf  der 
rechten  Seite  durch  eine  Function  von  (o  ersetzt  werden,  so  dass  man  hat: 

(jyy  —  (p{(o)x  —  f{oS)  =  0 (6), 

wo  f{cS)  derart  zu  bestinmien  ist,  dass  die  Ableitung  der  linken  Seite  der 
vorstehenden  Gleichung,  genonmien  nach  (o  allein,  gleich  Null  ist,  d.  h. 
derart,  dass  man  hat: 

y  —  (p'{o))x  —  f{(ü)  =  0 (c). 

Durch  Elimination  von  x  und  y  zwischen  den  Gleichungen  (a),  (5),  (c)  erhält 
man  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  zwischen  Cc>,  (p{cj),  f{o)),  welche 
dazu  dienen  kann,  die  Form  der  Function  f  zu  bestimmen.  Aus  den  Glei- 
chungen (b)  und  (c)  erhält  man  nämlich: 

oitp  —  (p  anp  —  (p 

Substitoirt  man  diese  Werthe  von  x  und  y  in  die  erste  Gleichung  (a), 
so  folg^: 

{(o  +  q)ip')f  —  (w«  +  q>^)f 

=  {c»(a>9)'  -  (py  —  {1  +  ip'^)p  +  2{oj  +  qxp')  fr  -  (co*  +  (p^  D ''' 
Setzt  man  nun 
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80  ist: 

and  hierdurch  geht  die  vorige  Gleichung  über  in: 

/  d^\«       c'Cfliy^-  y)«  ^  (1  +  y^«)  /^'  +  2(fl>  +  yyO  /r  -  ^^  +  9*)  f ' 

Multiplicirt   man   diese   letztere  Gleichung   mit  co^  4~  V*  ^^^   addirt  sie 
sodann  zu  dem  Quadrat  der  vorigen,  so  folgt: 

(•  +  "'+^')(£)-(f;f^)>-.-^> 

somit: 

dv (wp'  —  <p)d4D 

Hierin  sind  demnach  die  Veränderlichen  getrennt.     Integnrt  man ,   so  er- 
giebt  sich: 

V 


c  c 


Substituirt  man  den  Werth  von  f  in  die  Gleichung  (6)  und  setzt  man 

cf  »  y;(c),     c  —  Vre«  +  y*  +  £f*, 
so  erhfilt  man  das  primitive  allgemeine  Integral  des  Problems  unter  der  Form: 

An  stelle  der  Bedingung,  welche  (o  bestimmt,  hat  man  die  Gleichung  (c)  oder 

Ott 

Beginnt  man  mit  der  Integration  des  Systems  (B),  so  kann  man  eben- 
&lls  eine  allgemeine  Lösung  des  vorstehenden  Problems  erhalten,  welche 
ein  besonderes  Interesse  für  die  geometrische  Interpretation^  der  gegebenen 
Gleichung  und  aller  daraus  abgeleiteten  Bechnungsresultate  darbietet.  E8 
ist  uns  aber  nicht  möglich,  hier  in  alle  diese  Einzelheiten  einzugehen. 
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§  17. 
124.    Die  Ampere 'sehe  Methode  für  die  Integration  der  Gleichung 

Jay'  +  2JE<  +  Xv+  JK  +  i\r(ir-'5,  — O  —  0 

in  den  FlQlen,  wo  sie  ein  allgemeines  Integral  erster  Ordnung  besitzt,  bildet 
eine  Abftnderpng  in  der  Form  und  eine  Vervollkommnmig  der  Monge- 
sehen  Methode. 

Wir  stellen  die  beiden  Systeme  von  Gleichungen,  auf  welche  sich  die 
Integration  der  Gleichung  (1)  reducirt,  unter  der  Form  dar,  die  ihnen 
Ampere  gegeben  hat  (§  12): 


8« 


8a;(o  *'  8a!(«  ' 


^i^  +  (^+^^)^p  +  ^ 


-^  -z, 


8y 


0 
0 

0 
0 
0 


.    (A) 


(B). 


In  den  Gleichungen  (Ä)  und  (B)  nimmt  man  resp.  x^  a  und  x,  ß 
als  unabhängige  Veränderliche.  Dabei  kann  x  irgend  eine  der  beiden 
früheren  unabhängigen  Veränderlichen  darstellen,  und  a  und  ß  beseichnen 
die  Argumente  der  *  beiden  willkürlichen  Functionen  des  primitiTen  all- 
gemeinen und  endlichen  Integrals  dieser  Gleichung.  Offenbar  kann  man 
in  den  Gleichungen  {Ä\  und  {B)  überall  das  Vorzeichen  der  Wurzelgrösse 
ia  ändexn. 

125«  Wenn  die  Gleichung  (1)  ein  allgemeines  Integral  erster  Ordnung 
zulfisst,  so  kann  man  annehmen,  dass  zwei  Gombinationen  der  Gleichung  (^) 
existiren  von  der  Art,  dass  man  sie  auf  dieselbe  Weise  integriren  würde, 
wie  wenn  sie  an  Stelle  der  partiellen  Ableitungen  gewöhnliche  Ableitungen 
von  Functionen  einer  einzigen  Veränderlichen  x  enthielten,  um  diese  beiden 
integrablen  ComUnationen  zu  finden,  kann  man,  wenn  sie  sich  nicht  von 
selbst  darbieten,  die  'in  §  14  auseinandergesetzte  Methode  benutzen.  Hat 
man  ihre  Integrale,  in  denen  zwei  willkürliche  Oonstanten  auftreten,  er- 
halten, so  ist  man  berechtigt,  eine  diesiBr  Constanten  durch  a,  die  andere 
durch  eine  willkürliche  Function  ^(a)  von  a  zu   ersetzen;   denn  bei   den 
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Gleichungen  (Ä)  nimmt  man  an,  dass  zugleich  mit  x  eine  zweite  nn&b- 
li^gige  Veränderliche  a  auftritt  Wir  nehmen  also  an,  dass  die  beiden 
verschiedenen  Integrale  der  Oleichungen  (Ä)  seien: 

f(x,  y,  z,  g',  e,)  =  a,       F{x,  y,  jg,  g",  b)  —  ??(«). 

Betrachtet  man  jeiit  x  und  ß  ate  unabhängige  Yeitnderiiehe  mid 
differentürt  man  unter  dieser  Annahme  nach  x,  so  erhält  man  ans  den 
beiden  vorstehenden  Gleichungen  die  folgenden: 


^x  "^  8y    lx{ß  ■*"  ^z  ^x(ß  "•     Zg*  Zx^  "^  Iz,  Zx{ß  "^  Zx(ß 

8F    ,    ÖF  Jy_    ,    ^F  Jz_        8F  Jjp;;^    ,    ÖF  J^^  , ,  .  J«_ 

8«  ■*"  9y   dxQJ  "T"  Zz   Zxiß  "^  8£f'  Öictf  "*"  hz,  Zx{ß  "*  '^^^^  Zx{ß 


(3). 


Eliminirt  man  zwischen   den  sieben  Gleichungen  (2),  (8)  und  (S)  die 

vier  Grössen  xr',  jer„  ^— ^,    yIr^  ®^  erhüt  man  drei  Glmchungen,  in  denen 

nur  die  Ableitungen  der  Veränderlichen  y,  5,  a  nach  o;  vorkommen.  Man 
kann  sie  daher  integriren  wie  ein  bestimmtes  System  simultaner  Gleichungen 
mit  gewöhnlichen  Differentialen  und  man  findet  so  die  Ausdrücke  von 
y,  gy  a  mit  Hülfe  von  x  und  drei  willkürlichen  Gonstanten  C,  Cj  C*. 
Da  hierbei  aber  vorausgesetzt  ist,  dass  ß  neben  x  die  zweite  unabhängige 
Veränderliche  ist,  so  können  die  willkürlichen  Constanten  C,  C,  C*  resp. 
ersetzt  werden  durch  /},  \p(ß)i  X(fi)^  ^^  V  ^^^  X  willkürliche  Functionen 
bezeichnen. 

Das  Ensemble  dieser  drei  Gleichungen  aber,  welche  drei  willkfirliche 
Functionen  f?,  tp,  j(  enthalten,  stellt  noch  nicht  das  allgemeine  Integral  der 
Gleichung  (1)  dar,  da  dieses  Integral  nur  zwei  willkürliche  Fonctionen  ent- 
haltoi  darf.  Das  Vorhandensein  der  überschüssigen  willkürlichen  Function 
erklärt  sich  dadurch,  dass  wir  nur  einen  Theil  der  Bedingungen  benutzt 
haben,  welche  die  Funcl^on  e  bestimmen,  nämlich  Gleichungen,  in  denen 
nur  die  partiellen  Ableitungen  nach  x  vorkommen,  während  man  noth- 
wendig  auch  die  anderen  Gleichungen  berücksichtigen  muss,  in  denen 
auch  die  partiellen  Ableitungen  nach  ß  vorkommen. 

In  der  That,  drückt  man  die  Gleichung 

dz  SB  i^dx  +  ^#<fy 
mittels  der  unabhängigen  Veränderlichen  x  und  ß  aus,  so  erhält  man: 

Hieraus  folgen  die  beiden  Gleichungen: 

Zx~        ■'"*''  8j^      U  ''    Iff 
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und  wir  haben  bisher  noch  nicht  die  zweite  von  diesen  Gleichungen  in 
Berücksichtigang  gezogen.  Substitoirt  man  also  darin  die  für  die  Functionen 
y,  e,  e,  gefundenen  Werthe,  so  erhält  man  eine  Bedingung  für  die  Be- 
stimmung und  die  Elimination  der  überschüssigen  willkürlichen  Function. 
Dazu  kann  man  sich  einer  andern  der  vorigen  äquivalenten  Gleichung  be- 
dienen, die  man  findet,  wenn  man  sich  darauf  stützt,  dass  man  hat: 


»('-  +  '■1)       ^(:%) 


oder: 

B/J    "^   Ö/J  8a;  "^    '  ^x%ß  ^x  ^ß  "^    '  ^xtiß' 

und  hieraus  folgt: 

hß  8a?  8^  8/J  8a;' 

126,    Wir  wenden  diese  Methode  auf  das  folgende  Beispiel  an: 

(e,  +  yz„)  {^' +  1)  ^  (ifji',  -  z-  -  X)  *; 

Die  beiden  ersten  Gleichungen  des  Systems  {A\  in  welchem  wir  die  Zeichen 
von  V6r  durch  die  entgegengesetzten  ersetzen  wollen,  nehmen  die  Form  an: 

^'ä^  +  y»^-«'  ^'äi(;^  +  (^  +  *)s^  +  *'  =  «- 

Integrirt  man  die  erste  von  diesen  Gleichungen,  so  folgt: 

Eliminirt  man  zwischen  jenen  Gleichungen  ^-7-1   so  erhält  man  die  inte- 
grable  Combination: 

aus  welcher  folgt: 

-~—  —  9>(«)- 

Nimmt  man  x  und  ß  als  unabhängige  Veränderliche  und  differentürt 
man  unter  dieser  Voraussetzung  die  Gleichungen 

^,y  —  ö (1) 

^  +  «  =  y^(«) (2)i 

MftBtion,  Purt.  DUßnvBtialgleioliiingeii.  ^ 
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80  findet  man: 

4  +  i-9'(°)ä^,  +  y?^(-)4   •  •  •  •  w- 

Zu  diesen  vier  Gleichungen   moss   man  noch   das  System  (B)  hinzn- 
fagen,  welches  wird,  nachdem  man  überall  das  Zeichen  von  }/G  geSndert  hat: 

^+1-« («) 

tx{fi  ^    '  MI» '' 

Die  Gleichung  (4)  nimmt  infolge  Ton  (6)  die  Form  an: 

Die  Gleichung  (5)  nimmt  infolge  von  (3),  (2)  und  (8)  die  Form  sn: 
^  — y9j(a)-A     also  a  - /te  +  v(/?). 

Die  Gleichung  (7)  kann  man  infolge  von  (2),  (8)  und  (1)  folgender- 
massen  schreiben: 

_  -  /J  -  X  +  ^   q>{a)  ^. 

Nun  folgt  aber  aus  (8) 

»!/ ftp'(«)   ^ 

mithin: 

Hieraus  ergiebt  sich  durch  Integration: 

£r  —  J/J  _  Ij  a?  _  a  log  <p(a)  +  Jlog  9?(a)  da  +  ;ir(/S). 

Setzt   man  jetzt   log  q){d)  »»  <2^(a),   so   kann    man  die  drei  durch 
Integration  erhaltenen  Gleichungen  folgendermassen  sohreiben: 

*  =  (^  -  f )  *  +  *<«)  -  °*'<°)  +  ^(Ä, 

a  =  /fo  +  y,(ß). 
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Um  die  überschüssige  willkürliclie  Fundion  za  eliminiren,  moss  man 
der  Gleichung  genügen: 

Man  findet  dazu: 

J^.-«-.*-(«)^,+;t.(«,     .,_J_j."", 

Substitoirt  man  diese  Werthe  in  die  vorige  Gleichung,  so  erhält  man 
die  folgende  Relation  zwischen  den  Fimctioneii  tp  und  j[: 

V(Ä  =  ßx'iß)- 

Mithin   kann    man   nach   Elimination  von  a  das  primitive  allgemeine 
Integral  der  gegebenen  Gleichung  auf  folgende  Form  bringen: 

^={ß-i)^+^{ß[x +/{ß)]}-ß[x  +/m^{ß[^ +/m}+x(ß) 

Das  primitive  allgemeine  Integral  kann  man  in  einer  einfacheren  Form 
erhalten,  wenn  man  die  Integrale  des  Systems  (Ä)  auf  die  Form  bringt: 

y^r  —  9>(o) (1') 

z'  +x  =>  ya (20. 

Betrachtet  man  x  und  ß  als  unaUiAngige  Veiftnderliche  und  diffeientiirt 
man  die  vorstehenden  G-leichnngen  nach  x,  so  folgt: 

y^  +  ^'äcß-'p'^'^^^ («') 


Ans  den  Gleichungen  (4')  und  (6)  folgt: 

ay  =  ß (80. 

Die  Gleichung  (5)  wird  infolge  von  (S"),  (2^  nnd  (S*): 

und  giebt  durch  Integration: 

(p(a)  —  /te  +  tp(ß). 

28* 
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Endlich  nimmt  (7)  infolge  Yon  (2'),  (8')  und  (1')  die  Form  an: 

Nnn  erhftlt  man  aber  ans  (8') 

»y /?     g« 

somit: 

_5f_         o  ^  y(«)    8« 

und  hieraus  erlüüt  man,  wenn  man  (p{a)  sb  a^'ia)  setzt: 

atf^Ca)  —  /ir  +  vOS),    *,  —  |'  *'(a). 

Es  ist  leicht  zu  verificiren,  dass  man  mittels  der  Yorstehenden  Werthe 
von  y,  s,  e^  auch  der  Gleichung 

genügt,  wenn  man  fthnlich,  wie  dies  im  vorigen  Falle  geschah, 

setzt.     Hieraus  folgt,  dass  nach  Elimination  von  a  das  primitive  allgemeine 
Integral  dargestellt  wird  durch  die  Gleichungen: 

^-(/8-T)*-*(y)+;f(Ä 

deren  zweite  man  erhftlt,  wenn  man  die  erste  partiell  nach  ß  differeniiirt 
Man  kann  sich  leicht  überzeugen,    dass   man   dies  Integral   in  dieser 
letzteren  Form  auch  sehr  einfach  nach  der  Monge'schen  Methode  erhalten 
kann. 

127.  Nach  den  soeben  gegebenen  Andeutungen  sieht  man,  dass  die 
Amp^re'sche  Methode  in  Wirklichkeit  nur  in  einer  einfachen  formalen 
Abänderung  der  Methode  von  Monge  besteht.  In  der  ersten  genau  ebenso 
wie  in  der  zweiten  beginnt  man  damit,  mittels  des  Systems  {A)  z.  B.  ein 
allgemeines  Integral  der  ersten  Ordnung  der  Gleichung  (1)  zu  bestimmen. 
Anstatt   aber   mit   Monge   dieses   Integral   als   eine  partielle  Differential- 
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gleichung  erster  Ordnimg  za  betrachten  und  za  ihrer  Integration  das 
Lagrange'sche  HtQfssystem  simultaner  Gleichungen  zu  bilden,  benutzt 
Ampere  direct  die  Gleichungen  {B)^  die  wie  bewiesen  in  dem  Lagrange'schen 
System  enthalten  sein  müssen.  Und  gerade  in  diesem  Vorgehen  besteht 
der  Vortheil  der  Amp^re'schen  Methode.  Indessen  befreit  man  sich  auf 
diese  Weise  nicht  von  der  willkürlichen  Function  des  allgemeinen  Integrals 
erster  Ordnung,  die  unvermeidlich  in  den  drei  simultanen  Gleichungen  mit 
gewöhnlichen  Differentialen  auftritt,  auf  deren  Integration  sich  schliesslich 
die  Aufgabe  redudrt.  Ausserdem  treten  in  den  Integralen  dieser  Gleichungen 
drei  wiUkürliche  Functionen  auf,  von  denen  eine  mit  HtQfe  einer  der 
Gleichungen 

eliminirt  werden  muss,  und  dies  führt  eine  Complication  des  Problems 
herbei,  deren  man  bei  der  Monge'schen  Methode  nicht  begegnet. 

Im  folgenden  Kapitel  werden  wir  eine  Methode  auseinandersetzen, 
weldie  das  Auftreten  von  wUlkttrlichen^FTmctionen  in  den  zu  integrirenden 
Gleichungen  des  ursprünglichen  Problems  vermeidet  Denn  in  den  Fällen 
selbst,  in  denen  die  Gleichung  (1)  allgemeine  Integrale  erster  Ordnung  be- 
sitzt, kann  man  nach  unserer  Methode  an  Stelle  dieser  letzteren  particulftre 
Integrale   benutzen,    in  denen  keine  willkürlichen  Functionen  vorkommen. 
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4.  KapiteL 
Methede  der  Tttrittieii  der  wfflklirlickei  CrastaBtea. 


§  18. 


128.    Wenn  die  Gleichung 


(1) 


keine  allgemmnen  lategrale  erster  Ordnung  hat,  ao  sind  die  Integrations- 
methoden, wekhe  sich  wie  die  von  ^M enge  auf  die  Anf^tthma  der  Existenz 
von  solchen  Integralen  gründen,  nicht  mehr  anwendbar.  Lagrange  Ter- 
suchte  ea,  die  Theorie  der  Integration  der  in  der  allgemeinen  Form  (1) 
enthaltenen  Olfliehangen  auf  die  Bestimmung  ihrer  vollständigen  parii- 
culttren  Integrale,  d.  h.  derjenigen  Integrale,  welche  fünf  willkürliche  Con- 
stanten enthalten,  und  auf  die  Anwendung  der  von  ihm  entdeckten  Methode 
der  Variation  der  willkürlichen  Constanten  zu  gründen.  Auf  diese  Weise 
gelangt  man  aber  zu  Bedingungen,  deren  Befriedigung  im  Allgemeinen  so 
schwierig  ist,  dass  er  selbst  dieses  Verfahren  mehr  als  merkwürdig  denn 
als  vortheilhaffc  anerkannt  hat.  Ampere  ^)  hat  mit  mehr  Erfolg  die  Methode 
der  Variation  der  willkürlichen  Constanten  auf  die  particulftren  Integrale 
erster  Ordnung  angewandt,  die  sich  aus  den  Systemen  von  Gleichungen 
ergeben 


H 


+  N 


w. 


Zx{ß 


-'■-'■2^-0 


(»). 


^)  Journal  de  TEcole  polytechnique.    18.  Cahier  §  IV. 
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in  dem  Falle,  wo  jedes  dieser  Systeme  oder  wenigstens  eins  von  ihnen 
nur  eine  einzige  integrable  Combination  zolfisst  und  es  daher  tmmöglich 
ist,  für  die  Gleichung  (1)  ein  allgemeines  Integral  erster  Ordnung  zu  er- 
halten. Bevor  Ampäre  die  Aufmerksamkeit  auf  diese  partieulftren  Inte- 
grale gelenkt  hatte,  wusste  man  daraus  für  die  Ermittelung  des  allgemeinen 
primitiven  Integrals  der  Gleichung  (1)  keinen  Nutzen  zu  ziehen. 

Man  kann  indessen  nicht  umhin  zu  bemerken,  dass  die  von  Ampere 
auf  diese  fruchtbare  und  originelle  Idee  gegründete  Methode  sich  tticht 
durch  Einfachheit  auszeichnet,  und  dass  auch  der  Weg,  den  er  getrfthlt 
hat,  an  vielen  Stellen  geebnet  werden  und  directer  zum  Ziele  führen  könnte. 
Ausserdem  haben  sich,  wie  Bour  mit  Recht  bemerkt  hat,  £e  F&Ue,  in 
denen  die  Gleichungen  der  Charakteristik  (d.  h.  die  Gleichungen  (A)  tmd  {B)) 
keine  integrable  Combination  zulassen,  bisher  fast  gttnzlieh  jedem  Versuch 
einer  aUgemeinen  Theorie  entzogen.^)  Nach  einigen  Stellen  in  der  Bour'schen 
Abhandlung  zu  urtheilen,  aus  welcher  die  vorstehende  Bemerkung  entnommen 
ist  und  in  der  er  einige  kurze  Betrachtungen  über  die  Integration  der 
partiellen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  auseinandersetzt,  kann 
man  schliessen,  dass  er  es  als  möglich  erachtet  hat,  auf  die  Methode  von 
Lagrange  zurückzugehen  ti'otz  der  Schwierigkeiten,  welche  sie  darbietet. 
„Ich  bin  glückliches  sagt  er  am  Schlüsse  seiner  Abhandlung,  „bewiesen  zu 
haben,  dass  diese  Schwierigkeiten  nicht  immer  unübersteiglich  sind,  und 
dass  die  schöne  Methode  von  Lagrange,  nachdem  dieselbe  über  alle  auf 
die  Gleichungen  erster  Ordnung  bezüglichen  Fragen  so  viel  Licht  ver- 
breitet hat,  noch  nicht  ihr  letztes  Wort  über  die  viel  schwierigere  Theorie 
der   partiellen  Differentialgleichungen   zweiter  Ordnung   gesprochen  hat."^) 

Das  aufmerksame  Studium  der  Methoden  von  Lagrange  und  Ampere 
hat  mich  zu  der  Überzeugung  geführt,  dass  es  möglich  ist,  die  Theorie 
der  Variation  der  willkürlichen  Constanten  auf  die  particulären  Integrale 
der  Gleichung  (1)  unter  einer  einfacheren  und  allgemeineren  Form  anzu- 
wenden, als  diejenige  ist,  unter  der  Ampere  seine  Methode  dargestellt  hat. 
Indem  ich  mich  nur  auf  die  Annahme  der  Existenz  von  primitiven  particu- 
Iftren  Integralen  der  Gleichung  (1)  mit  drei  willkürlichen  Constanten  stütze, 
habe  ich  allgemeine  Formeln  erhalten,  um  daraus  das  allgemeine  Integral 
der  Gleichung  (1)  mit  Hülfe  der  Variation  der  willkürlichen  Constanten 
des  particulären  Integrals  abzuleiten.  Die  Allgemeinheit  dieser  Grund- 
voraussetzung gestattet,  diese  Formeln  nicht  allein  auf  den  oben  erwähnten 
Fall,  mit  dem  sich  Ampere  ausschliesslich  beschäfbigt  hat,  sondern  im 
Gegentheil  auch  auf  denjenigen  anzuwenden,  in  welchem  die  Gleichungen  {Ä) 
und  (^B)  keine  integrablen  Combinationen  zulassen,  sowie  auf  den,  wo  sie 
mehr  als  eine  integrable  Combination  zulassen.   Wir  haben  so  eine  Methode, 


»)  Journal  de  TEcole  polyt.    39.  Cahier  p.  189. 
»)  Ibid.  p.  191. 
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welche  alle  die  Fftlle  der  Integration  der  Oleichnng  (1)  nmfasst,  welche 
gich  durch  die  Anzahl  der  möglichen  Integrale  der  Oleichongen  (Ä)  und 
{B)  unterscheiden,  eine  Anzahl,  die  von  drei  his  Noll  einschliesslich  Tarüren 
kamu  unsere  allgemeinen  Formeln  geben,  unter  einem  andern  Geddite- 
pnnkte  betrachtet,  eine  unbegrenzte  Anzahl  von  Methoden,  um  Trans- 
formationen der  Gleichung  (1)  zu  erhalten,  vermöge  deren  diese  ihren  ur- 
sprfinglichen  l^us  beibeh&lt  oder  eine  bemerkenswerthe  VereinfiMhung 
erfihrt,  indem  sie  sich  in  eine  in  Bezug  auf  die  partiellen  Ableitungen 
zweiter  Ordnung  lineare  Gleichung  verwandelt. 

189.  Indem  wir  jetzt  die  Auseinandersetzung  der  Methode  der  Variatioii 
der  willkürlichen  Constanten  in  Angriff  nehmen,  beschäftigen  wir  uns  za- 
nftchst  mit  der  Lösung  der  folgenden  wichtigen  Frage:  Wie  kann  man  das 
allgemeine  Integral  der  Gleichung  (1)  erhalten,  wenn  man  irgend 
ein  particulftres  Integral  mit  drei  willkürlichen  Constanten 
kennt? 

Es  ist  klar,  dass  der  Erfolg  der  Lösung  dieser  Frage  die  ganze  Theorie 
der  betrachteten  Integrationsmethode  umfasst 

Es  sei 

g  —  ü>(x,  y,  a,  y,  tj) (2) 

ein  particulftres  Integral  der  Gleichung  (1)  mit  drei  willkürlichen  Con- 
stanten a,  ;/,  rj.  Differentiirt  man  dasselbe  nach  x  und  y,  so  erhalt  man 
die  Ausdrücke  der  fünf  partiellen  Ableitungen  erster  und  zweiter  Ordnung 
der  Function  z,  welche  man  darstellen  kann  durch 

Durch  die  Substitution  dieser  Ausdrücke  und  des  gegebenen  Aus- 
druckes von  e  musB  sich  die  linke  Seite  der  Gleichung  (1)  nach  Voraus- 
setzung  auf  Null   reduciren   und  zwar   für  beliebige  Werthe  der  Grössen 

a,  y^  V' 

Wir  nehmen  jetzt  an,  dass  eine  von  diesen,  z.  B.  tj^  eine  yorlftufig 
unbestimmte  Function  von  a  und  y  darstelle,  und  dass  a  und  y  bestimnit 
seien  als  Functionen  von  x  und  y  durch  die  Gleichungen: 

Ja  "^   Ö17     8«    *"     '       8y    "^    817    17  "^  "' 

die  man  erhält,  wenn  man  die  partiellen  Ableitungen  von  O)  nach  a  und  y 
für  sich  gleich  Null  setzt  Man  kann  diese  Gleichungen  kürzer  auf  folgende 
Weise  schreiben  (Nr.  102): 

wenn  man  festsetzt,  dass  ein  Punkt  hinter  dem  Zeichen  3  andeuten  soll^ 
dass   die  Differentiation    nach  a  oder  y  ausgeführt  werden  soll  nicht  nur 
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insofern  diese  Grössen  explicit  vorkommen,  sondern  auch  insofern  sie  mit 
HtQfe  Yon  andern  Grössen  auftreten,  wie  es  im  gegenwärtigen  Falle  ge- 
schieht durch  Vermittelung  von  tj, 

180.  Wir  untersuchen  jetzt,  unter  welchen  Bedingungen  die  drei 
Gleichungen  (2)  und  (8)  ein  Integral  von  (1)  darstellen  können.  Dazu  he- 
rechnen  wir  von  Neuem  die  Ausdrücke  der  partiellen  Ableitungen  von  z 
mit  Bücksicht  auf  die  Annahmen,  die  wir  bezüglich  Oj  y^  rj  gemacht  haben. 

Infolge  der  Gleichungen  (3)  bewahren  die  Ausdrücke  der  Ableitungen 
erster  Ordnung  ihre  ursprüngliche  Form: 

£^    SS    Oj',        Z,    =    (O,. 

Die  Ausdrücke  für  die  Ableitungen  zweiter  Ordnung  ftndem  sich  und  werden: 

'  ~     '  ^    b«    öy  ^    öy    öy       W/  -t-    g^   9^  -r    ^    ^x 

,     l^m,  9«     ,     Ö^j»,  öy 
^"  "^'^   ^     8a     8y   "»"      By     8y' 

oder: 

^"  =  cü"  +  Ä,   ^,=-a>;  +  Ä  =  cü;  +  Ä',  ir,  =  a>,, +  ;, 

indem  man  zur  Abkürzung  setzt: 

Ba     Bo;   ■*"      Öy     bo;'  ba     by   "*"      ^y     ^if 

b«    bx  "^     by     bi'         ~     bir     by  "^       b^"  by' 

Den  vorstehenden  Ausdrücken  von  h^  k,  k',  l  kann   man    eine  andere 

Form  geben,    nachdem  man  die  Werthe  von  r^,  r^,  ^,  ~  bestimmt  hat, 

°  ba;'    by'   ba:'  by  ^ 

in  welchem  Falle  die  Gleichheit  von  k  und  kf  von  selbst  zu  Tage  tritt. 
Dazu  differentiiren  wir  die  erste  der  Gleichungen  (3)  nach  x,  wodurch  sich 
ergiebt: 

fv   b .  CO  ob.»  rv    b .  Ol 

bg       I        '    ^a     ^a     ^^      '    ^a     ^  ^ 


bx        '  ba       ba;     '  ^       ba; 

Im  ersten  Giiede  der  linken  Seite  aber  werden  die  Differentiationen 
nach  X  und  a  wie  nach  zwei  unabhängigen  Veränderlichen  ausgeführt; 
mithin  ist: 

?\  ?  •  ^         ob» 

"bg     ^       J?  ^^  b.flg* 
bx  ^a  ^a  ^ 
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und  somit  nimmt  die  vorige  Gleichung  die  Form  an: 
b  .  Ol'    j^   8*.  «   8«    j^   8'.  a   by  ^ 

Ebenso  erhält  man,  wenn  man  die  zweite  der  Gleichungen  (3)  nach  z 
differentürt: 

b  .  a'    j^    b^  <D  ba    j^   b'.«    by  ^ 

~i^  ■'"  bib^  bx  ■'"  "bi^  ba;  ~ 
Differentürt  man  die  beiden  Gleichungen  (3)  nach  y,  so  folgt: 

b  ,(o,  ,  b*.  a>  ba     ,  b*.  a>   by            ^ 

"bi"  "*■  "bi^  by  "*"  baby"  by  ~  "' 

b .  Ol,  .  b*. «  ba  ,  b*. «    by  ^ 

~ö^  *  baby  by  '  ^y^     by             ' 

Aus  den  vier  vorhergehenden  Gleichungen  erhält  man: 

lu  ^^   I   /8^a  b^  _  b'.a   b^\        by  1   /b».«   b  .  «^ b^a  b^\ 

ba;         Di  baby      ^ty  by'       ba  /'      bx  **  Z>  \  baby     ba  ^a^       by/' 

ba 1   /b'.  0»  b  .  m,         ^^.  (o   b  .  ai,\         by 1   i^"*.  n  ^  ,io,         b*.  a   b  .  0,\ 

by        D  \biÄi  "b^^         "V     ~b^/'      by  ~  I)  \hi^  ~bi  "bi»"   ~i^y 

wenn  man  setzt: 

ba*      by*  \baby/  ' 

und  durch  Substitution  dieser  Werthe  der  partiellen  Ableitungen  von  a 
und  y  in  die  Ausdrücke  von  A,  k^  k",  l  erhalten  diese  letzteren  die  folgende 
Form: 

^■^   D    l^a^     i  by  j  baby     ^y       ^a     "*"    by»    \   b«   /  J» 

,  j, —  1  fb*.  CO  b . o'  b . CO,       b*.  CO  /b . co'  b . flo,  ^^  b . flo'  b . m,\  j^  b».  c»  b . «•'  b . co,"! 

"5~Lbä»    Ty      by    ""b^lTa"    by"  "^    b^  "bi"/ "^"V"  "biT  "S^  J 

y —  1  fb'.  «    /b.co,\*  ^  b-.  o   b  .  CO,   b.«,  _,    b*.  a>/ b.a>,\*l 

~  "D"  ["b^  \  by  ;    ~     biby  "b^T  "b^  ■*"  by'~  \"bi"/  J' 

Ausserdem  bestätigt  man  durch  eine  einfache  algebraische  Rechnung 
leicht,  dass  man,  indem  man  das  Quadrat  der  zweiten  der  vorstehenden 
Gleichungen  von  dem  Product  der  ersten  und  dritten  abzieht,  das  folgende 
einfache  Resultat  erhält: 


hl 


,2  1    /b.o'   b.<D,  b  .  flo'  b  .  o^  \  8 
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181.  Jetzt  findet  man  ohne  Schwierigkeit  die  Bedingung,  zufolge 
deren  die  Gleichungen  (2)  und  (3)  ein  Integral  von  (1)  darstellen.  Be- 
zeichnet man  zur  Ahkürzung  die  linke  Seite  der  Gleichung  (1)  mit 

Fix,  y,  z,  z',  z,,  ^',  ^,  £r„), 
substituirt  darin  die  Werthe 
^  =  o>,  ^m^ti\  xf,  =  w„  £r"  *=  cü"  +  Ä,   ip;  =  a>;  +  *,   z„  =  w,,  +  l, 

welche  sich  aus  den  Gleichungen  (2)  und  (3)  ergeben,  und  setzt  man  die 
Sunune  der  Glieder,  welche  nicht  verschwinden,  gleich  Null,  so  erhält  man 
die  gesuchte  Bedingung. 

Das  Resultat  der  Substitution  kann  man  nach  dem  Taylor'schen 
Satze  folgendermassen  schreiben: 

F(a?,  y,  cü,  w',  Oi,,  lo"  +  h,(o',  +  Ä,  w,,  +  Z)  =  F{x,  y,  co,  co',  cü„  cü",  w;,  (o„) 

Das  erste  Glied  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  reducirt  sich  auf  Null 
infolge  der  Voraussetzung,  dass  durch  Substitution  der  Werthe 

^  =  Cü,    z*  =^oj\    z,  =  (o„    z**  =  (o",    z*,  =  w',   z„  ==  (0„ 

die  Gleichung  (1)  erfällt  werden  soll  für  beliebige  Werthe  von  a,  ;/,  t]. 
Femer  findet  man: 

mithin: ' 

F(x,  y,  w,  (D'y  (o„  0}"  +  h,a)',  +  k,  co,,  +  l) 

=  (Ä  +  No)„)h  +2{K—  Ntj',)k  +  (L  +  N(ü'')l  +  NQil  —  *«). 

Man  schliesst  hieraus,  dass  die  Gleichungen  (2)  und  (3)  nur  in  den 
Fällen  ein  Integral  von  (1)  darstellen  können,  wenn  die  Function  t)  derart 
bestimmt  wird,  dass  sie  die  rechte  Seite  der  vorigen  Gleichung  auf  Null 
reducirt.  Substituirt  man  darin  die  oben  für  h,  k,  l,  hl  —  k^  g^^benen 
Werthe,  setzt  das  Resultat  der  Substitution  gleich  Null  und  unterdrückt 
den  gemeinschaftlichen  Nenner  2),  so  erhält  man  eine  Gleichung  von  der 
Form: 

^%?  +  2s|l-^-  +  r^+£r=o  .    .    .    (4), 
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worin  zur  Abkürznng  gesetzt  ist: 

\  ha       by  By"     8«  | 

Beachtet  man  die  Zusammensetzung  der  Gleichung  (4),  so  sieht  man 
leicht,  dass  sie  linear  ist  in  Bezug  auf  die  partiellen  Differentialquotienten 
zweiter  Ordnung  von  rj: 

und  dass  in  ihren  Coefficienten  schliesslich  nur  vorkommen: 

"^  ^'  '?'   8«'   V 

In  der  That,  die  Ableitungen  r-5,  -^,  —5.  können  ausschliesslich  vor- 
kommen die  erste  nur  in  -^,  die  zweite  nur  in  ^<Vi   die   dritte  nor  in 

8*  CO 

^Y  ^^^  demzufolge  treten  sie  in  keiner  andern  Potenz  als  in  der  ersten 

auf.     Überdies   kommen   in  der  Zusammensetzung  der  Gleichung  (4)  nnr 

die  Veränderlichen  a,  y,  r],  ~,  ^,  «,  y  vor,  deren  letzte  beiden  mit  Hülfe 

der  Gleichungen  (2)  und  (3)  eliminirt  werden  können. 

182«  Mithin  liefert  die  Methode  der  Variation  der  willkürlichen  Con- 
stanten die  Möglichkeit,  die  wegen  Auftretens  der  Grösse  z^'z,,  —  £^'  ni€ht 
lineare  Gleichung  (1)  in  eine  Gleichung  (4)  zu  transformiren,  die  in  Bezug 
auf  die  Ableitungen  zweiter  Ordnung  der  gesuchten  Function  linear  ist, 
während  dieses  Ziel  durch  die  oben  (III.  Kap.,  §  15)  angegebenen  Trans- 
formationen  von  Legen dre  und  Ampere  nicht  erreicht  wird.  Man  kann 
beweisen,  dass  es  unendlich  viele  dieser  letzteren  analoge  Transformationen 
giebt,  d.  h.  solche,  dass  die  Gleichung  (1)  nach  der  Transformation  ihren 
ursprünglichen  Typus  beibehlüt.  Dazu  braucht  man  nur  vorauszusetzen, 
dass  in  dem  vorigen  Beweise  der  Werth 

jg  =  (o{x,  y,a,y,rj) (2) 
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Yollständig  willkürlich  gewählt  sei  und  nicht  mehr  ein  particol&res  Integral 
der  Gleichung  (1)  darstelle.  Alsdann  bleiben  alle  Schlüsse  der  vorstehenden 
Bechnung  bestehen,  ausser  dass 

J^(«,  y,  CO,  (ü\  w„  (o",  (o'„  (o„)  —   W 

nicht  mehr  gleich  Null  ist.  Mithin  erhält  man,  wenn  man  die  schliessliche 
Gleichung  mit 

~    8a»     V  U«^/ 

multiplicirt,  noch  das  Glied  W,  D  und  an  Stelle  der  Gleichung  (4)  hat 
man  die  folgende: 

Zufolge  der  Bemerkung  des  vorigen  Artikels  über  die  Art,  wie  die  Ab- 
leitnngen  g,  ^,  ^  in  |^,  ^,  ^  vorkommen,  ist  klar,  daes  D 
von  der  Form  sein  wird: 

wo  sich  a,  b,  c,  e,  f  ausdrücken  mit  Hülfe  von  a,  ;^,  ^,  |^,  ^.  Somit  behält 
die  transformirte  Gleichung  den  allgemeinen  Typus  der  Gleichung  (1)  bei. 


§  19. 

188«  Die  Methode  der  Variation  der  willkürlichen  Gonstanten  führt 
das  Problem  der  Integration  der  Gleichung  (1)  auf  die  Integration  der 
Gleichung  (4)  zurück.  Die  Werthe  der  Ooefficienten  der  letzteren  hängen 
von  der  besonderen  Form  des  particulären  Integrals  jer=:Ct>  der  Gleichung  (1) 
ab.  Mithin  besteht  die  ganze  Schwierigkeit  der  Anwendung  dieser  Methode 
darin,  unter  den  particulären  Integralen  der  Gleichung  (1)  dasjenige  aus- 
zuwählen, far  welches  (4)  eine  der  integrablen  Formen  annimmt.  ViTir 
werden  die  Charaktere,  auf  welche  man  bei  dieser  Wahl  in  den  bekamiten 
Fällen  recurriren  kann,  ausführlicher  auseinandersetzen.  Jetzt  wollen  wir, 
um  die  allgemeinen  Formeln  zu  erläutern,  dieselben  auf  ein  besonderes 
Beispiel  anwenden,  nämlich  auf: 

.|;^'+i.j:.„+('.+».+~»)K-';'-2(4-|-5)-(4-^-j)']-». 

WO  a,  bf  /,  n»,  n  gegebene  Constanten  bezeichnen. 
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untersucht  man  die  Möglichkeit,  der  gegebenen  Gleichting  durdi  Werthe 
von  der  allgemeinen  Form 

z  =  Ax^  +  Bxy-\'  Cy^  +  Dx  +  Ey  -\- F 

za  genügen,  so  findet  man  ohne  Schwierigkeit  als  particnläres  Integral  der 
gegebenen  Gleichung  den  Ausdruck: 

g^^ax  -\-  yy  —  rixy^^o), 

welcher  drei  willkürliche  Constanten  a,  /,  9j  enthält.  Betrachtet  man  sonait 
ri  als  eine  Function  von  a  und  y  und  verbindet  man  mit  der  Torigen 
Gleichung  die  beiden  folgenden: 


so  erhält  man  das  allgemeine  Integral  der  gegebenen  Gleichung,  wenn  miui 
die  Function  r]  durch  die  Bedingung  bestimmt: 


Äl^  +  asg^  +  T-'i^^  +  tr-o. 


Um  die  Coefficienten  dieser  Gleichung  zu  finden,  berechnen  wir 

a>'  =  a  —  lyy,     w,  =  ;/  —  ^,     cü"  =  0,     a>;  =  —  iy,    ca„  =  0 

durch  Di£Perentiation  der  Function  o>  nach  x  und  y,  wenn  man  diese  als 
von  a  und  y  unabhängige  Vextnderliche  betrachtet.  Differentiirt  man  sodann 
o}*  und  a>,  nach  a  und  y^  indem  man  diese  als  unaUtängig  von  x  und  y 
betrachtet,  so  folgt: 

"^   ~    ~  ^  ^' ~iit  "~*äi 

Die  rechten  Seiten  der  letzten  beiden  Gleichungen  redudren  sich  infolge 
der  zweiten  und  der  dritten  Gleichung  des  allgemeinen  Integrals  auf  NulL 
Nunmehr  findet  man  nach  den  allgemeinen  Formeln  (5)  des  vorhergehenden 
Paragraphen: 

oder  zufolge  der  dritten  Gleichung  des  allgemeinen  Integrals: 

—  R  =  a. 
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Sodann  findet  man: 

weil  sich  der  Factor  K  -j-  Ntj  nach  Elimination  von  t]  mittels  der  Glei- 
chungen des  Integrals  und  Substitation  der  aas  der  gegebenen  Gleichung 
entnommenen  Werthe  von  K  und  N  auf  Null  reducirt.     Ferner  ist: 

oder  infolge  der  zweiten  Gleichung  des  Integrals: 

—  T  =  b. 
Schliesslich: 

''-*r-^)'(^)'-"'+"»+»')'v(gr(gr, 

oder  infolge  der  zweiten  und  dritten  Gleichung  des  aUgemeinen  Integrals: 

U  ;^  Ix  -{-  mtf  +  nz. 
Hiemach  reducirt  sich  die*  Gleichung  (4)  auf  die  Form: 


Ö».(D 


ft« 


a^  +  h  -^  —  {Ix  +  my  +  nz)^0. 

Differwtürt  man  jetzt  die  Function  (o  zweimal  nach  jeder  der  Ver- 
änderlichen a  und  y,  die  man  hier  als  xmabhängig  von  einander  und  von 
den  Variablen  x  und  y  betrachten  muss,  so  hat  man: 

Substitiurt  man  diese  Werthe  in. die  vorige  Gleichung  und  dividirt  man 
sie  durch  xy^  so  folgt: 

Die  zweite  und  dritte  Gleichung  des  allgemeinen  Integrals  geben  aber: 

1   _  817      j^  ^  85, 
Ä  8y'      y  8«' 

wir  erhalten  daher  schliesalioh  zur  Bestimmung  der  Function  rj  die  lineare 
Gleichung  mit  constanten  Goef&cieaten : 
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deren  allgemeines  Integral,  sei  es  unter  endlicher  Form,  sei  es  mittels  be- 
stinunter  Integrale,  immer  nach  der  Methode  von  Laplace  (Histoire  de 
l'Ac.  d.  Sciences  1779,  Memoire  snr  les  suites)  erhalten  werden  kann. 
Nimmt  man  also  die  Function  rj  als  bekannt  an,  so  kann  man  mit  Hülfe 
dieser  Function  und  ihrer  partiellen  Ableitungen  das  allgemeine  Integral 
der  gegebenen  Gleichung  unter  folgender  Form  darstellen: 

1 


184.  Wie  bereits  oben  bemerkt  worden,  hat  Ampere  eine  wichtige 
Vervollkommnung  in  die  Theorie  der  Integration  der  Gleichung  (1)  ein- 
geführt, indem  er  die  Möglichkeit  entdeckte,  die  Methode  der  Variation 
der  willkürlichen  Constanten  anzuwenden  auf  die  Integrale  dieser  Gleichung, 
welche  mit  Hülfe  der  Gleichungen  (Ä)  und  (B)  erhalten  werden,  falls  iedes 
dieser  beiden  Sjsteme  nur  eine  integrable  Gombination  zulAsst.  Indem  er 
aber  seine  Theorie  auf  diesen  richtigen,  npr  nicht  genügend  allg^neinen 
Gedanken  gründete,  hat  er  nicht  bemerkt,  erstens  dass  dieselbe  Methode 
angewendet  werden  kann  auf  die  particulftren  Integrale  der  Gleichung  (l), 
welche  mit  Hülfe  der  Systeme  (Ä)  und  (B)  erhalten  werden,  falls  jedes 
dieser  beiden  Systeme  mehr  als  eine  integrable  Combination  zulftsst,  und 
allgemein  auf  jedes  particulftre  Integral  der  Gleichung  (1)  mit  drei  willkfir- 
lichen  Constanten,  auf  welchem  Wege  man  es  auch  erhalten  habe.  Zweitens 
haben  die  allgemeinen  Formeln  Ampere 's  den  schweren  Nachtheil,  dass  sie 
nicht  gestatten,  sich  zugleich  der  Integrale  der  Systeme  (Ä)  und  (B)  auf 
die  Yortheilhafteste  Weise  zu  bedienen.  Drittens  könnte  auch  die  An- 
wendung der  Ampere 'sehen  Formeln  vereinfacht  werden  durch  die  An- 
wendung der  bekannten  Lagrange 'sehen  und  Charpit'schen  Methode  für 
die  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung,  welche  in  dieser 
Theorie  vorkonunen,  anstatt  der  von  Ampere  selbst  angegebenen  Methode. 

Wir  wollen  versuchen,  diese  Sätze  in  diesem  Paragraphen  und  den 
folgenden  zu  beweisen;  zuvor  aber  wollen  wir  untersuchen,  welchen  be- 
sonderen Nutzen  die  Anwendung  der  Methode  der  Variation  der  vnllkür- 
lichen  Constanten  auf  diejenigen  particulftren  Integrale  gewährt,  welche 
mit  Hülfe  der  Gleichungssysteme  (Ä)  und  (B)  erhalten  werden. 

185«  Nehmen  wir  an,  dass  die  Gleichungen  (1)  eine  integrable  Com- 
bination zulassen,  deren  Integral  wir  unter  der  Form 

f{x,  y,  z,  e",  e;)  =  a 
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darsMkiiy  90  wird  die»  bexüglick  der  Gkielraa^  (I)  ein  partieaHüres  Integral 
erster  Ordnung  sein.  Betradrtei  man  es  »her  als  eine  pcirtielle  DilGFevential- 
gleichimg  erster  Ordnung,  so  wird  man  nach  der  Lagrange'schen  und 
Gharpit' sehen  Methode  ein  y ollständiges  Integral  desselben 

a  <»  w(«,  y,  a,  y,  rj) 

bestimmen  kennen,  welches  ausser  a  noch  zwei  andere  willkürliche  Con- 
stanten  y,  rj  enthält  und  welehes  bezüglich  der  Gleichung  (1)  ein  primitives 
particuläres  Integral  sein  wird.  Wendet  man  darauf  die  Methode  dei 
Variation  der  willkürlichen  Gonstanten  an,  so  muss  man  fj  als  eine  Function 
von  a  und  y  betrachten  und  zu  ihrer  Bestimmung  wird  man  eine  Gleichung 
mit  den  partiellen  Ableitungen  zweiter  Ordnung 

erhalten. 

Die  Grösse  a  stellt,  wie  man  weiss,  das  Argument  der  einen  der  beiden 
willkürlichen  Functionen  des  allgemeinen  Integrals  von  (1)  dar,  und  dieses 
letztere  Integral  muss  sich  ausdrücken  mit  Hülfe  von  rj  und  der  willkür- 
lichen Functionen,  welche  ij  enthält.  Mithin  muss  eine  der  willkürlichen 
Functionen,  welche  in  dem  allgemeinen  Integrale,  welches  den  Werth  von 
fj  dantellt,  vorkommen,  ebenfalls  a  als  Argument  haben.  In  diesem  Falk 
aber  durf  die  Gleichung,  welche  die  Function  ij  bestimmt,  nicht  die  Ab^ 

leitung  -r^  enthalten,  wie  wir  in  der  Theorie  der  Integrale  der  partiellen 

Oft 

Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  bewiesen  haben  (Kap.  I,  §  6).  Diese 
Ableitung  ^-^  ^^^  ^'"^^  maas  in  die  Gleichung  (4)  eintreten  nur  mittels 

des  Ausdruckes  -x-^;  somit  hat  man  in  dem  betrachteten  Falle  nothwendig 

Oft 

£  —  0. 

Benutzt  man  das  Integral 

F{x,  y,  ^,  a',  z,)  -«  /?, 

welches  aus  einer  integrablen  Combination  der  Gleichungen  (B)  abgeleitet 
ist,  und  berechnet  man  ein  vollständiges  Integral  dieser  Gleichung: 

z  =  (o(x,  y,  ß,  y,  fj), 

so  wende  man  hierauf  die  Methode  der  Variation  der  willkürlichen  €on- 
stauten  an.  Betrachtet  man  ij  als  Function  von  ß  und  y,  so  hat  man  zur 
Bestimmung  dieser  Fjmction  eine  Gleichung  wie  Formel  (4),  in  welcher 
man  nur  ß  f^  y  und  y  fär  a  za  schreiben  hat.  Aus  demselben  Grunde 
wie  im  vorigen  Falle  scbüesst  man,  dass  man  jetzt  notbiwendig  T  smm  0 
haben  muis. 

K  ft  n  8 1 0  n ,  Part.  DUfurentialgleioliaDseii .  29 
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IM.   Eami  mao  vennittdat  integrabler  Oombinatiolien  der  OleidumgeD 
{Ä)  und  (B)  die  Integrale,  die  wir  resp.  durch 

f(x,  y,  z,  <  jer,)  —  a,     F{x,  y,  e,  sf,  b)  —  ß 

bezeichnen,  erhalten,  so  liefern  die  linken  Seiten  dieser  Oleichungen,  die 
bekanntlich  (Kap.  IQ,  §  16)  der  Integrabilitfttsbedingnng 

/  V  4-  V  ^\  »F  _   /8F       IF    \   V 

+  U  +  85  ^'j  8*,      \8^  +  »5  "^'1  s;  —  ^ 

genügen,  die  Werthe  Ton  z*  und  jer^  durch  deren  Substitution  die  GlfiLehong 

dg  ^  n^dx  +  ^r^ 

entweder  unmittelbar  oder  nach  Hultiplication  mit  dem  Integrabilitfttsfactor 
integrabel  wird.     Als  Resultat   dieser  Integration   erh&lt  man  den  Werth: 

ß  _  co(x,  y,  a,  ß,  Tj), 

welcher  ein  particul&res  Integral  der  Gleichung  (1)  darstellt.  Betrachtet 
man  rj  als  Function  von  a  und  ß  und  wendet  man  die  Methode  der  Yamtioa 
der  willkürlichen  Gonstanten  auf  dieses  Integral  an,  so  findet  man  zur 
Bestimmung  der  Function  rf  die  durch  die  Formel  (4)  gegebene  Gleichung, 
in  der  man  ß  fOr  y  zu  schreiben  hat.  Das  allgemeine  Integral,  welches 
den  Werth  von  z  darstellt,  drückt  sich  aus  vermittelst  des  aUgemeinen 
Integrals,  welches  den  Werth  von  rj  darstellt,  und  der  beiden  in  diesem 
Integrale  enthaltenen  willkürlichen  Functionen.  Nun  müssen  die  Argumente 
der  willkürlichen  Functionen  des  ersten  Integrals  a  und  ß  sein,  mitiun 
müssen  a  und  ß  auch  die  Argumente  der  willkürlichen  Functionen  des 
zweiten  Integrals  sein.  Demnach  darf  die  Gleichung  (4)  im  gegenwftrtigeD 
Falle  (Kap.  I,  §  6)  nicht  die  partiellen  Ableitungen  zweiter  Ordnung 

enthalten,  woraus  mit  Nothwendigkeit  folgt,  dass  R  =b  0  und  T^s  0  ist. 
187.    Hat  man  schliesslich  in  der  Gleichung  (1) 

a  ^  E*  —  HL  +  MN~  0, 

so  hören,  wie  man  weiss,  die  beiden  Gleichungssysteme  (Ä)  und  {B)  ani^ 
von   einander   verschieden   zu  sein,   und  die  Argumente  a  und  ß  werden 
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einander  gleich.  Hat  man  in  diesem  Falle  eine  integrable  Gombination 
der  Gleichungen  (Ä)y  deren  Integral 

f{x,  y,  8,  sf,  ^r)  =  a 

sei,  und  integrirt  man  diese  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung, 
so  erhält  man  das  vollständige  Integral  derselben 

z  z»  a>(ir,  y,  a,  ;/,  17), 

welches  ein  primitives  particnlftres  Integral  der  Gleichung  (1)  ist.  Be- 
trachtet man  r\  als  eine  willkürliche  Function  von  a  und  y  und  wendet 
man  auf  dieses  Integral  die  Methode  der  Variation  der  willkürlichen  Con- 
stanten an,  so  erh&lt  man  zur  Bestimmung  der  Function  ij  eine  Gleichung 
vermittelst  der  allgemeinen  Formel  (4).  Das  allgemeine  Integral,  welches 
den  Werth  von  e  darstellt,  muss  sich  ausdrücken  vermittelst  des  allgemeinen 
Integrals,  welches  den  Werth  von  r\  darstellt,  xmd  der  willkürlichen 
Functionen,  welche  dieses  Integral  enthält.  Die  Argumente  der  willkür- 
lichen Functionen  des  Integrals  für  z  müssen  aber  gleich  a  sein,  mithin 
muss  a  auch  das  gemeinschaftliche  Argument  der  willkürlichen  Functionen 
des  Integrals  für  r\  sein.  Demnach  kann  im  gegenwärtigen  Falle  (Kap.  I^  §  6) 
die  Gleichung  (4)  nicht  die  Ableitungen  zweiter  Ordnung 

enthalten  und  daraus  folgt  nothwendig,  dass  i2  =  0  und  iS  ohb  0  ist. 

188«  Somit  besteht  der  Vortheil  der  Anwendung  der  Methode  der 
Variation  der  willkürlichen  Constanten  auf  die  mittels  der  Gleichungen 
(A)  und  {S)  erhaltenen  particulären  Integrale  der  Gleichung  (1)  darin,  dass 
die  allgemeine  Gleichung 

auf  welche  sich  schliesslich  das  Problem  der  Integration  der  Gleichung  (1) 
reducirt,  in  den  soeben  betrachteten  vier  FäUen  folgende  vereinfachte 
Formen  zulässt: 


^'^  +  ^=0. 


29* 
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M  in  der  OMolrang  (1)  ^T  :b!  0,  eb  Fall,  auf  den  neh  Anap^re 
in  seiner  Theorie^)  beschrftnkt  hat,  so  Iwt  man  infolge  der  leUton  der 
Formeln  (5)  des  vorigen  Paragraphen,  CT  saa  0  und  die  definitiTm  61ei- 
ohnngen  nehmen  die  noch  einfisudieren  Formen  an: 

^'U  +  '-T^-O 

IMe  beiden  letzten  Oleichmigen  stellen  die  einfachsten  Formen  dar, 
welche  die  Gleichnng  (4)  annehmen  kann.  Ampere  erhalt  mit  Htilfe  seiner 
Methode  leicht  die  dnrch  die  letzte  Gleichung  dargestellte  Form  in  dem 
Falle,  wo  die  Oleichnng  6r  ss  0  gilt.  Aber  viri  schwieriger  ist  es,  nach 
dieser  Methode  die  Form  zn  erhalten,  welche  die  vorletzte  Gleichung  dar- 
bietet, in  dem  Falle,  wo  G  nicht  gleich  Ntill  ist  nnd  wo  die  Systeme  (Ä) 
und  (B)  ein  jedes  integrable  Gombinationen  liefern,  deren  Integrale  wir  in 
der  Form  dargesteUt  haben  (^r.  136): 

f{x,  y,  ^,  ^',  jg,)  =  a,     F{x,  y,  z,  e*,  e,)  —  ß. 

Die  Schwierigkeit  entspringt  daraus,  dass  Ampere,  indem  er  seine 
Methode  nur  anwendet   auf   das    erste    der  beiden  vorstehenden  Integrale, 


^)  Wir  citiren  die  Stelle  der  Ampere 'sehen  Abhandlung,  wo  von  dieser 
Beschiibikang  die  Rede  ist. 

„Je  vais  appliquer  la  möthode  que  j'emploie  ä  T^uation 

Hr  +  2K8  +  Lt  +  M  ^  Q. 

Cette  m^thode  peut  aussi  6tre  appliqu^  avec  quelques  modifications  ä  T^nation 

Hr+2K8  +  Lt  +  M+  N{rt  —  ä«)  «  0 

et  servir  ^  la  ramener  ä  Fune  des  deuz  formee 

t  =  /■(«»  y,  ^,  P.  q)y    s  =  f(x,  y,  r,  p,  q) 

suivant  que  la  quantit^  S?  —  HL  -\-  MN  est  nulle  ou  ne  Test  pas.  Mais  pour 
rendre  plus  simple  Texposition  de  cette  m^thode  et  les  ddmonstrations  qui  y  sont 
relatives,  j'ai  cru  devoir  me  bomer  k  la  formule 

JTr  +  2 1:»  +  L*  +  3f  =«  0 

oü  les  derivöes  du  second  ordre  ne  se  trouvent  qu*&  la  premi^re  puissanoe.'* 
(Joum.  de  l*£cole  polyt.  18fi  cahier  p.  106.) 
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«af  diese  Weise  das  Problem  auf  die  IntegratLoa  einer  Gkichong  von  der 
Form: 


» 


zurückführt;  er  muss  sodann  mit  dieser  Gleichung  wie  mit  der  gegebenen 
OleickuBg  (1)  yeifahron  und  beweisen,  dass  die  neue  traxMfonaoirte  'Qkdchiiuig 
Yon  der  Form  ist: 

wSJBxead  bei  Anwendung  des  von  uns  oben  angegebenen  VerfahMos  mit 
einem  Male  das  Problem  auf  die  Integration  einer  Oleiohnng  von  dieser 
letzteren  Form  zurlLokgeflUirt  wird. 

139.    Wir  bemerken  femer,  dass  die  linke  Seite  jeder  der  Gleichungen 


8«8(J  '     *    V 


«^-=0.    r^ 


aus  zwei  Factoren  besteht,  deren  jeder  im  Allgemefaien  der  Nu]l  gleich- 
gesetzt werden  kann.  Das  allgemeine  Integral  aber,  welches  den  Werth 
von  Tj  darstellt,  können  nur  die  zweiten  Factoren  liefern,  weil  nur  diese 
die  Ableitungen  zweiter  Ordnung  von  dieser  Function  enthalten.  Die  ersten 
Factoren  8  und  T  fOr  sich  können  nux  in  gewissen  F&Uen  particulftre 
Integrale  mit  einer  einzigen  willkürlichen  Function  liefern,  weil  sie  nur 
partielle  Ableitungen  erster  Ordnung  von  tj  enthalten.  Im  Allgemeinen 
kann  man  diese  Factoren  weglassen. 

Ist  also  Q  =  0  und   erhält  man   aus  den  Gleichungen  (Ä)  und  (B) 
ein  particulftres  Integral  der  Gleichung  (1)  von  der  Form: 

e  —  co(x,  y,  a,  y,  rj), 

so  erhält  man  ihr  allgemeines  Integral,  wenn  man  mit  der  vorstehenden 
die  drei  Gleichungen  verbindet: 

deren  letzte  zur  Bestimmung  von  tj  als  Function  von  a  und  y  dient. 

Ist  G  nicht  gleich  Null  und  hat  man  mit  Hülfe  der  Gleichungen  {Ä) 
und  (B)  ein  particuläres  Integral  von  (1)  gefanden: 

z  =  co{x,  y,  a,  ß,  rf), 
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so  findet  man  ihr  aUgemeines  Integral,  indem   man  mit  der  vorstehenden 
Oleichxmg  die  drei  folgenden  verbindet: 

^=0     —   =0     —  —  0 


deren  letzte  nur  Beetimmiing  von  tj  als  Fonotion  von  a  nnd  ß  dient. 


140.  um  eine  Anwendung  der  soeben  erhaltenen  theoretischen  Besultate 
zu  geben,  nehmen  wir  zun&ehst  die  Beispiele,  welche  Ampere  als  Er- 
läuterung für  seine  Methode  behandelt  hat.  Wir  werden  auf  diese  Weise 
bestätigen,  dass  man  in  allen  Fällen  der  Anwendung  der  Methode  der 
Variation  der  willkärlichen  Gonstanten  sich  derselben  Formeln  (5)  bedienen 
kann,  welche  ausserdem  die  Besultate  Amp^re's  auf  directerem  Wege 
liefern.  Zuvor  aber  bringen  wir  diese  allgemeinen  Formeln  auf  eine  für 
die  Anwendung  bequemere  Form.  Dazu  bemerken  wir,  dass  die  Ausdrücke 
von  R  und  T  in  Factoren  zerlegt  werden  können,  da  jeder  von  ihnen  eine 
homogene  Function  zweiten  Grades  darstellt.  Durch  Auflösung  der  Glei- 
chung zweiten  Grades 


findet  man: 


^  ~  H+  Nm„ 

Bezeichnet  man  nun  mit  P  die  Grösse  unter  dem  Wurzelzeichen,  so 
hat  man: 

P—K^  —  HL  —  N[H(o''  +  2K(o',  +  L(o„  +  N(o}"(o„  —  oi\% 

und,  wenn  man  hierzu  die  identische  Gleichung  addirt: 

0  =  2f  [fiw"  +  2Äw;  +  Xw,,  +  Jtf  +  iV'Kw,,  —  cü;*)], 

welche  gilt  infolge  der  Voraussetzung,  dass  cü  der  Gleichung  (1)  genügt, 
so  folgt: 

P  —  IT»  —  fix  +  JtfA^—  Gr. 

Mithin 

-■g+.yw;±Vg 


Digitized  by 


Google 


Variation  der  willkörlichen  Gomtanten. 


455 


Mittels  der  soeben  erhaltenen   zwei  Werthe  Yon  m  können  die  Ans- 
drücke  von  B,  8,  T  folgendermassen  geschrieben  werden: 


(II* 


Sa  8y 


.8y 


-^-(^+H('5)' 


Ö«     By    ■    K—Nm\ 


•VW   .  «IP  \ 


+ 


L+Nm'' 


H+Niü„ 


rBa' 


nr  "T  1T_J_  AT-« 


LS«' 


H6). 


mithin 


141.  Wir  beschäftigen  uns  nipunehr  mit  den  Beispielen  Ampäre's. 

I,  a?V'  —  ix^z^,  +  4zjg„  +  2g'z^  =  0. 

Man  hat  hier: 

Ä=  a?2,  K=  —  2x%,  L  =  4xr«,  itf  —  2;?'a?s,  2V=  0, 

G  =  K^  —  HL  +  MN  =0. 


Demnach  verschmelzen  die  beiden  Gleichxmgssysteme  {A)  und  {B)  zu 
einem,  nämlich: 

Die  zweite  von  diesen  der  Integrabilitätsbedingong  genügenden  Gleichungen 
giebt  das  Integral: 

«V  —  zf  =  2a. 

Um  diese  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung  nach  der 
Methode  von  Lagrange  und  von  Oharpit  zu  integriren,  bilden  wir  das 
System  simultaner  Gleichungen: 


dx 


dy  -—de*      ,    ^  dz, 

—  2e,  ™    20»^    ~      0    ' 
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4M  Anhang  IL  Imacketkä^,  P«i.  IHininBh'iilihifiM^um  H.  O.  [Nr.  141-U2] 
der«D  «in  Im^agnl  «fEuiW  «,  «»  oottst  kt     Mm  bai  4aauMeh: 

und: 

Integrirt  man  ikeae  letcte  Gleichung,   so   erhftlt  man   das  particalflre 
Integral  der  gegebenen  GHeiohimg: 

Z  ^  yy   —       -X^    +,  =  oi, 

deaeea  Bichtigkeit  man  leicht  bestfttift  Beteachtei  man  fj  ale  Fonction 
Yon  a  nnd  y  und  verbindet  man  mit  der  voratehenden  Gleichung  die  drei 
folgenden: 

by  y^Öy  a;  " 

»y'    ~  X   "•"  öy»  ~  ''' 

SO  erhalten  wir  das  allgemeine  Integral,  wenn  wir  die  Function  y  mit 
HtQfe  der  letzten  Gleichung  bestimmen.  Subtrahirt  man  nun  hiervon  die 
erste  Gleichung  des  allgemeinen  Integrals,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

by»  ^  b«' 

deren  Integral  von  Laplace  unter  der  allgemeinen  Form 

(i+00 


V 


^  \  ^(P(y  +  2t*Va)  c""'(itt, 


in  der  q)  eine  willkürliche  Function  bezeichnet,    gegeben  worden  ist.     Die 
partiellen  Ableitungen  dieses  Werthes  von  tj  nach  a  und  y  sind: 

I>er  Wttth  des  -ersteA  kann  nodi  mittels  partieller  Integxatkm  auf  die 
Form  gebracht  werden: 

g-'f^\"(;'+2«Vä)e-''V 
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Sabstdnirt  man  diese  Wertbe,  so  erbftlt  man  das  von  Ampere  ge- 
gebene Integral  des  Problems  in  der  Form  der  drei  Gleiobnngen: 

0  —  y  —  ^  +  ^q^{y-\.2u^)e-^du 
0  —  —  —  r"^(;/+2ttyö)e~"'di». 

Um  die  Scblfisse  der  Theorie  bezüglich  der  Werihe  von  B,  8y  T  za 
btftfttigiiL»  diffBrentüroA  wir  die  Fvnction  (o  naoh  x  und  y,  indem  wir 
dabei  a  und  y  als  .Constanten  betrachten.    Es  folgt: 

2«  +  y" 
a>'  =  -^^,    6>,  —  y. 

Differentiirt   man   femer  die  Functionen  o}*  und  o>,  nach  a  und  ;/  unter 
der  Annahme,  dass  x  und  y  constant  seien,  so  findet  man: 

Substituirt  man   diese  Werthe   in,  die  allgemeinen  Formeln  (6),   in  denen 
man  ^  b=  0  setzt,  so  findet  man  übereinstimmend  mit  der  Theorie: 

B  =  0,     iS  =  0,     T  —  —  1. 

Genau  in  derselben  Weise  integrirt  man  die  beiden  andern  Beispiele : 

/'  +  2(e,-  x)g',  +  {z'  —  *yz„  -  ;r,  =  0 
und: 
{X+Z,yg"+2{X-^Z,)  (y  +  g')g'^  +  {jf  +  g^'g„  +  2(x+g,)  (y+50=O, 

welche  alle  beide  von  derselben  Art  sind  wie  die  vorige,  da  auch  bei  diesen 
Beispielen  die  Bedingung  (?  ss  0  erfüllt  ist 

148.  Betraditen  wir  nun  Beisf^iele,  in  denen  diese  Bedingung 
nicht  erfüllt  ist. 

n.  a?V'  +  2x%  +  (o;«-^.)^,  -  2^  =  0. 

Man  hat  hier: 

X  Zf  Zf 
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Müfain  nehmen  die  Oleiohiuigen  (A)  und  (B)  bezfiglieh  die  Fonn  in: 

Keine  dieser  Gleichungen,  för  sioh  genommen,  genügt  der  Integra- 
bilitfttBbedingong;  indessen  hat  Ampere  eine  integrable  Gombination  dieser 
Gleiehnngen  angegeben,  welche  man  erh&lt,  wenn  n^  in  beiden  Sjsiemen 

2z 
die  eiste  Gleichung  mit '-,  die  zweite  mit  -^  1,  die  dritte  mit  —  2g 

X 

moltiplicirt  und  sodann  einzeln  die  Gleichungen  jedes  Systems  addirt.  Die 
beiden  Summen  können  folgendermassen  dargestellt  werden: 

wenn  man  festh&lt,  dass  die  Gleichung  mit  den  ober^  Zeichen  aus  dem 
System  (^),  diejenige  mit  den  unteren  Zeichen  aus  dem  System  (B)  folgt 
Diese  beiden  Gleichungen  enthalten  partielle  Ableitungen  nach  d?;  als  zweite 
unabhftngige  Ver&nderliohe  betrachtet  man  aber  in  der  einen  a,  in  der 
andern  ß.     Man  hat  daher  als  Integrale  die  beiden  Gleichungen: 

a?V  +  xH,  —  2ex  —  felog^,  +  2blogx  s=  a 
«V  +  x%  —  2jgx  +  blogz,  —  2  6  log«  =  ß, 

aus  denen  durch  Addition  und  Subtraction  folgt: 

2x^(e'  +  jer,)  —  4xric  —  a  +  /? 

2b\og^  =  ß  —  a. 

X 

Die  zweite  von  diesen  Gleichungen  giebt: 

g^  B=  x^e  *^  , 
und  substituirt  man  diesen  Werth  von  sf,  in  die  eirste,  so  hat  man: 

2x'      *     X  ' 

somit: 

^  =•  (^  +  ?  -  '''*"^")  <«*  +  «^«**- 
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Integrirt  man  diese  Gleicbting,  nachdem  man  sie  mit  —f  multiplicirt 

hat,  so  erh&lt  man,  wie  man  leicht  a  posteriori  bestätigen  kann,  das  parti- 
cnlftre  Integral  der  gegebenen  Gleichung: 

^  =  —  ?±£  +  e  ^  (y  —  x)x^  —  ««j^  =  w. 

Betrachtet  man  nun  rj  als  Function  von  a  und  ß  und  verbindet  man 
init  der  vorstehenden  Gleichung  die  beiden  folgenden: 

\^^  -i--^  /^"(y  -  x)x*  _  a;«  |5  =  0 
Itt  6«  2&  \:f  /  ^^ 

so    erh&lt   man    das   allgemeine   Integral   der  gegebenen  Gleichung,   wenn 
man  Tj  mittels  der  Gleichung  bestinmit: 


Subtrahirt  man   nun    die    zweite  Gleichung,  des  allgemeinen  Integrals  von 
der  dritten,  so  folgt: 


j/-^"(y-.).*  +  ..g_§-)-0. 


Multiplicirt  man  diese  mit    r^ ,  addirt  sie  dann  zu  der  vorigen  und  dividirt 
durch  x^,  so  erhält  man  zur  Bestimmung  von  ij  die  Gleichung: 

Man  bemerkt  leicht,  dass  dieselbe  in  endlicher  Form  nicht  integrirbar 
ist,  ihr  allgemeines  Integral  drückt  sich  aber  nach  der  Laplace'schen 
Methode  mittels  bestimmter  Integrale  aus. 

Um  die  Werthe  von  i2,  8^  T  zu  bestätigen,  so  findet  man  durch 
Differentiation  der  Function  Ct>  nach  x  und  y,  wobei  a  und  ß  als  Gon- 
stauten  betrachtet  werden: 

w'  «=  ^^i£  +  e  2*  (2ay  —  3a?2)  _  2iny,    w,  —  e  2*    a;«. 
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Differentdirt  man  (o*  und  <o,  nach  a  und  ß  nnd  betrachtet  man  x  and  y 
als  constant,  so  folgt: 

A^aer^stanund  der  dHtten  dies.  Gleichn^  «»nn^go^J 

ehmimren,   indem   man   za   ihnen   die  mit *  mnltiplicirte  zweite  nnd 

dritte  Gleichung  des  allg«neinen  Integrals  addirt     Man  findet  so: 

Mit  Bücksicht  anf  die  Gleichung  aber 

ß  —  a 

o),  SB-  e  *^*    X* 
kann  man  die  vorstehenden  Gleichungen  noch  auf  folgende  Weise  schreiben: 

Bffl'  1      ,    a>,       8»'  1  0», 

"Bi"  "^  2x«  "*■  26'     1^    "°^  2 X»  ~  26 

"öi"  "^  ~   26'  ö7   ""   26* 

Diese  Werthe  müssen  in  die  allgemeinen  Formeln  (6),  in  denen  man 

y  s=s  ß  tmd  ^  SB  0  zu  setzen  hat,  substitnirt  werden.  Dividirt  man  dazn 

die  beiden  ersten  vorstehenden  Gleichungen  resp.  durch  die  beiden  ietrten, 
so  folgt: 


JL  -,  J_  _   1. 
hm,  x*m, 


ha  b     - 

ha 


Andererseits  hat  man: 

K+yö  _  ^    t     ±_  K^\G        . 6^ 

mithin: 

hm^  hw' 

ha  ^  _  K  +  YG  hß    _  _  KSQ 

hm^  H      '  hm^  H      ' 

ha  hß 

also  Ä  =a.  0  und  T  =  0. 
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Mnltiplieirt  und  addirt  man  die  voxigen  Gleichungen,  so  ergiebt  sieb: 

S^ '  d|»,  H»  H'      »»,  "^  ö«,  ""         ü' 

ft>lglich  giebt  die  zweite  der  Fonnebd  (6) 

^         rt  ö»,  8iD,  jST*  —  HL  rt  ^/  ?•#  ^ 

»^   8^         IT         ~  8«    3(J   H' 

Man  bat  aber: 

8«,  In,  a?        ^  6*        TT  «^  -«. 

8a    Ö?  ~   ""   46^'      ^  ~  «/'     ^  *  ' 

mithin: 

14S.  Wir  wollen  dieses  Beispiel  noch  benutzen,  um  den  Unterschied 
zwischen  unserer  Auflösungsmethode  und  deirjenigen,  welche  Ampere  be- 
folgt hat,  klarer  hervortreten  zu  lassen.  Wie  wir  schon  oben  bemerkt 
haben,  hat  Ampäre,  anstatt  die  Auflösung  gleichzeitig  auf  die  beiden  den 
Systemen  {J)  und  {B)  genügenden  Integrale  zu  gründen,  nur  von  einem 
derselben  (Gebrauch  gemacht,  nämlich: 

«V  +  xH,  —  2xz  —  ft  logier,  +  2  6  log  a?  —  a. 

Aus  dieser  Differentialgleichung  erster  Ordnung  musstid  er  zuerst  sein 
particul&res  Integral  mit  drei  willkürlichen  Constanten  a,  /,  ij  ableiten, 
ein  Integral,  welches  wir  bezeichnen  mit 

7=0, 

sodann  sein  allgemeines  Integral,  welches  man  erhUlt,  wenn  man  tj  als 
Function  von  a  und  y  betrachtet  und  mit  der  yorstehenden  Gleichung  die 
folgende  verbindet: 

8y 

Anstatt  aber  zu  diesem  Zwecke  die  Methode  von  Oharpit  und  Lagrange 
anzuwenden,  welche  das  allgemeine  Integral  genau  unter  der  gewünschten 
Form  giebt,  bedient  sich  Ampäre  seiner  eigenen  Methode  fdr  die  Integration 
der  partiellen  Differentialgleichungen  erstet  Ordnung,'  welche  im  Allgemeinen 
das  Integral  nicht  unter  der  Form  der  Gleichungen 

7=0,     ^^-0 
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giebt,    80  dass  es  einer  besonderen  Transformation   bedarf,    um    za   dieser 
Form  zu  gelangen. 

Wenn  man  aach  der  geistreichen  Idee,  auf  welche  diese  Transformation 
sich  gründet^),  volle  (Gerechtigkeit  widerfahren  Iftsst,  kann  man  doch  nicht 
nmhin  za  bemerken,  dass  die  Anwendung  eines  solchen  Verfahrens  auf  dem 
gegenwärtigen  Fall  die  Rechnung  sehr  mmöthig  complicirt.  In  der  That, 
bildet  man  das  Lagrange'sche  System  simultaner  Differentialgleichungen, 
welches  der  gegebenen  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung  ent- 
spricht, so  hat  man: 

dx dy  de  -'dz'  dz, 

z,  '        X 

und  wenn  man  den  ersten  Bruch  dem  letzten  gleichsetzt,  findet  man: 

f^  dx        dz,       .  , 

2  ^  —  T"»     also     jp,  «=  yx*. 

X  z, 

Mit  Hülfe  dieser  Gleichung  findet  man  aus  der  gegebenen: 

Integrirt  man  schliesslich 

dz  =  js'dx  +  ^r^y, 

nachdem  man  die  vorigen  Werthe  von  jg'  und  £,  substituirt  hat,  so  erhftlt 
man  genau  das  particulftre  Integral 

0  =  yxhf  —  yx^  —  —3^^^  +  ««ij  «=  w, 

zu  dessen  Bestimmung  die  Ampäre'sdiie  Methode  weit  complidrtere  Bech- 
nungen  erfordert.*) 

Sodann  wendet  Ampere  die  Methode  der  Variation  der  willkürlichen 
Gonstanten  auf  das  vorstehende  parüculäre  Integral  an.  Man  gelangt  zu 
denselben  Besultaten  wie  er,  wenn  man  das  oben  ent?rickelte  Verfahren 
einschlftgt.  Betrachtet  man  tj  als  Function  von  a  und  y  und  verbindet 
man  mit  der  vorstehenden  Gleichung  die  beiden  folgenden 

*)  S.  20  n.  ff.  der  Ampere 'sehen  Abhandlung. 
*)  S.  145—148  seiner  Abhandlung. 
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so  hat  man  das  allgemeine  Integral  der  gegebenen  Gleichung,  wenn  man 
die  Function  tj  dnfch  die  Gleichung  (4)  bestimmt.  Differentiirt  man  aber 
€ü  nach  X  und  y  und  betrachtet  man  a  und  y  als  Constanten,  so  findet  man: 

CO'  «  2yxy  —  Syx^  +  -^~^  +  2xfj,     (o,  =  yxK 

Difierentürt  man  jetzt  co'  und  (o,  nach  a  und  y  und  betrachtet  dabei  x 
und  y  als  Gonstanten,  so  folgt: 

^  -  «•  ^'  - ". 

Die  beiden  letzten  Gleichungen  nehmen  infolge  der  zweiten  und  dritten 
Gleichung  des  allgemeinen  Integrals  die  Form  an: 

Öy    ~  ^    "*"  yaj"       Öa    ~  x^' 

Wendet  man  sodann  die  allgemeinen  Formeln  (5)  oder  (6)  an,  so  findet 
man  sehr  einfach: 

Ä  =  0,     Ä  =  ^,     T  =  ^y, 

somit  erhält  die  Gleichung  zur  Bestimmung  der  Function  rj  die  Form: 

26  8»j»    _  bVa^  _  ^ 
y    Saby  9y»     ~      ' 

wie  es  nach  der  Theorie  vorauszusehen  war.     Man  findet  sodann: 

Öa8y  öaÖy'       8y«  3y««  ^        V' 

und  ausserdem  giebt  die  zweite  Gleichung  des  allgemeinen  Integrals: 

1     ^  dji 
3a;»  9«' 

Mithin  hat  man  schliesslich  zur  Bestimmung  von  i]  die  Gleichung: 

?!5  _  .^1  _?*5_   4.  i-  ^  =  0 
«  öy*  y    8«8y  y*    9o  ' 

genau  in  der  Form,  welche  ihr  Ampere  gegeben  hat. 
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Dien  Gleiekiing  man  man  sodaim  zwei  Tranafonudioiiea 
nm  sie  auf  die  einfaehste  Fonn,  die  wir  oben  nnaiitteibar  erhalten  haben, 
za  bringen.     Für  die  ente  TraDsfonnatioii  fUunn  wir,  indem  wir 

logy  —  € 

setzen,  e  an  Stelle  von  y  als  unabhängige  Yer&nderliche  ein  und  erhalten 
dadurch  die  Oleichnng  mit  constanten  Goeffidenten: 

Für  die  zweite  Transformation  fiihren  wir,  indem  wir 

ß  =  a  +  2h€ 

setzen,  ß  als  unabhfingige  Ver&nderliohe  Ar  e  ein   and   bxingwi   dji<m]i 
die  Gleichung  auf  die  verlangte  Fonn: 

Diese  letzteren  Transformationen  lassen  sich  im  betrachteten  Beispiele 
ziemlich  einfach  ausfahren,  da  die  zu  transformirende  Gleichnng  bereits 
eine  lineare  Fonn  hatte  und  zwar  nicht  nur  in  Bezug  auf  die  zweiten, 
sondern  auch  in  Bezug  auf  die  ersten  Ableitongen  der  Function  tj. 

Die  Schwierigkeit  dieser  Transformationen  ist  aber  grösser,  wenn  die 
zu  transformirende  Gleichung  nur  in  den  zweiten  Ableitungen  von  fj  linear 
ist.  Man  überzeugt  sich  daron  leicht  durch  Behandlung  der  folgenden 
Beispiele: 

z''  +2xr^  +  {ßf  —  x^M„  ^0,-0 

bei  welchen  man  aber  nach  unserer  Methode  auf  die  allereinfachste  Weise 
zu  den  schliesslichen  Besultaten  Ampäre's  gelangt 

§32. 

144.  Wir  haben  oben  für  die  Anwendung  der  Methode  der  Variation 
der  willkürlichen  Constanten  auf  die  Integration  der  Gleichung  (1)  yoraus- 
gesetzt,  dass  es  primitiYe  particulftre  Integrale  dieser  Gleichung  mit  dret^ 
willkürlichen  Constanten  gäbe.  Man  begegnet  aber  F&llen,  in  denen  man 
nur  ein  particul&res  Integral  mit  zwei  willkürlichen  Constanten  zu  haben 
braucht.     Ein  solcher  Fall  bietet  sich  dar  in  den  in  Bezog  auf  die  Ab- 
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leitnngen  zweiter  Ordnung  linearen  Oleichnngen,  welche  nur  ff*  und  sf,  oder 
nur  sf,  und  z„  enthalten.  Man  muss  beachten,  dass  diese  Form  der  Glei- 
chungen in  der  Amp^re'schen  Theorie  eine  besondere  Wichtigkeit  besitzt, 
da  man,  wie  oben  bemerkt  wurde,  auf  diese  Form  stets  die  yoUstftndigen 
in  Bezug  auf  sf\  e*,,  z„  linearen  Gleichungen  zuräckf&hren  kann.  In  unsrer 
Auseinandersetzung  dieser  Integrationsmethode  kann  man  die  betreffende 
Form  als  einen  besonderen  Fall  betrachten;  demnach  wollen  wir  uns  auf 
die  Vorführung  eines  der  von  Ampere  behandelten  Beispiele  beschränken, 
um  eine  Idee  von  der  von  diesem  Geometer  benutzten  Integrationsmethode 
zu  geben.     Wir  nehmen  die  Gleichung: 

^<  +  ^  ^fi  +  ^^,  =  ö. 

Nach  einer  Untersuchung  ihrer  Form  schliesst  man  (Kap.  I,  §  6),  dass  das 
Argument  einer  der  beiden  willkürlichen  Functionen  des  allgemeinen  In- 
tegrals gleich  X  ist.  Setzt  man  a  &=  a;,  so  muss  das  andere  Argument  ß 
als  eine  gewisse  Function  von  x  und  y  betrachtet  werden.     Ist 

so  kann  man  zufolge  dieser  Gleichung  x  und  ß  an  Stelle  von  x  und  y 
als  unabhängige  Veränderliche  einfeOiren. 

Differentiirt  man    unter   dieser  Voraussetzung   die  fielation  zwischen 

ß,  X,  y  partiell  nach  x  und  betrachtet  man  ß  als  Gonstante,  so  folgt: 

V     .     V  iJL  =  0   oder  M  +  M  ilL  =  0 


Mao  hat  femer: 


Substitnirt  man  die  ans  diesen  letzteren  Oleichnngen  sich  ergebenden  Werthe 
von  if,  und  z„  in  die  gegebene  Gleichung,  so  folgt: 


Ixiß  '  ^    "  8«(^     Ixiß  "  «•^' 


Diese  letsstere  Gleichung  muss   (Kap.  m,  §  12)  in  die  beiden  folgenden 
zerfallen: 

*  8^  +  ^'^'  —  "'     85^         IT  ' 

Mftnsion,  ?art.  Difrerentiftlgleichimgeii.  80 
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zu  denen  man  noch  eine  dritte  hinzufügen  kann: 

Da  die  drei  yoretehenden  Gleichungen  keine  Ableitung  von  e'  enthalten, 
so  kann  man  mit  ihnen  keine  andere  integrable  Oombination  bildeu,  als 
indem  man  e*  eliminirt.  Dazu  eliminiren  wir  £^  aus  der  ersten  und  drittem, 
was  giebt: 

oder  infolge  der  zweiten  von  eben  jenen  drei  Oleiohungen 
Durch  Integration  dieser  Gleichung  findet  man: 

BZ,    Z    BSS   ß. 

Betrachtet  man  hier  ß  als  eine  constante  Grösse  und  nimmt  man  wieder 
«  und  y  als  unabhSngige  Ver&nderliohe,  so  stellt  die  yorstehende  Gleichung 
ein  particulftree  Integral  erster  Ordnung  der  gegebenen  Gleichung  dar.  In 
der  That,  differentiirt  man  sie  nach  x  und  y,  so  folgt: 

^^ifj  +  isr'^,  —  1  —  0,     ZJS„  +  Bf  =  0. 

Addirt  man  die  erste  yon  diesen  zu  der  mit  -^  multiplicirten  zweiten 
Gleichung,  so  erhält  man  wieder  die  gegebene  Gleichung. 

Aus  dem  particulttren  Integrale  erster  Ordnung  erhält  man,  indem  man 
sie  wie  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  integrirt  (da  in  ihr  keine 
Ableitung  nach  x  vorkommt),  das  primitive  particuläre  Integral 

oj  ^  ^  —  {x  +  ß)f,  +  fi  ^  0, 

wo  fj  eine  vollkommen  willkürliche  Function  von  x  bezeichnet.  Betrachtet 
man  aber  tj  als  eine  Function  von  x  und  ß,  so  wird  die  letztere  Gleichung 
noch  inuner  ein  Integral  deijenigen  Gleichung  sein,  aus  der  sie  abgeleitet 
ist,  wenn  man  mit  ihr  die  Bedingung  verbindet: 


•^  =  —  V  +  ?^  =  0. 
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Es  bleibt  noch  die  Bedingung  zu  finden,  welche  erfüllt  sein  muss,  damit 
die  Gleichung  eg^  —  x  ^s^  ß  noch  immer  ein  Integral  der  gegebenen  ist. 
Differentiirt  man  dazu  dieselbe  nach  x  und  y,  so  folgt: 


ee\  +  ^ir,  —  1  =  M     gg^^  4-  zj  =  ^. 

ers 
zweiten,  so  kommt: 


Addirt  man  die  erste  von  diesen  Gleichungen  zu  der  mit  -^  multiplioirten 


Mithin  ist  die  gesachte  Bedingung  ausgedrückt  durch  die  Gleichung: 


Nun  hatten  wir  aber: 


^  +  ±  .?^  =  0. 

^x    ^  zj     hy 

^  4-  M  J?L  _  0 
Öx  ^  hy    ^x(ß 


somit  nimmt  die  Bedingungsgleichung  die  Form  an: 

-^  -  -1  -  0. 

Snbstitnirt  man  in  diese  Gleichung  die  Werthe: 

«  =  *^      also     JL.  ==  J!l 
und: 


so  hat  man  zur  Bestinmiung  der  Function  7\  die  Gleichung: 
die  nach  der  Laplace' sehen  Methode  integrabel  ist. 


§23. 

145.  Die  Methode  der  Variation  der  willkürlichen  Constanten  in  der 
Form,  die  wir  ihr  im  Vorhergehenden  gegeben  haben,  bildet  das  allgemeinste 
aller  Verfahren,  die  man  bisher  för  die  Integration  der  Gleichung  (1) 

/fc"  +  2Kz\  +  Lz,,  +  Jtf  +  :tf{^'z,,  —  ^»)  —  0     .     .     (1) 

30* 
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Yorgeschlagen  hat,  dann  sie  nmfiust  alle  die  Fttlle,  welohe  sich  durch  die 
Anzahl  der  möglichen  Integrale  der  Gleichungen  (Ä)  and  (B)  von  emander 
unterscheiden. 

In  der  That,  in  diesem  Kapitel  haben  wir  ihre  Anwendung  auf  die 
F&lle  betrachtet,  wo  wir  nicht  einmal  ein  einziges  Integral  der  Gleichungen 
(A)  und  (B)  kannten,  und  auf  diejenigen,  wo  jedes  dieser  beiden  Systeme 
nicht  mehr  als  ein  Integral  zulässt.  Wir  haben  weiter  oben  (Kap.  m,  §  13) 
die  Anwendung  dieser  Methode  auf  den  andern  extremen  Fall  angegeben, 
wo  die  beiden  Systeme  {A)  und  {B)  bis  drei  Integrale  zulassen  und  in  eins 
yerschmelzen  infolge  der  Bedingung  6  =ss  0.  Da  wir  aber  diese  Methode 
auf  die  vorgftngige  Bestimmung  eines  beliebigen  primitiven  particulftrsn 
Integrals  der  Gleichung  (1)  mit  drei  willkürlichen  Oonstanten  gegründet 
haben,  so  ist  von  selbst  klar,  dass  wir,  wenn  jedes  der  Systeme  (Ä)  und  (B) 
oder  auch  nur  eins  von  ihnen  zwei  Integrale  zulässt,  sogar  mehrere  Mittel 
haben,  um  zu  dem  gesuchten  particul&ren  Integral  der  Gleichung  (1)  zu 
gelangen.  Die  vortheilhaftesten  von  diesen  Wegen  sind  offenbar  diejenigen, 
wo  in  die  Gleichung  (4)  a  und  ß  als  unabhflngige  Vei^derliche  einge- 
führt sind. 

um  dieses  Verfahren  zu  erläutern,  nehmen  wir  als  Beispiel  die  Gleichung: 

xr^'  +  (ir-  +  x)sf',  +  ys„  +  yiz^z,,  -  <«)  +  ^,  =  0, 

die  wir  schon  früher  (Kap.  m,  §  17)  nach  der  Ampere 'sehen  Methode, 
die  sich  wie  die  Monge 'sehe  auf  die  vorausgehende  Bestinmiung  eines  all- 
gemeinen Integrals  erster  Ordnung  gründet,  behandelt  haben.   Man  hat  hier: 

B  ^  M  =  z,,     L  =  N  =  y,     K  =}rG 

mithin  nehmen  die  Systeme  (A)  und  (B)  die  Form  an 

_  _  r  —  ^,^  =  U,  _  _  ^  _  ^^  ^^  _  u. 

Das  erste  von  diesen  Systemen  liefert  das  Integral: 

£?*  +  «=«  const ,     .     .     (a), 

aus  dem  zweiten  erhält  man  die  beiden  Integrale: 

yz^  SS  const (&). 

s,{s^  +  aj)  =  const (c\ 


fG  ^ 

2 

X 

1 

an: 

+  9 

8r, 
iaHß 

= 

0, 
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Die  GrleicbungeB  (a)  und  (o),   in  denen  man  die  willkürlichen   Gonstanten 
resp.  durch  a  und  ß  ersetzen  kann,  geben: 

e*  r=s  a  —  X,      xf,  =  ~ 
(t 

^  =  CM?  —  ^  +  -£-y  +  jy  —  a>. 

Betrachtet  man  tj  als  eine  Fimction  von  a  und  ß  und  verbindet  man  mit 
der  vorstehenden  die  beiden  folgenden  Gleichungen 

so  erhält  man  das  allgemeine  Integral  der  gegebenen  Gleichung,  wenn  man 
Tj  durch  die  Gleichung 


"s5  +  ^- 

0 

bestimmt.     Nun  hat 

man  aber: 

0)'  =  a  —  X, 

w,  =  f-,  a>" 1, 

w;  — 0, 

fc)„  ^^ 

0. 

8.»'        .     8.W' 
8«   "^  ^'     8/J  "" 

.  rt     8.41,                 ^      ».«>,_ 

1 

8<.« 
8«»/j"°" 

-5+ 

8'., 
8«8(»- 

Hiemach  geben  die 

allgemeinen  Formeln  (6): 
Ä  =  i          CT  = 

y 

Denmach  hat  man  zur  Bestimmung  von  tj  die  Gleichung: 

aus  welcher  folgt: 

8^    =  «. 

Mithin  drückt  sich  das  allgemeine  Integral  der  gegebenen  Gleichung  durch 
die  drei  Gleichungen  aus: 

Ebenso  kann  man,  wenn  man  das  Integral  (a)  des  Systems  {A)  und 
das  Integral  (h)  des  Systems  {B)  benutzt,  das  allgemeine  Integral  der  ge- 
gebenen Gleichung  durch  die  drei  Gleichungen  darstellen: 

X  =  q/(a)  +  ^^,  logy  =  v''05)  -  log  (log  --  ). 
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Nachdem  wir  die  Anwendung  der  Methode  der  Variation  der  willkür- 
lichen Constanten  auf  alle  Fülle  gezeigt  haben,  indem  wir  uns  stets  auf 
dieselben  allgemeinen  Formeln  stützten,  dürften  wir  wohl  hinreichenden 
Omnd  haben,  dieselbe  eine  allgemeine  und  grösstenüieils  neue  Methode  für 
die  Integration  partieller  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  und 
wenigstens  derjenigen  Gleichungen  zu  nennen,  welche  Ton  der  aUgemeinen 
Form,  auf  die  wir  unsere  Untersuchungen  beschränkt  haben,  sich  nicht 
ffldtfemen.^) 

^)  G.  Teixeira  hat  in  einer  „Note  sur  Tint^gration  des  ^nations  aus 
dMy^  partielles  dn  seoond  ordre  (Ballet,  de  la  Soc.  math.  de  France,  1889, 
1. 17,  S.  125 — 181,  und  Jörn,  de  Sciencias  mathematicas  et  astronomicas,  1889, 
t.  9,  8. 16B— 172)  mehrere  der  in  diesem  Kapitel  anseinandergesetrten  Resultate 
in  directer  nnd  einfadier  Weise  erhalten.  (P.  M.) 
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über  die  partiellen  Differentialgleichungen 
zweiter  Ordnung.') 


Von 


0.  Darboux. 


^  Überaetzung  eines  AuÜBatKes  in  den  Annales  scienUfiqaes  de  l'Ecole  nor- 
male sup^rienre,  Bd.  7,  1870,  S.  163^178. 
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I. 

Bei  dem  gegenwärtigen  Stande  der  Wissenschaft  weiss  man  noch  sehr 
wenig  von  den  partiellen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnnng.  Ab- 
gesehen von  einer  sehr  scharfsinnigen  Bemerkung  von  Bour  (Journal  de 
TEcole  polytechnique,  39.  cahier  p.  186 — 189)  ist  der  wichtigen  Theorie, 
wie  sie  in  so  lichtvoller  Weise  von  Ampere  im  17.  und  18.  Hefte  des 
Journal  de  l'Ecole  polytechnique  auseinandergesetzt  wurde,  nichts  Wesent- 
liches hinzugefugt  worden.  In  der  vorliegenden  Note  beabsichtige  ich,  nur 
die  Principien  einer  neuen  Methode  auseinanderzusetzen,  welche,  ohne  eine 
vollständige  Lösung  des  Problems  zu  geben,  mir  einen  Fortschritt  in  der 
Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen  zu  bilden  scheint.  Diese  Methode 
erstreckt  sich  auf  Gleichungen  aller  Ordnungen  mit  beliebig  vielen 
Variablen  und  selbst  auf  die  simultanen  Gleichungen,  um  mich 
jedoch  in  diesem  kleinen  Expose  möglichst  kurz  fassen  zu  können,  werde 
ich  nur  von  den  partiellen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  mit 
zwei  unabhängigen  Veränderlichen  si)rechen.^) 

Es  sei 

f(p,  y,  ^1  Py  ^,  r,  s,  t)  =  0 (1) 

die  gegebene  Gleichung  und 

Xdx  +  Ydy  +  Zdz  +  Pap  +  Qdq  +  Rdr  -f  Sds  +Tdt  =  (^      (2) 

ihr  totales  Differential.  Wir  bedienen  uns,  um  die  Aufgabe  zu  lösen,  der 
von  Ampere  und  Cauchy  mit  so  grossem  Erfolge  angewendeten  Methode 
der  Vertauschung  •  der  Variablen.  Zu  diesem  Zwecke  ersetzen  wir  x  und  y 
durch  die  unabhängigen  Veränderlichen  x,  y^,  wo  y^  eine  Function  von  x,  y 
ist,  die  man  nach  Belieben  in  passender  Weise  bestimmen  kann. 


^)  Herr  E.  Picard  sagt  in  seiner  Revue  annuelle  d' Analyse  (yeröffentlicht 
in  der  Nummer  vom  30.  November  18S0  der  Revue  generale  des  Sciences  pures 
et  appliqu6es  und  reproducirt  in  den  Rendi  conti  del  Circolo  matematico  di 
Palermo,  1891,  Bd.  5,  S.  80—90)  hierüber  (S.  85):  „Für  die  zweite  Ordnung  ist 
die  Reduction  der  Integpration  der  Gleichung  auf  die  Integration  eines  Systems 
von  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  noch  nicht  bewerkstelligt  und  wird  es 
ohne  Zweifel  nicht  so  bald  werden.  In  dieser  Beziehung  ist  eine  interessante 
HinznfÜgung  zu  den  berühmten  Abhandlungen  von  Monge  und  Ampere  im 
Jahre  1870  von  Darboux  gemacht  worden.**  [P.  M.| 
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Wir  haben  zunftchst  die  folgenden  bekannten  Relationen: 


£-i>  +  ^^  ^ 


r  +  s 


8y     «3 


8   +  t 


hx*  8x  '  hx^     hx  '       8.r 

Femer  nehmen  die  Integrabilitfttsbedingongen  die  Form  an: 

äy^  '^  8«  Sy,  Byö  ^-i? 

dr  ?1  ^  Bf    »y 

»yo  "^  8ap  »y^  Öy^  ix 

»f  ^^   W    »y    ^  5y 

öy^  *"  8a:  8y,  Öy^  8« 


(3), 

(4L 


(5;. 


Mit  diesen  Gleichungen  mnss  man  die  folgende  zusammennehmen,  welche 
man  erhftlt,   indem  man  die  Ableitung  der  Gleichung  (1)  nach  y^  nimmt: 

Bedienen  wir  uns  jetzt  der  Gleichungen  (3),  (4),  (5),  um  aus  der  vor- 
stehenden Gleichung  alle  Ableitungen  nach  ^0  mit  Ausnahme  von  ^-  und  ^ 
zu  eliminiren,  so  erhalten  wir  die  neue  Gleichung: 


•  (')■ 


(r  +  ^  +  P.  +  «,  +  «|  +  s|-««g),| 

Nun  kann  man  annehmen,  aus  Gründen,  die  wir  hier  nicht  anzuführen 
brauchen,  dass  y^  derart  gew&hlt  sei,  dass  die  Gleichung 


S'l+T-O 


befriedigt  ist. 

Die  Gleichung  (a)  redueirt  sich  alsdann  und  wird: 


(6) 


T+Z,  +  I,  +  Qt  +  Bl  +  sl-R'J^Z 


0, 


die  man  auch  mit  Rttcksicht  auf  die  Gleichong  (6)  schreiben  kann: 

It 
T+Zq  +  PS  +  Qt  +  R^^+T^==0   .     . 

8x 


(7). 
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^ir  haben  daher  schliesslich  die  sieben  Unbekannten  y,  z,  p,  q^  r,  8,  t  als 
Punctionen  von  x  nnd  Ton  y^  derart  zn  bestimmen,  dass  sie  den  Glei- 
chungen (1),  (3),  (4),  (6),  (7)  (Genüge  leisten.  Man  kann  auch  die  ge- 
gebene Gleichung  ersetzen  durch  ihre  Ableitung  nach  x,  die  mit  Berück- 
sichtigung  der  Gleichung  (7)  die    folgende   sehr    einfache  Form   annimmt: 

Z  +  Zp  +  iV  +  e»-fÄ£+sg  =  0     .     .     .     (8). 

Von  den  Gleichungen  (3),  (4),  (6),  (7),  (8)*  enthalten  nun  sechs  die 
Variable  y^  nicht;  da  es  aber  sieben  Unbekannte  giebt,  so  hat  hier  die 
Vertauschung  der  Variablen  nicht  mehr  denselben  Nutzen  wie  im  Falle  der 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung;  sie  kann  nicht  die  vollstilndige 
Lösung  des  Problems  geben. 


IL 

Die  Yorhergehende  Methode  ist  einer  grossen  Vereinfachung  fUhig  in 
dem  sehr  wichtigen  Falle,  wo  die  gegebene  Gleichung  von  der  Form  ist: 

Hr  +  2Ks  +  Lt  +  M  +  N{rt  —  s^  ^  0    ,     .     .     (9), 

in  welcher  H,  K,  L,  M,  N  beliebige  Functionen  von  «,  y,  e,  p,  q  sind. 
Man  kann  sich  hier  der  Gleichungen  bedienen: 

Wenn  man  aus  diesen  beiden  Gleichungen  r  und  s  als  Functionen 
von  t  ausdrückt  und  ihre  Werthe  in  die  gegebene  Gleichung  (9)  substituirt, 
so  ergiebt  sich  infolge  der  besonderen  Form  dieser  Gleichung, 
dass  der  Coefficient  von  t  Null  wird;  t  verschwindet  aus  dem  Resultat. 
Man  wird  demnach  zu  dem  folgenden  System  geführt: 

^y  =  m 


dz  sBs  pdx  +  qdy 


(10), 


welches  nicht  mehr  die  Ableitungen  zweiter  Ordnung  r,  s,  t,  sondern  nur 
^1  Vi  Pi  Q  und  i^i^e  Ableitungen  nach  x  enthält.   Es  sind  dies  die  Gleichungen 
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von  Monge,  za  denen  man  zur  voUstilndigen  Beetimmnng  von  y,  j?,  p^  q 
noch  die  folgenden  binzofligen  mcus: 

öj;  »y^  8«  byo  By^'     »y«  Öy«         *     '     '      V      ;• 

Man  siebt,  dass  in  dem  Falle,  den  wir  soeben  untersucbt  baben  und 
der  beinahe  der  einzige  ist,  welcher  von  den  (}eometem  betrachtet  wurde, 
die  besondere  Form  der  Gleichung  gestattet,  aus  dem  System  der  oben 
betrachteten  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  die  drei  Ableitungen  r^ 
s^  t  TM  eliminiren.  Wir  wollen  jedoch  hinzofdgen,  dass  eine  derartige 
Vereinfachung  nur  selten  einen  Vortheil  bildet,  und  dass  analoge  Verein- 
fachungen  bei  allen  Ordnungen  auftreten,  wenn  die  partiellen  DijSerential- 
gleichungen  eine  passend  gewählte  Form  haben. 

m. 

In  den  beiden  vorhergehenden  Paragraphen  haben  wir  gesehen,  dass 
sich  das  Problem  der  Gleichungen  von  höherer  Ordnung  von  dem  auf  die 
Gleichungen  erster  Ordnung  bezüglichen  Problem  sehr  scharf  unterscheidet. 
Bei  der  ersten  Ordnung  wird  nftmlich  durch  die  Methode  der  Vertauschung 
der  Variablen  die  Aufgabe  auf  die  Integration  eines  vollständigen  Systems 
von  gewöhnlichen  Differentialgleichongen  zurückgeführt.  Bei  der  zweiten 
lind  allen  höheren  Ordnungen  hat  man  dagegen  weniger  Gleichungen,  als 
Unbekannte  zu  bestimmen  sind.  Die  folgenden  Bemerkungen  dürften  eben- 
falls einen  tiefen  Unterschied  zwischen  den  beiden  Problemen  andeuten. 

Da  man  in  dem  Falle,  wo  man  sich  auf  die  Unbekannten  y,  z^  p,  q,  r,  s^  t 
beschränkt,  eine  Gleichung  weniger  hat,  als  zur  gesuchten  Liösung  des 
Problems  erforderlich  wären^  so  muss  man  sich  natürlich  fragen,  ob  man 
nicht  dadurch,  dass  man  zu  den  vorhergehenden  Unbekannten  die  vier 
partiellen  Ableitungen  dritter  Ordnung,  die  wir  a,  ß,  y,  ö  nennen  wollen« 
adjungirt,  zu  einer  Anzahl  von  Gleichungen  gelangt,  die  hinreichend  ist, 
um  nicht  nur  die  ursprünglichen  Unbekannten,  sondern  auch  a,  ß,  y^  ö 
als  Functionen  von  x  zu  bestimmen.  Es  zeigt  sich  da  eine  wichtige  That- 
Sache,  die,  wie  ich  glaube,  noch  nicht  bemerkt  worden  ist.  Die  Zahl  der 
Gleichungen,  welche  y^  nicht  enthalten,  ist  ebenfalls  um  eins 
kleiner  als  die  Anzahl  der  unbekannten  Functionen.  Diese  Glei- 
chungen genügen  demnach  nicht  zur  Bestimmung  der  Unbekannten  als 
Functionen  der  einzigen  Variablen  x:  aber  der  Unterschied  zwischen  der 
Anzahl  der  Gleichungen  und  der  Anzahl  der  Unbekannten  bleibt  derselbe 
wie  vorher,  er  ist  gleich  1.  Dasselbe  ist  der  Fall,  wenn  man,  anstatt  bei 
der  dritten  Ordnung  stehen  zu  bleiben,  die  Rechnungen  bis  zu  einer  be- 
liebigen Ordnung  fortsetzt:  Man  hat  immer  eine  Gleichung  weniger 
als  Unbekannten. 
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Die  Yorstehenden  Resultate  begründen,  wie  man*sieht,  einen  wesent- 
lichen Unterschied  zwischen  den  partiellen  Differentialgleichungen  erster 
Ordnung  und  denjenigen  höherer  Ordnung.  Bei  den  Gleichungen  erster 
Ordnung  ist  die  Anzahl  der  Gleichungen,  welche  nur  die  Ableitungen  nach 
X  enthalten,  stets  gleich  der  Anzahl  der  unbekannten  Functionen.  Für  die 
Gleichungen  höherer  Ordnung  ist  dem  nicht  mehr  so.  Bei  der  im  §  11 
betrachteten  Gleichung  von  Monge  z.  B.  hat  man  nur  drei  Relationen  zur 
Bestimmung  von  e^  p,  g,  y,  betrachtet  als  Functionen  von  x.  Man  kennt 
übrigens  den  ganzen  Nutzen,  den  man  aus  diesen  Differentialrelationen 
zieht:  allemal,  wenn  sie  zwei  integrable  Oombinationen  darbieten^  kann  man 
die  Differentialgleichung  auflösen  oder  sie  wenigstens  auf  eine  Gleichung 
erster  Ordnung  zurückführen. 

Die  von  uns  gemachten  Bemerkungen  geben  ebenso  für  die  Gleichungen 
der  zweiten  Ordnung  die  folgende  Methode  an  die  Hand: 

Man  suche,  ausser  der  gegebenen  Gleichung,  zwei  integrable  Oom- 
binationen der  Gleichungen  in  y,  a,  p,  q,  r,  «,  t  zu  finden.    Wenn  in  den 

beiden  Systemen,  welche  man   erhalt,   wenn  man   nacheinander  für  r^  die 

beiden  Wurzeln  der  diese  Ableitung  bestimmenden  Gleichung  zweiten  Grades 
nimmt,  solche  Oombinationen  existiren,  so  kann  das  Problem  als  vollständig 
gelöst  betrachtet  werden;  hat  man  keine  integrable  Oombination,  so  muss  man 
die  Gleichungen  zu  Hülfe  nehmen,  welche  die  Ableitungen  dritter  Ordnung 
enthalten.  Selbst  dann,  wenn  die  ersten  Gleichungen  keine  inte- 
grirbaren  Oombinationen  liefern,  kann  doch  das  zweite  mit  den 
Ableitungen  bis  zur  dritten  Ordnung  gebildete  System  solche 
liefern.  Wenn  dieses  System  keiner  partiellen  Integration  fähig 
ist,  so  geht  man  zu  den  Ableitungen  vierter  Ordnung,  wobei 
man  integrable  Oombinationen  erhalten  kann,  u.  s.  w. 

IV. 

Die  am  Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen  ausgesprochene  Bemerkung 
scheint  mir  zu  einer  allgemeineren  Methode  als  die,  welche  man  gewöhnlich 
anwendet,  zu  führen.  Man  kann  übrigens  diese  Methode  unter  einem 
andern  Gesichtspunkte  darlegen,  welcher  gestattet,  die  aufeinander  folgenden 
Systeme,  die  man  theilweise  benutzt,  in  leichterer  Weise  zu  erhalten. 

Wir  nehmen  an,  dass  irgend  eins  unserer  Systeme  zu  zwei  integrablen 
Oombinationen  führe: 

^{^^  y,  ^,  P^  q, )  =  const,  F^{x,  y,  z,  jp,  g,  .  .  .)  =  ^onst. 

Die    beiden    Oonstanten,    welche    in    diesen    Gleichungen    vorkommen, 
müssen   als  unbekannte  Functionen    von  y^    betrachtet   werden. 
Eliminirt  man  y^,  so  kommt  man  zu  einer  Gleichung  von  der  Form 
F  =  Willkür.  Function  von  F^, 
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Diese  letztere  Gleicfiung  kann  offenbar  als  eine  neue  mit  der  gegebenen 
vertrftgliche  Differentialgleichang  betrachtet  werden,  die  gemeinschaftlich 
mit  dieser  ein  Integral  mit  einer  willkürlichen  Function  besitzt. 
Wir  werden  somit  zu  der  Lösung  der  folgenden  Aufgabe  geführt,  die 
dieser  zweiten  Art  der  Auseinandersetzung  entspricht. 

Eine  Differentialgleichung  n^^  Ordnung 

zu  finden,  welche  mit  der  gegebenen  eine  Lösung  gemeinschaft- 
lich hat,  die  wenigstens  eine  willkürliche  Function  enthftlt. 

Dazu  braucht  man  nur  zu  bemerken,  dass  die  gegebene  Gleichung, 
(n — l)mal  differentiirt,  n  Gleichungen  giebt,  welche  die  Ableitungen  von 
der  Ordnung  n  +  1,  deren  Anzahl  n  +  2  ist,  enthalten.  Die  Gleichung 
F  ssss  a,  der  Reihe  nach  nach  x  und  y  differentiirt,  giebt  zwei  Gleichungen, 
welche  eben^Edls  die  Ableitungen  von  der  Ordnung  n  -{-  1  enthalten.  Man 
hat  also  im  Ganzen  n  -|-  2  Gleichungen,  welche  die  Ableitungen  n  -^  1^' 
Ordnung  linear  enthalten  und  welche  diese  n  -{-  2  Ableitungen  als  Func- 
tionen der  Ableitungen  niedrigerer  Ordnung  bestimmen,  falls  die  beiden 
Differentialgleichungen,  deren  gemeinschaftliche  Lösung  man  sucht,  will- 
kürlich angenommen  werden.  Aber  hier  darf  dies  nicht  der  Fall  sein^ 
sonst  würden  die  Ableitungen  von  höherer  Ordnung  als  der  n  +  1^^ 
ebenso  wie  die  Ableitungen  n  -f-  1*®^  Ordnung  sämmtlich  bestimmt  sein 
als  Functionen  der  Ableitungen  niedrigerer  Ordnung,  da  man,  nachdem 
einmal  sämmtliche  Ableitungen  n  -|.  l^er  Ordnung  als  Functionen  der  Ab- 
leitungen niedrigerer  Ordnung  erhalten  sind,  nur  sämmtliche  Gleichungen, 
welche  je  eine  dieser  Ableitungen  ergeben,  abzuleiten  brauchte,  um  die 
Ableitungen  höherer  Ordnung  zu  erhalten,  und  die  gemeinschaftliche  Lösung, 
wenn  eine  solche  existirt,  nur  höchstens  eine  begrenzte  Anzahl  willkür- 
licher Gonstanten  enthalten  könnte.  Diese  n  -{-  2  Gleichungen,  welche 
die  n  -f-  2  Ableitungen  (n  -|-  1)**^  Ordnung  linear  enthalten,  müssen  daher 
ein  unbestinuntes  System  bilden,  was  zwei  Bedingungsgleichungen  ergiebt. 

Da  zwei  der  Gleichungen  die  Ableitungen  von  F,       »  «    ?  "«"»    s^   »    »    »  •  •  • 

enthalten,  so  müssen  die  Bedingungsgleichungen  als  zwei  partielle  Diffe- 
rentialgleichungen erster  Ordnung  betrachtet  werden,  denen  die  Function  V 
genügen  muss.  Diese  Gleichungen  sind  homogen  und  vom  zweiten  Grade 
in  Bezug  auf  die  Ableitungen. 

Das  Vorhergehende  erklärt  und  verallgemeinert  die  Bemerkung,  mittels 
deren  Bour  bewiesen  hat,  dass  man  stets  erkennen  kann,  ob  die  Anwendung 
der  Methoden  von  Monge  und  Ampäre  zum  Ziele  fähren  kann.  Bour 
hatte  nur  den  ersten  Fall,  nämlich  den,  wo  angenommen  wird,  dass  die 
Gleichung  zweiter  Ordnung  ein  Zwischenintegral  besitzt,  untersucht. 


Digitized  by 


Google 


G.  Darboux.    Part.  Differentialgleichungen  IL  0.  479 

V. 

Die  beiden  soeben  dargelegten  Methoden  finden  sich  übrigens  auch  in 
der  Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  wieder. 
Die  erste  auf  der  Yertauschung  der  Variablen  beruhende  Methode  rührt 
bekanntlich  von  Cauchy  her,  der  sie  im  Jahre  1819  angegeben  hat. 
Die  zweite  wurde  von  Jacobi  in  die  Wissenschaft  eingeführt  und  ent- 
wickelt. Indem  ich  versuchte,  zwischen  diesen  beiden  Methoden  eine  Ver- 
bindung herzustellen,  wurde  ich  zu  der  Untersuchung  geftihrt,  deren  Haupt- 
resultate hier  kurz  angegeben  wurden. 

Vermittelst  der  zweiten  Methode  kann  man  sich  auch  in  einfacher 
Weise  Bechenschaft  darüber  geben,  wieviel  Integrationen  für  die  voll- 
ständige Lösung  des  Problems  erforderlich  sind;  jedoch  müssen  wir,  ehe 
wir  diesen  Punkt  behandeln,  einige  Erläuterungen  vorausschicken. 

Gegeben  sei  eine  Differentialgleichung  n**'  Ordnung 


/3^  8"g  \  _  ^ 


Wir  bezeichnen  mit  JK„,  i?„_i,  ...  die  Ableitungen  der  linken  Seite  der 
gegebenen    Gleichung,    genommen    nach    den    Ableitungen    n^'   Ordnung 

^-T.»   n^— 1<>  y  .  .  -1  ^Mid  nennen  charakteristische  Gleichung  der  Diffe- 

rentialgleichung  die  folgende  Gleichung  mit  einer  Unbekannten  u: 

Zum    Beispiel    würde    für    die    im    Anfang    betrachtete    Differential- 
gleichung (1)  diese  charakteristische  Gleichung  sein: 

Äw2  +  Su  +  I^  =  0. 

Nachdem  diese  Definition  festgestellt  ist,   ist   es  leicht,   ein  oben  an- 
gegebenes Besultat  zu  vervollständigen. 
Damit  die  gegebene  Gleichung 

und  die  Differentialgleichung  V  =^  a  eine  gemeinschaftliche  Lösung  mit 
einer  willkürlichen  Function  besitzen,  muss  zunächst  die  charakteristische 
Gleichung  der  Gleichung  V^=  a  eine  Wurzel  mit  der  Gleichung 

Bu^  +  Su.+  T  =  0 (12) 

gemeinschaftlich  haben.  Man  sieht  also,  dass  die  Differentialgleichungen 
V=»a,  die  wir  suchen,  sich  in  zwei  Klassen  theilen,  je  nachdem  sie  zu 
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der  einen  oder  der  andern  Wurzel  der  vorstehenden  Gleichung  gehörrai. 
Für  die  Yollstftndige  Lösung  der  Aufgabe  genügt  es,  eine  Gleichung  yon 
jeder  Klasse  zu  erhalten,  welche  selbst  eine  willkürliche  Function  enthftlt. 
Eine  beliebige  Anzahl  von  zu  derselben  Klasse  gehörigen  Differential- 
gleichungen kann  nicht  das  vollständige  Integral  unserer  Gleidiung  geben. 
Es  ist  übrigens  klar,  dass,  wenn  die  Gleichung  (12)  irreductibel,  d.  h. 
S^  —  4ET  kein  vollkommenes  Quadrat  ist,  man  nur  in  einem  Integrale 
das  Vorzeichen  der  Wurzelgrösse  zu  Andern  braucht,  um  ein  neues  Integral 
zu  erhalten. 

Somit  genügt  es  in  dem  Falle,  wo  die  charakteristische  Gleichung 
irreductibel  ist,  für  die  vollständige  Auflösung  der  Aufgabe,  dass  eins  der 
zu  integrirenden  Systeme  zwei  integrable  Combinationen  liefert,  welche 
derselben  Wurzel  der  irreductiblen  Gleichung  entsprechen. 

Erh&lt  man  nicht  die  gewünschte  Anzahl  von  int^grablen  Combi- 
nationen, so  erhält  man  offenbar  nur  particuläre  Liösungen. 

Die  vorstehenden  Methoden  führen,  wie  man  leicht  beweisen  kann, 
allemal  zum  Ziele,  wenn  die  Integrale  von  der  Art  sind,  welche  Ampere 
Integrale  erster  Art  nennt,  und  die  kein  Integralzeichen  enthalten. 


VI. 

Zum  Schlüsse  dieser  summarischen  Auseinandersetzung  will  ich  einige 
Gleichungen  anführen,  auf  welche  ich  die  vorstehende  Methode  angewandt  habe. 

1)  Zunächst  ist  dies  die  lineare  Gleichung  von  Laplace:  Die  ver- 
schiedenen von  Laplace  angegebenen  Fälle  der  Integrirbarkeit  entsprechen 
unsem  aufeinander  folgenden  Gleichungssystemen. 

2)  Die  einfache  Gleichung: 

Sucht  man  die  einfachsten  Fälle,  in  denen  die  Methode  zum  Ziele 
führt,  so  gelangt  man  zu  der  folgenden  Gleichung: 

s  =  c*', 

die  schon  von  Liouville  integrirt  wurde  (Joum.  de  Math^matiques,  t.  XVIQ, 
p.  71).  Diese  Gleichung  kommt  vor  in  der  Theorie  der  auf  eine  Kugel 
abwickelbaren  Flächen,  und  ihr  Integral  kann  durch  geometrische  Betrach- 
tungen erhalten  werden. 

3)  Wir  betrachten  die  von  Bour  gegebene  Differentialgleichung  der 
Flächen,  welche  auf  eine  gegebene  Fläche  abwickelbar  sind,  für  welche  die 
Entfernung  zweier  unendlich  nahe  liegender  Punkte  durch  die  Formel  ge- 
geben wird: 

ds^  e=  AMxdy, 
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Bour  hat  gezeigt,  dass  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Punktes  der 
gesuchten  Fläche  der  Gleichung  genügen: 

Sachen  wir  die  einfachsten  Fälle,   in   denen  die   angegebene  Methode 
zum  Ziele  fuhren  kann,  so  finden  wir,  dass  man,  wenn  man 

_  Ölogi       ,   _  81ogZ  _  d^ogl 

"*  ~     ^x  '     ^  ~     8y  '     ^  ~    öxöy 

setzt,  allemal,  wenn  Ä  der  Differentialgleichung  genügt: 

eine  Schaar  von  auf  der  gegebenen  abvdckelbaren  Flächen  finden  kann,  die 
in  ihrem  Ausdruck  eine  willkürliche  Function  enthalten. 


VIL 

Die  vorstehenden  Resultate  wurden  der  Akademie  der  Wissenschaften 
am  28.  März  1870 1)  mitgetheilt;  man  kann  aber  aus  den  oben  angestellten 
Betrachtungen  leicht  einige  neue  Bemerkungen  über  die  Methode  der 
Variation  der  Constanten  ableiten,  welcher  Bour  die  grösste  Bedeutung 
beilegte. 

Wir  fähren  an,  wie  man  im  Falle  der  Grleichungen  zweiter  Ordnung 
die  Methode  von  Lagrange  anwenden  müsste.  Man  hätte  zunächst  ein 
particuläres  Integral  mit  fünf  Constanten  zu  suchen,  und  indem  man  sodann 
die  Constanten  durch  Functionen  ersetzt,  über  diese  derart  zu  verfugen, 
dass  die  Ausdrücke  der  Ableitungen  bis  zur  zweiten  Ordnung  ganz  die- 
selben bleiben.  Man  wird  auf  diese  Weise  zu  einem  System  simultaner 
Gleichungen  geführt,  das  im  Allgemeinen  ebenso  schwierig  zu  integriren 
ist,  infolge  dessen  die  Methode  nicht  dieselben  Vortheile  wie  fär  die  erste 
Ordnung  darbietet. 

Nehmen  wir  aber  an,  dass  man,  anstatt  das  endliche  Integral  mit  fünf 
Constanten  zu  kennen,  nur  ein  particuläres  Integral  erster  Ordnung  mit 
zwei  Constanten  kenne: 

<p{^y  ^,  ^,  jP,  (?,  ö,  &)  —  0 (13). 


')  Comptes  rendus  des  Seances  de  TAcademie  des  Sciences,  t.  LXX,  p.  675 
und  786. 

Mansion,  Part.  Differentialgleichimgeii.  31 
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Da  dieses  Integral  der  gegebenen  Oleichnng  genfkgt,  welches  auch  die 
Constanten  a  und  b  seien,  so  miiss  man,  indem  man  a  und  b  zwischen  der 
Gleichung  (13)  und  ihren  beiden  ersten  Ableitungen  eliminirt,  die  gegebene 
Differentialgleichung  wiederfinden.  Dies  vorausgeschickt,  nehmen  wir  an, 
dass  a  und  b  nicht  mehr  Constanten,  sondern  Functionen  Ton  x,  y,  5,  p,  q 
seien,  ersetzen  b  durch  eine  willkürliche  Function  von  a  und  bestimmen  a 
durch  die  Gleichung 

ha  ^  hb  da         ^ ^     ^ 

Dann  wird  a  eine  Function  von  x,  y,  5,  p,  g,  welche  durch  die  Gleichung  (14) 
bestimmt  ist  Die  beiden  Ableitungen  der  Gleichung  (13)  ändern  ihre 
Form  nicht  und  man  erh&lt  dieses  Mal  ein  Zwischenintegral  mit 
einer  willkürlichen  Function,  welches  aus  einem  nur  zwei  Constanten 
enthaltenden  Integrale  abgeleitet  ist.  Derselbe  Satz  findet  Anwendung  auf 
alle  im  §  lY  betrachteten  Gleichungen   V  =asaa.^) 


*)  Darbouz  hat  sich  in  seinen  Legans  sur  la  thearie  generale  des  Surfaces 
et  Ui  applications  gitmitrigues  du  calcul  infiniUeimai  (Pazis,  Gauthier-Vülacs, 
t.  I,  1887,  t.  II,  1889,  t.  m,  fascicule  1,  1890,  fascicnle  2,  1891),  zugleich  vom 
analytischen  wie  sjuthetischen  Standpunkte  aus  mit  der  Integration  verschiedener 
bemerkenswerther  partieller  Differentialgleichangen  betchftftigt.  (F.  M.) 
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